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摘要　分析了风力机叶片大挠度挥舞振动特性．基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，建立了叶片大挠度挥舞振动控制方程，

其中非稳态气动力由Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ公式得出．使用瑞利－利兹法求解振动特征问题，得到振动的频率和无阻尼

模态函数．基于得出的模态函数，使用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法将控制偏微分方程离散，得到模态坐标方程．将振动位移

分解为静态位移和动态位移，得到了静态位移和动态位移方程，考查了入流速度比对静态位移和气动阻尼

的影响，并对大挠度挥舞振动动态响应进行了分析，得到如下结论：大挠度挥舞振动静态位移沿叶片展向随

入流速度比的增大而增大，叶尖处位移最大；当入流速度比较小时，振动为小振幅的周期运动，入流速度比

较大时，振动为大振幅的拟周期运动．

关键词　风力机叶片，　大挠度，　挥舞振动

引 言

风力机叶片有挥舞、摆振、扭转三种振动形式．

对于叶片振动特性的研究，李本立等［１］使用矩阵分

析法讨论了叶片扭转角、轮毂、变距机构对不旋转

叶片固有频率的影响，以及转速对旋转叶片固有频

率的影响．Ｍａｈｒｉ［２－４］建立了叶片挥舞振动的悬臂

梁模型，使用有限元计算了挥舞振动的前三阶频率

和模态，并进行了疲劳分析．Ｓｏｎｇ和 Ｌｉｂｒｅｓｃｕ［５］建

立了尖部带集中质量的叶片挥舞－摆振耦合模型，
并讨论了叶片转速和集中质量对前三阶挥舞振动

频率和模态的影响．韩新月等［６］基于叶素理论和风

力机理论，建立了叶片科氏加速度理论计算模型，

给出了考虑科氏力时风力机叶片频率的计算方法，

研究了科氏力对挥舞、摆振、扭转频率的影响．吕计
男与刘子强［７］使用有限元建立了 ＮＲＥＬＳ８０９双叶

片风力机复合材料叶片实体模型，分析了旋转软化

和动力刚化效应对叶片固有模态的影响．王建礼
等［８］基于有限元方法，开发了风力机叶片固有频率

计算程序，通过优化叶片梁帽质量分布来优化固有

频率．梁明轩和陈长征［９］讨论了流固耦合效应对叶

片模态特性的影响．李静等［１０］使用瑞利能量法得

到了叶片固有频率方程，讨论了转速和叶片长度对

挥舞频率的影响．Ｌａｒｓｅｎ等［１１－１３］使用有限元方法

建立了叶片挥舞－摆振－扭转耦合模型，研究了挥
舞－摆振的１：２内共振、一般情况下的参数不稳定
性和随机稳定性．现有研究大多使用有限元方法分
析振动特性，近似方法使用的相对较少．此外，分
叉、庞加莱映射、相图、时间历程图等非线性动力学

工具也未用于叶片振动的研究．研究内容方面，风
速对于阻尼和静态位移的具体影响还尚未有人研

究．
风力机叶片结构复杂，截面弯曲刚度和质量随

展向变化，计算固有频率时还需要考虑俯仰角、安

装角、截面扭转角等参数的影响．若使用有限元计
算，几何模型建立非常困难，另外计算也较费时．本
文将使用哈密顿原理建立叶片大挠度挥舞振动控

制方程，采用瑞利－利兹法计算叶片频率及模态函
数，基于得出的模态函数使用非线性动力学工具对

振动响应进行分析，并讨论风速对静态位移和阻尼

的影响．

１　控制方程

如图 １，ＸＹＹＺ是风轮坐标系，原点在轮毂中

心，ＯＺ沿转轴方向，叶片与 ＸＹ平面的夹角为锥角

βｐ，坐标系以角速度Ω绕Ｚ轴转动；Ｏ′ｘｙｚ是叶片坐
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标系，原点在叶片根部，ｘ轴沿弹性轴方向，ｙ轴沿
摆振方向，ｚ轴沿挥舞振动方向；Ｏξηζ是叶片切面
坐标系，原点在截面剪切中心，ξ轴垂直于截面，η
轴沿弦线方向．引用文献［１］中由格林伯格公式得
出的气动力

图１　坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

ＦＡｘ＝０ （１）

ＦＡｚ＝（ρａｃ／２）Ω
２［（１－β）ｘ２ｓｉｎθ＋２ｅＸｘｓｉｎθ－

　λＲ（ｘ＋ｅＸ）ｃｏｓθ－ｅＹβｐｘ］＋（ρａｃ／２）Ω
２［（ｃ／２＋

　（ｃ／４）ｃｏｓθ－ｅＡ）（βｐｘ＋ｘｗ，ｘ－ｅＹｘｗ，ｘ］－

　（ρａｃ／２）Ω２［ｘ（１＋ＣＤＯ／ａ）＋

　λＲｓｉｎθ）ｗ，ｔ／Ω＋（ｃｗ，ｔｔ／４）ｃｏｓθ／Ω
２］ （２）

ＭＡｙ＝０ （３）
其中ρ是空气密度，ａ为截面升力曲线斜率，ｃ为弦
长，θ是ｙ轴与弦线夹角，Ｒ是叶片旋转半径，ＣＤＯ为
阻力系数，ｗ为挥舞位移，ｔ为时间，ｘ为叶片截面
到叶根的距离，（ｅｘ，ｅｙ）为偏置量 ｅ在 Ｏ＇－ＸＹ下的
坐标，ｅＡ是气动中心到弹性轴的距离，入流速度比

λ（ｘ，ｔ）＝λ０＋λ１（ｒｘ／Ｒ）
２＋λ２（ｒｘ／Ｒ）ｃｏｓ（Ωｔ），λ０

是轮毂处的入流速度比，ｒｘ是叶片展长，，λ１＝［ｐ（ｐ

－１）／４］（Ｒ／ｈ０）
２（λ０＋σａ／８），ｐ是速度梯度常量，

ｈ０是轮毂高度，σ＝Ｎｃ／（πＲ）是转子实度，Ｎ是叶
片数，λ２＝（－ｐＲ／ｈ０）（λ０＋σａ／８）．

令Ｉ，Ｊ，Ｋ为坐标系Ｏ－ＸＹＺ的单位向量，任意
横截面上的点Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）变形后的位置矢量可以表
示为：

ＯＰ＝［（ｘ＋ｅｘ＋ｕ）ｃｏｓβｐ－ｗｃｏｓθｓｉｎβｐ－
　ｚｓｉｎβｐ］Ｉ＋（ｙ＋ｅＹ－ｗｓｉｎθ）Ｊ＋［（ｘ－ｅＸ＋
　ｕ）ｓｉｎβｐ＋（ｗｃｏｓθ＋ｚ）ｃｏｓβｐ］Ｋ （４）

这里ｕ为轴向位移，点Ｐ的速度为：
ｖＰ＝［ｕ，ｔｃｏｓβｐ－ｗ，ｔｃｏｓθｓｉｎβｐ－Ω（ｅＹ－ｗｓｉｎθ）－
　Ωｙ］＋［Ω（ｕ＋ｘ＋ｅＸ）ｃｏｓβｐ－Ω（ｗｃｏｓθ＋

　ｚ）ｓｉｎβｐ－ｗ，ｔｓｉｎθ］Ｊ＋（ｕ，ｔｓｉｎβｐ＋
　ｗ，ｔｃｏｓθｃｏｓβｐ）Ｋ （５）

则叶片动能Ｔ为：

Ｔ＝１２∫
Ｌ

０∫Ａｍ（ｖＰ·ｖＰ）ｄＡｄｘ （６）

这里Ｌ是叶片总长，ｍ（ｘ）为单位长度的质量．
将叶片简化为 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ梁，只考虑轴

向正应变εｘ，应变－位移关系为：

εｘ＝ｕ，ｘ－ｒｗ，ｘｘ＋（１／２）ｗ
２
，ｘ （７）

其中ｒ是点到中性轴的距离．则叶片势能Ｕ为：

Ｕ＝１２∫
Ｌ

０∫ＡＥε２ｘｄＡｄｘ （８）

其中Ｅ为杨氏模量，Ａ（ｘ）为横截面积．
非保守力所作的虚功为：

δＷ（ｘ，ｔ）＝ＦＡｘδｕ＋Ｆ
Ａ
ｚδｗ＋Ｍ

Ａ
ｙδｗ，ｘ （９）

轴向拉力由离心力引起，即

ＦＴ ＝∫
Ｌ

ｘ
ｍΩ２（ｅ＋ｙｃｏｓβｐ）ｄｙ＝ＥＡ（ｕ，ｘ＋ｗ

２
，ｘ／２）

（１０）
可得

ｕ，ｔ＝－∫
ｘ

０
ｗ，ｘｗ，ｔｘｄｘ （１１）

由哈密顿原理，得叶片大挠度挥舞振动控制方程：

（ＥＩｃｏｓ２θｗ，ｘｘ），ｘｘ－（ＥＡｕ，ｘｗ，ｘ），ｘ－ｍΩ
２（ｓｉｎ２θ＋

　ｃｏｓ２θｓｉｎ２βｐ）ｗ＋（ｍ－ρａｃ
２／８）ｗ，ｔｔ－

　（ρａｃ／２）Ω２［ｃ／２＋（ｃ／４）ｃｏｓθ－ｅＡ－

　ｅＹ］ｘｗ，ｘ＝－ｍΩ
２ｅＹｓｉｎθ－ｍΩ

２（ｘ＋

　ｅＸ）ｃｏｓθｓｉｎβｐｃｏｓβｐ－（ρａｃ／２）Ω
２λＲ（ｘ＋

　ｅＸ）ｃｏｓθｃｏｓβｐ＋（ρａｃ／２）Ω
２［（（１－β２ｐ）ｘ＋

　２ｅＸ）ｘｓｉｎθ＋（ｃ／２＋（ｃ／４）ｃｏｓθ－ｅＡ－

　ｅＹ）βｐｘ］＋２ｍΩｓｉｎθｃｏｓβｐｕ，ｔ－（ρａｃ／２）Ω
２（ｘ－

　λＲｓｉｎθ）ｗ，ｔ＋（１／２）（ＥＡｗ
３
，ｘ） （１２）

边界条件为：

ｗ｜ｘ＝０＝０，　ｗ，ｘ｜ｘ＝０＝０，
（ＥＩｗ），ｘｘ｜ｘ＝Ｌ＝０，　（ＥＩｗ），ｘｘｘ｜ｘ＝Ｌ＝０ （１３）

其中 ＥＩ（ｘ）是挥舞弯曲刚度，（ＥＡｕ，ｘｗ，ｘ），ｘ和

（ＥＡｗ３，ｘ／２），ｘ为几何非线性项，２ｍΩｓｉｎθｃｏｓβｐｕ，ｔ是科

氏力，（ρａｃ／２）Ω２（ｘ－λＲｓｉｎθ）ｗ，ｔ为气动阻尼，简谐

激励由气动力提供，是（ρａｃ／２）Ω２λＲ（ｘ＋ｅＸ）
ｃｏｓθｃｏｓβｐ中的时变部分．由式（１０）－（１１），式
（１２）可化为

（ＥＩｃｏｓ２θｗ，ｘｘ），ｘｘ－（ＦＴｗ，ｘ），ｘ－ｍΩ
２（ｓｉｎ２θ＋

２７１
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　ｃｏｓ２θｓｉｎ２βｐ）ｗ＋（ｍ－ρａｃ
２／８）ｗ，ｔｔ－

　（ρａｃ／２）Ω２［ｃ／２＋（ｃ／４）ｃｏｓθ－ｅＡ－

　ｅＹ］ｘｗ，ｘ ＝－ｍΩ
２ｅＹｓｉｎθ－ｍΩ

２（ｘ＋

　ｅＸ）ｃｏｓθｓｉｎβｐｃｏｓβｐ－（ρａｃ／２）Ω
２λＲ（ｘ＋

　ｅＸ）ｃｏｓθｃｏｓβｐ＋（ρａｃ／２）Ω
２［（（１－β２ｐ）ｘ＋

　２ｅＸ）ｘｓｉｎθ＋（ｃ／２＋（ｃ／４）ｃｏｓθ－ｅＡ－

　ｅＹ）βｐｘ］－２ｍΩｓｉｎθｃｏｓβｐ∫
ｘ

０
ｗ，ｘｗ，ｔｘｄｘ－

　（ρａｃ／２）Ω（ｘ－λＲｓｉｎθ）ｗ，ｔ （１４）

２　振动特性分析

设 　　ｗ＝γ（ｗ）（ｘ）ｅｉωｔ （１５）
得无阻尼模态的特征问题：

ｄ２

ｄｘ２
（ＥＩｃｏｓ２θｄ

２γ（ｗ）

ｄｘ２
）－ｄ

２

ｄｘ２
（ＦＴ
ｄγ（ｗ）
ｄｘ）－

　ｍΩ２（ｓｉｎ２θ＋ｃｏｓ２θｓｉｎ２βｐ）γ
（ｗ）－ρａｃΩ２ （

ｃ
２＋

　 ｃ４ｃｏｓθ－ｅＡ－ｅＹ）ｘ
ｄγ（ｗ）
ｄｘ ＝

　（ｍ－ρａｃ２／８）ω２γ（ｗ） （１６）
对式（１６），瑞利商的平稳值

Ｒ（γ）＝ ［γ，γ］

（ｍ－ρａｃ
２

槡 ８γ，ｍ－
ρａｃ２

槡 ８γ）
（１７）

式中［γ，γ］为能量内积．

设 　　γ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ（ｘ） （１８）

其中，ａｉ为常数，ｉ（ｘ）为满足边界条件的试函数．
将式（１８）代入式（１７）得
　Ｒ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）＝

［∑
ｎ

ｉ＝１
［∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ（ｘ），∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ（ｘ）］

（ｍ－ρａｃ
２

槡 ８∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ（ｘ），ｍ－

ρａｃ２

槡 ８∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ（ｘ））

＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉａｊ［ｉ，ｊ］

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉａｊ（ｍ－

ρａｃ２

槡 ８ｉ，ｍ－
ρａｃ２

槡 ８ｊ）
（１９）

这里

　［ｉ，ｊ］∫
Ｌ

０
∑
ｐ

ｋ＝０
ａｋ（Ｌｉ）ｊｄｘ＝ｋｉｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ

（２０）
其中微分算子

Ｌ＝ｄ
２

ｄｘ２
（ＥＩｃｏｓ２θｄ

２

ｄｘ２
（·））－ｄｄｘ（ＦＴ·

ｄ
ｄｘ（·））＋

　ρａｃΩ
２

２ ［ｅＹｘ－（ｃ／２＋ｃｃｏｓθ／４－ｅＡ）ｘ］
ｄ
ｄｘ（·）－

　ｍΩ２（ｓｉｎ２θ＋ｃｏｓ２θｓｉｎ２βｐ）·（·）（ｍ－
ρａｃ２

槡 ８ｉ，

　 ｍ－ρａｃ
２

槡 ８ｊ）＝∫
Ｌ

０

（ｍ－ρａｃ
２

８）ｉｊｄｘ＝ｍｉｊ，

　　ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ （２１）
将方程（２０）、（２１）代入方程（１９），瑞利商可写

成如下形式

Ｒ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）＝
Ｎ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）
Ｄ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）

（２２）

式中，Ｎ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｋｉｊａｉａｊ，Ｄ（ａ１，ａ２，

…，ａｎ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ｍｉｊａｉａｊ．

使瑞利商平稳的条件为：

Ｒ
ａｓ
＝０，　ｓ＝１，２，…，ｎ （２３）

则应用到方程（２２），得到

Ｒ
ａｓ
＝
（Ｎ／ａｓ）Ｄ－（Ｄ／ａｓ）Ｎ

Ｄ２
＝

　
（Ｎ／ａｓ）－ω（Ｄ／ａｓ）

Ｄ ＝０，ｓ＝１，２，…，ｎ

（２４）
式中ω—系统的特征值，瑞利商的平稳值恰好是系
统的特征值．

而　Ｎ
ａｓ
＝２∑

ｎ

ｊ＝１
ｋｓｊａｊ，

Ｄ
ａｓ
＝２∑

ｎ

ｊ＝１
ｋｓｊａｊ，　

Ｄ
ａｓ
＝２∑

ｎ

ｊ＝１
ｍｓｊａｊ，

　　ｓ＝１，２，…，ｎ （２５）
代入方程（２４）得

∑
ｎ

ｊ＝１
（ｋｉｊ－ωｍｉｊ）ａｊ＝０，　ｉ＝１，２，…，ｎ （２６）

其矩阵形式为

（Ｋ－ωＭ）｛ａ１，…，ａｎ｝
Ｔ＝０ （２７）

因为ａ１，…，ａｎ不全为零，所以由｜Ｋ－ωＭ｜＝０可求
得ω的值，记为：ω１，ω２，…，ωｎ．

每个ω１，ω２，…，ωｎ对应的｛ａ１，…，ａｎ｝
Ｔ也可

相应求出，进而可以得到模态γ１，γ２，…，γｎ．

３　响应分析

设　　ｗ＝∑
ｎ

ｋ＝１
γｋ（ｘ）ｑｋ（ｔ） （２８）

３７１



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１２年第１０卷

其中γｋ（ｘ）是第 ｋ阶无阻尼模态，由 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断
可得：

ｑ̈ｋ＋ω
２
ｋｑｋ ＝ａｓ，ｋ－∑

ｎ

ｉ＝１
ｃｋ，ｉｑｉ－∑

１≤ｉ，ｊ≤ｎ
ｂｋ，ｉｊｑｉｑｊ＋

　ｆｋｃｏｓ（Ωｔ） （２９）
式中

ａｓ，ｋ ＝－［１／ｍｋ］∫
Ｌ

０
ｍΩ２ｒｘｃｏｓθｓｉｎβｐγｋｄｘ－

　［１／ｍｋ］∫
Ｌ

０
ｍΩ２ｅＹｓｉｎθγｋｄｘ＋

　［１／ｍｋ］∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）Ω２（ｃ／２＋（ｃ／４）ｃｏｓθ－

　ｅＡ－ｅＹ）βｐｘγｋｄｘ＋［１／ｍｋ］∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）Ω２［（１－

　β２ｐ）ｘ＋２ｅｘ］ｘｓｉｎθγｋｄｘ－

　［１／ｍｋ］∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）Ω２ｃｏｓθＲｒｘｄ１γｋｄｘ－

　λ０［１／ｍｋ］∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）Ω２ｃｏｓθＲｒｘｄ３γｋｄｘ

ｃｋ，ｉ＝［１／ｍｋ］∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）Ωｘγｉγｋｄｘ－

　［１／ｍｋ］∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）ΩＲｓｉｎθｄ１γｉγｋｄｘ－

　［１／ｍｋ］ｃｏｓ（Ωｔ）∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）Ωｘγｉγｋｄｘ－

　［１／ｍｋ］λ０∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）ΩＲｓｉｎθｄ３γｉγｋｄｘ－

　［１／ｍｋ］λ０ｃｏｓ（Ωｔ）∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）ΩＲｓｉｎθｄ４γｉγｋｄｘ

ｂｋ，ｉｊ＝∫
Ｌ

０
２ｍΩｓｉｎθｃｏｓβｐ∫

ｘ

０
［ｄγｉ（ｙ）／ｄｙ］·

　［ｄγｉ（ｙ）／ｄｙ］ｄｙ·γｋ（ｘ）ｄｘ

ｆｋ ＝－［１／ｍｋ］∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）Ω２ｃｏｓθＲｒｘｄ２γｋｄｘ－

　λ０［１／ｍｋ］∫
Ｌ

０
（ρａｃ／２）Ω２ｃｏｓθＲｒｘｄ４γｋｄｘ

其中，

ｍｋ＝∫
Ｌ
０（ｍ－ρａｃ

２／８）γ２ｋｄｘ，ｒｘ＝（ｘ＋ｅｘ）ｃｏｓβｐ，

ｄ１＝［ｐ（ｐ－１）σａ／３２］（ｒｘ／ｈ０）
２，

ｄ２＝－（ｐσａ／８）（ｒｘ／ｈ０），

ｄ３＝１＋［ｐ（ｐ－１）／４］（ｒｘ／ｈ０）
２，ｄ４＝－ｐ（ｒｘ／ｈ０）

将位移分解成静态位移和动态位移：

ｑｉ＝ｑｓｉ＋ｑｄｉ （３０）
得静态位移方程：

ω２ｋｑｓｋ＝ａｓ，ｋ （３１）
动态位移方程：

ｑ̈ｄｋ＋ω
２
ｋｑｄｋ ＝－∑

ｎ

ｉ＝１
ｃｋ，ｉｑｉ－∑

１≤ｉ，ｊ≤ｎ
ｂｋ，ｉｊ（ｑｓｉ＋

　ｑｄｉ）ｑｄｊ＋ｆｋｃｏｓ（Ωｔ） （３２）

４　实例分析

选用某兆瓦级风力机叶片（ＮＡＣＡ６３翼型系），
各物理参数：Ｌ＝４８ｍ，θ＝２°，ｅＡ＝０．２５ｃ，βＰ＝５°，
（ｅＸ，ｅＹ）＝（ｃｏｓ４５°，ｓｉｎ４５°）×０．０４Ｌ，Ω＝１５ｒ／ｍｉｎ，ρ

＝１．２５ｋｇ／ｍ３，ａ＝２π，ｎ＝４，１＝（ｘ／Ｌ）
２，２＝（ｘ／

Ｌ）３，３＝（ｘ／Ｌ）
４，４＝（ｘ／Ｌ）

５．

表１　两种方法的结果对比

Ｔａｂｌｅ１　ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ

ＴｗｏＭｅｔｈｏｄｓ ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚｍｅｔｈｏｄＥｒｒｏｒ（％）ＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔ
ＰｒｉｍａｒｙＦｒｅｑｕｅｎｃｙ（ｒａｄ／ｓ） １．６８４４ １．７ １．７１３７
ＳｅｃｏｎｄＦｒｅｑｕｅｎｃｙ（ｒａｄ／ｓ） ８．４４７４ ４．９８ ８．８８９９

表１是两种方法下结果的对比，可见第一阶频
率误差较小，第二阶频率误差有所增大．

图２　静态位移

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｉｃｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

图３　气动阻尼

Ｆｉｇ．３　Ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｄａｍｐｉｎｇ

图２是静态位移随入流速度比变化的图像，图
像显示：静态位移随入流速度比的增大而增大，越

靠近叶尖位移越大，在叶尖处达到最大值．
图３是气动阻尼随入流速度比变化的图像，图

像显示：和随入流速度比的增加而减小，当入流速
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度比增大到一定程度时，气动阻尼变为负阻尼．反
映模态间耦合的阻尼和随入流速度比的增加而增

加，当入流速度比很小时，两阻尼为负值，两模态间

相互传递能量．

图４　分岔图

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

图５　时的相图

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｆｏｒ

图６　时的庞加莱映射

Ｆｉｇ．６　Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｆｏｒ

图４是对应于前两阶模态的动态位移分叉图，
图５是入流速度比为０．１时的相图，图６是入流速
度比０．６是的庞加莱映射．图像显示：当入流速度
比较小时，运动为小振幅的周期运动，随着入流速

度比的增大，运动变为大振幅的拟周期运动．

５　结论

本文研究了风力机叶片大挠度挥舞振动特性，

使用哈密顿原理建立了控制方程，采用瑞利－利兹
法计算了频率和模态函数，使用分岔图、相图和庞

加莱映射等非线性动力学工具分析了振动响应，得

到如下结论：挥舞振动静态位移随入流速度比的增

大而增大，越靠近叶尖位置静态位移越大；当入流

速度比较小时，振动为小振幅的周期运动，入流速

度比较大时，振动为大振幅的拟周期运动．
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（１．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＫｕｎＭｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｋｕｎｍｉｎｇ　６５０２１４，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳｏｕｔｈｗｅｓｔＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｅｎｇｄｕ　６１００３１，Ｃｈｉｎａ）
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