
书书书

第１０卷第２期２０１２年６月
１６７２６５５３／２０１２／１０⑵／１３０６

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＤＹＮＡＭＩＣＳＡＮＤＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１０Ｎｏ．２
Ｊｕｎ．２０１２

２０１１１２１８收到第１稿，２０１２０３０４收到修改稿．

变形Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组的多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ格式计算研究
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摘要　基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ空间体系的多辛理论，研究了变形 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组的数值解法．利用 Ｐｒｅｉｓｓｍａｎ方法

构造离散多辛格式的途径，并构造了一种典型的半隐式的多辛格式，该格式满足多辛守恒律．数值算例结果

表明：该多辛离散格式具有较好的长时间数值稳定性．

关键词　变形Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组，　Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ方法，　多辛守恒律

引 言

由冯康先生开创的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的辛几何算
法发展至今，在理论上已较为完善．由于这一算法
具有长时间的数值稳定性，能够很好地保持Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ系统的辛几何结构的性质，在现代物理学和力
学研究中发挥着重要作用．在实际研究与实践中，
有许多问题需要进行长时间的数值模拟计算，因

此，对具有长时间数值行为的辛算法的研究具有重

要的理论与实际意义．近年来，孤立波方程定解问
题的研究一直是科学研究的一个热门课题，取得了

丰硕的研究成果．在许多物理领域，特别是在浅水
波非线性色散波的研究中具有重要意义．本文研究
一类具有重要意义的水波方程：

Ｈｔ＋（Ｈｕ）ｘ＋ｕｘｘｘ＝０

ｕｔ＋Ｈｘ＋ｕｕｘ＝{ ０
（１）

其中：ｕ表示速度，ｈ表示水深．
在文献［１－５］对系统（１）的解的定态问题做

了一些研究，但是这些研究都是给出系统（１）的部
分精确解．本文在第一节里验证了变形 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ
方程组具有Ｈａｍｉｌｔｏｎ多辛格式，并证实此格式具有
多辛守恒律、局部能量守恒和动量守恒．第二节给
出了变形Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组的离散多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ
格式，并证实此格式在离散格式下忍保持多辛守恒

律．在第三节里我们给出了变形 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组
的离散多辛Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ格式的误差分析，此格式具
有误差（△ｔ＋△ｘ２），在第四节给出了一个数值模
拟，验证了本文的算法不仅简单，而且有长时间的

稳定性．

１　变形Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组多辛形式及守恒律

根据Ｂｒｉｄｇｅｓ关于多辛的定义，方程可以写成

下列哈密顿偏微分方程的形式［６－１３］：

Ｍｚｔ＋Ｋｚｔ＝ｚＳ（ｚ） （２）

其中Ｍ，Ｋ∈Ｒｎ×ｎ（ｎ≥３）是反对称矩阵．

Ｓ：Ｒｎ－＞Ｒ

是光滑函数，称为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数．ｚＳ（ｚ）为函数 Ｓ
（ｚ）的梯度．

（２）满足多辛守恒律：


ｔ
ｗ＋
ｘ
ｋ＝０ （３）

其中：ｗ＝１２ｄｚ∧Ｍｄｚ，ｋ＝
１
２ｄｚ∧Ｋｄｚ．

（２）具有能量守恒律：


ｔ
Ｅ＋
ｘ
Ｆ＝０ （４）

其中：Ｅ＝Ｓ（ｚ）－１２ｚ
ＴＫｚｘ，Ｆ＝

１
２ｚ

ＴＫｚｔ．

（２）具有动量守恒律：


ｔ
Ｉ＋
ｘ
Ｇ＝０ （５）

其中：Ｉ＝１２ｚ
ＴＭｚｘ，Ｆ＝Ｓ（ｚ）－

１
２ｚ

ＴＭｚｔ．

Ｅ为能量密度；Ｆ为能量流；Ｉ为动量密度；Ｇ为动
量流．多辛形式的一个重要性质是，它的完全局部
守恒的概念．

如果 ｚ（ｘ，ｔ）关于 ｘ是周期函数或者满足齐次
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边界条件，（２）满足整体能量和整体动量守恒律：
ｄ
ｄｔ∫

Ｌ

－Ｌ
Ｅ（ｚ）ｄｘ＝０，　 ｄ

ｄｔ∫
Ｌ

－Ｌ
Ｆ（ｚ）ｄｘ＝０ （６）

对系统（１），引入正则动量：

Ｈ＝Φｘ，ｕ＝ｑｘ，ｕｔ＝－２φｘ，Ｈｔ＝－２ψｘ，ｕｘ＝ν

（７）
系统（１）可以表示为下面等价形式：

１
２Φｔ＋νｘ＝ψ＋Ｈｕ

１
２ｑｔ＝φ＋

１
２ｕ

２＋Ｈ

－１２ｕｔ－φｘ＝０

－１２Ｈｔ－ψｘ＝０

ｑｘ＝ｕ

Φｘ＝Ｈ

－ｕｘ＝－





















ν

（８）

定义状态变量：

ｚ＝（ｕ，Ｈ，Φ，ｑ，ψ，φ，ν）Ｔ

可以把方程组（８）写成多辛 Ｈａｍｉｌｔｏｎ偏微分
方程的形式（２），其中：

Ｍ＝

０ ０ １／２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １／２ ０ ０ ０
１／２ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １／２ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０





















０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

，

Ｋ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０






















１ ０ ０ ０ ０ ０ ０

方程组（８）满足相应的多辛守恒律（３），其中：

ｗ＝１２ｄｚ∧Ｍｄｚ＝
１
２（ｄｕ∧ｄΦ＋ｄＨ∧ｄｑ）

ｋ＝１２ｄｚ∧Ｋｄｚ＝

　ｄｕ∧ｄν＋ｄφ∧ｄΦ＋ｄψ∧ｄｑ
方程组（８）满足相应的局部能量守恒律（４），其中：

Ｅ＝Ｓ（ｚ）－１２ｚ
ＴＫｚｘ＝

１
２（ｕ

２Ｈ＋Ｈ２＋ψｕ－

　ｕｖｘ＋Φφｘ＋ｑψｘ）

Ｆ＝１２ｚ
ＴＫｚｔ＝

１
２（ｕｕｔ－Φφｔ－ｑψｔ＋ψｑｔ＋

　φΦｔ－ｕｔｖ















）

方程组（８）满足相应的局部动量守恒律（５），其中：

Ｉ＝１２ｚ
ＴＭｚｘ＝

１
４Φｘｕ＋

１
４ｑｘＨ－

１
４ｕｘΦ－

１
４Ｈｘｑ

Ｇ＝Ｓ（ｚ）－１２ｚ
ＴＭｚｔ＝

１
２ｕ

２Ｈ＋１２Ｈ
２＋φＨ＋

　ψｕ－（１４Φｔｕ＋
１
４ｑｔＨ－

１
４ｕｔΦ－

１
４Ｈｔ











 ｑ

２　变形Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组离散多辛形式及
守恒律

多辛形式的一个重要性质是：它的局部守恒的

概念．多辛是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ偏微分方程的一个几何性
质，我们用数值方法模拟多辛偏微分方程时，自然

希望能反映这个性质．基于这个想法，Ｂｒｉｄｇｅｓ和
Ｒｅｉｃｈ引入了多辛积分的概念，即一种能保持多辛
守恒律的离散数值方法．

用ｚｎｊ表示ｚ在离散点ｘ＝ｘｊ，ｔ＝ｔｎ处的近似值，

ｊ，ｎｔ，
ｊ，ｎ
ｘ 分别为对微分算子ｔ，ｘ的离散．求解多辛

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统（２．１）离散格式可表示为：
Ｍｊ，ｎｔｚ

ｎ
ｊ＋Ｋ

ｊ，ｎ
ｘｚ

ｎ
ｊ＝ｚＳ（ｚ

ｎ
ｊ）
ｎ
ｊ （９）

Ｄｅｆ２．１　称数值方法（９）为多辛积分，如果其
满足如下离散多辛守恒律

ｊ，ｎｔｗ
ｎ
ｊ＋

ｊ，ｎ
ｘｋ

ｎ
ｊ＝０ （１０）

其中：ｗｎｊ＝
１
２ｄｚ

ｎ
ｊ∧Ｍｄｚ

ｎ
ｊ，ｋ

ｎ
ｊ＝
１
２ｄｚ

ｎ
ｊ∧Ｋｄｚ

ｎ
ｊ．

为了研究问题方便，引入记号，定义向前差分

算子：

Ｄｔｕ
ｎ＝ｕ

ｎ＋１－ｕｎ

τ
，　Ｄｘｕｊ＝

ｕｊ＋１－ｕｊ
ｈ （１１）

平均算子：

Ａｔｕ
ｎ＝ｕ

ｎ＋１＋ｕｎ
２ ，　Ａｘｕｊ＝

ｕｊ＋１＋ｕｊ
２ （１２）

上面的算子满足

ＤｔＤｘ＝ＤｘＤｔ，　ＡｔＡｘ＝ＡｘＡｔ，　ＤＡ＝ＡＤ
及推广的Ｌｅｉｂｎｉｚ法则

Ｄｘ（ｕν）ｊ＝ＡｘｕｊＤｘνｊ＋ＤｘｕｊＡｘνｊ，

Ｄｔ（ｕν）ｊ＝ＡｔｕｊＤｔνｊ＋ＤｔｕｊＡｔνｊ
在空间方向采用中点格式对方程组（２）进行

１３１
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离散，可得中心Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ半离散格式

Ｍｄｄｔ（Ａｘｚｊ（ｔ））＋ＫＤｘｚｊ（ｔ）＝ｚＳ（Ａｘｚｊ（ｔ））（１３）

在空间和时间方向都采用中点格式对方程组（２）
进行离散，可得中心Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ全离散格式

ＭＤｔ（Ａｘｚ
ｎ
ｊ）＋ＫＤｘ（Ａｔｚ

ｎ
ｊ）＝ｚＳ（ＡｘＡｔｚ

ｎ
ｊ） （１４）

下面给出中心 Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ半离散格式（１３）和
全离散格式（１４）的守恒律．
Ｔｈ２．１　中心 Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ半离散格式（１３）是多辛
的并且满足半离散的多辛守恒律：

ｄ
ｄｔ（Ａｘｗｊ（ｔ））＋Ｄｘｋｊ（ｔ）＝０ （１５）

其中：

ｗｊ（ｔ）＝
１
２ｄｚｊ（ｔ）∧Ｍｄｚｊ（ｔ），

ｋｊ（ｔ）＝
１
２ｄｚｊ（ｔ）∧Ｋｄｚｊ（ｔ）．

Ｔｈ２．２　中心 Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ全离散格式（１４）是
多辛的并且满足离散的多辛守恒律：

Ｄｔｗ
ｎ＋１／２
ｊ ＋Ｄｘｋ

ｎ
ｊ＋１／２＝０ （１６）

其中：ｗｎｊ＝
１
２ｄｚ

ｎ
ｊ∧Ｍｄｚ

ｎ
ｊ，ｋ

ｎ
ｊ＝
１
２ｄｚ

ｎ
ｊ∧Ｋｄｚ

ｎ
ｊ．

证明：　用ｄ（ＡｘＡｔｚ
ｎ
ｊ）与（１４）的变分：

ＭＤｔｄ（Ａｘｚ
ｎ
ｊ）＋ＫＤｘｄ（Ａｔｚ

ｎ
ｊ）＝

　ｚＳ（ｄ（ＡｘＡｔｚ
ｎ
ｊ））ｄ（ＡｘＡｔｚ

ｎ
ｊ）

做外积∧，利用 ＤｚｚＳ（ｄ（ＡｘＡｔｚ
ｎ
ｊ））的对称性和 Ｍ，Ｋ

的反对称性可得：

ｄ（ＡｘＡｔｚ
ｎ
ｊ）∧ＭＤｔ（Ａｘｚ

ｎ
ｊ）＋

　ｄ（ＡｘＡｔｚ
ｎ
ｊ）∧ＫＤｘｄ（Ａｔｚ

ｎ
ｊ）＝０

Ｄｔｄ（Ａｘｚ
ｎ
ｊ）∧Ｍｄ（ＡｘＡｔｚ

ｎ
ｊ）＋

　Ｄｘｄ（Ａｔｚ
ｎ
ｊ）∧Ｋｄ（ＡｔＡｘｚ

ｎ
ｊ）＝０

利用算子Ｄ，Ａ的性质，然后把上面的两式相加可
以得到：

Ｄｔ［ｄ（ｚ
ｎ
ｊ）∧Ｍｄ（Ａｘｚ

ｎ
ｊ）］＋

　Ｄｘ［ｄ（Ａｔｚ
ｎ
ｊ）∧Ｋｄ（Ａｔｚ

ｎ
ｊ）］＝０

ＤｔＡｘ［ｄ（ｚ
ｎ
ｊ）∧Ｍｄ（ｚ

ｎ
ｊ）］＋

　ＤｘＡｔ［ｄ（ｚ
ｎ
ｊ）∧Ｋｄ（ｚ

ｎ
ｊ）］＝０

Ｔｈ２．３　中心 Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ格式（１３）半离散局部能
量守恒律：

ｄ
ｄｔ（ＡｘＥｊ（ｔ））＋ＤｘＦｊ（ｔ）＝０ （１７）

局部动量守恒律

ｄ
ｄｔ（ＡｘＩｊ（ｔ））＋ＤｘＧｊ（ｔ）＝０ （１８）

其中：

Ｅｊ（ｔ）＝Ｓ（ｚｊ（ｔ））－
１
２ｚ

Ｔ
ｊ（ｔ）ＫＤｘｚｊ（ｔ），

Ｆｊ（ｔ）＝
１
２ｚ

Ｔ
ｊ（ｔ）Ｍ

ｄ
ｄｔｚｊ（ｔ）

Ｉｊ（ｔ）＝
１
２ｚ

Ｔ
ｊ（ｔ）ＭＤｘｚｊ（ｔ），

Ｆｊ（ｔ）＝Ｓ（ｚｊ（ｔ））－
１
２ｚ

Ｔ
ｊ（ｔ）Ｍ

ｄ
ｄｔｚｊ（ｔ）

然而，一般而言，对非线性Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，全离
散局部能量和动量守恒律不能精确满足，但是可以

定义下面局部能量和动量误差．
Ｄｅｆ２．２：
Ｒｅ＝ＤｔＥ

ｎ＋１／２
ｊ ＋ＤｘＦ

ｎ
ｊ＋１／２＝０ （１９）

Ｒｍ＝ＤｔＩ
ｎ＋１／２
ｊ ＋ＤｘＧ

ｎ
ｊ＋１／２＝０ （２０）

下面我们应用中心 Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ全离散格式
（１４）对系统（１）进行数值模拟，并且分析系统（１）
的离散多辛守恒律、局部能量和动量误差．对系统
（８）应用中心Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ全离散格式（１４）可得：

１
２ＤｔＡｘΦ

ｎ
ｊ＋ＤｘＡｔν

ｎ
ｊ＝ＡｘＡｔψ

ｎ
ｊ＋ＡｘＡｔ（Ｈ

ｎ
ｊｕ
ｎ
ｊ）

１
２ＤｔＡｘｑ

ｎ
ｊ＝ＡｘＡｔφ

ｎ
ｊ＋
１
２ＡｘＡｔ（ｕ

ｎ
ｊ）
２＋ＡｘＡｔＨ

ｎ
ｊ

－１２ＤｔＡｘｕ
ｎ
ｊ－ＤｘＡｔφ

ｎ
ｊ＝０

－１２ＤｔＡｘＨ
ｎ
ｊ－ＤｘＡｔψ

ｎ
ｊ＝０

ＤｘＡｔｑ
ｎ
ｊ＝ＡｘＡｔｕ

ｎ
ｊ

ＤｘＡｔΦ
ｎ
ｊ＝ＡｘＡｔＨ

ｎ
ｊ

－ＤｘＡｔｕ
ｎ
ｊ＝－ＡｘＡｔν





















ｎ
ｊ

（２１）
利用定理（２．２）得，方程（２１）满足相应的中心 Ｐｒｅ
ｉｓｓｍａｎｎ全离散格式（１４）的多辛守恒律（１６），其
中：

ｗｎｊ＝
１
２ｄｚ

ｎ
ｊ∧Ｍｄｚ

ｎ
ｊ＝
１
２（ｄｕ

ｎ
ｊ∧ｄΦ

ｎ
ｊ＋ｄＨ

ｎ
ｊ∧ｄｑ

ｎ
ｊ）

ｋｎｊ＝
１
２ｄｚ

ｎ
ｊ∧Ｋｄｚ

ｎ
ｊ＝ｄｕ

ｎ
ｊ∧ｄν

ｎ
ｊ＋ｄφ

ｎ
ｊ∧ｄΦ

ｎ
ｊ＋ｄψ

ｎ
ｊ∧ｄｑ

ｎ
ｊ

因为系统（８）的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数是非线性函数，
利用定义（２．２）得，方程组（２１）满足相应的中心
Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ全离散格式（１４）的局部能量误差（１９），
其中：
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Ｅｎｊ＝Ｓ（ｚ
ｎ
ｊ）－

１
２ｚ

ｎ
ｊ
ＴＫＤｘｚ

ｎ
ｊ＝
１
２（（ｕ

ｎ
ｊ）
２Ｈｎｊ＋（Ｈ

ｎ
ｊ）
２＋

　ψｎｊｕ
ｎ
ｊ－ｕ

ｎ
ｊＤｘν

ｎ
ｊ＋Φ

ｎ
ｊＤｘφ

ｎ
ｊ＋ｑ

ｎ
ｊＤｘψ

ｎ
ｊ）

Ｆｎｊ＝
１
２ｚ

ｎ
ｊ
ＴＫＤｔｚ

ｎ
ｊ＝
１
２（ｕ

ｎ
ｊＤｔｕ

ｎ
ｊ－Φ

ｎ
ｊＤｔφ

ｎ
ｊ－ｑ

ｎ
ｊＤｔψ

ｎ
ｊ＋

　ψｎｊＤｔｑ
ｎ
ｊ＋φ

ｎ
ｊＤｔΦ

ｎ
ｊ－Ｄｔｕ

ｎ
ｊν
ｎ
ｊ















）

方程组（２１）满足相应的局部动量误差（２０），
其中：

Ｉｎｊ＝
１
２ｚ

ｎ
ｊ
ＴＭＤｘｚ

ｎ
ｊ＝
１
４ＤｘΦ

ｎ
ｊｕ
ｎ
ｊ＋
１
４Ｄｘｑ

ｎ
ｊＨ
ｎ
ｊ－

　１４Ｄｘｕ
ｎ
ｊΦ

ｎ
ｊ－
１
４ＤｘＨ

ｎ
ｎｑ
ｎ
ｊ

Ｇｎｊ＝Ｓ（ｚ
ｎ
ｊ）－

１
２ｚ

ｎ
ｊ
ＴＭｚｎｊｔ＝

１
２（ｕ

ｎ
ｊ）
２Ｈｎｊ＋

１
２（Ｈ

ｎ
ｊ）
２＋

　φｎｊＨ
ｎ
ｊ＋ψ

ｎ
ｊｕ
ｎ
ｊ－（

１
４ＤｔΦ

ｎ
ｊｕ
ｎ
ｊ＋
１
４Ｄｔｑ

ｎ
ｊＨ
ｎ
ｊ－

　１４Ｄｔｑ
ｎ
ｊΦ

ｎ
ｊ－
１
４ＤｔＨ

ｎ
ｊｑ
ｎ
ｊ

















 ）

虽然中心Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ格式是一个多辛格式，但
在实际数值计算中我们需要计算辅助变量这样就

大大增加了计算量，因此我们消去辅助变量，便得

到了非线性方程的一个多辛格式：

ＤｔＡｘＨ
ｎ
ｊ＋ＤｘｘｘＡｔｕ

ｎ
ｊ＋ＤｘＡｔ（ｕＨ）

ｎ
ｊ＝０

ＤｔＡｘｕ
ｎ
ｊ＋
１
２ＤｘＡｔ（ｕ

ｎ
ｊ）
２－ＤｘＡｔＨ

ｎ
ｊ＝０

３　误差分析

假ｚ是充分光滑函数，将函数 ｚ在离散点（ｔｊ，

ｘｎ）处分别关于ｔ，ｘ进行泰勒展开的：

Ａｘｚ
ｎ＋１
ｊ ＝Ａｘｚ

ｎ
ｊ＋Δｔ（Ｄｔ（ＡｘＡｔｚ

ｎ
ｊ））＋

１
２Δｔ

２（Ｄｔｔ（ＡｘＡｔｚ
ｎ
ｊ））＋…

Ａｔｚ
ｎ
ｊ＋１＝Ａｔｚ

ｎ
ｊ＋Δｘ（Ｄｘ（ＡｘＡｔｚ

ｎ
ｊ））＋

１
２Δｘ

２（Ｄｘｘ（ＡｘＡｔｚ
ｎ
ｊ））＋{ …

（２２）
把上面的形式可以写成下面的等价形式：

Ａｘｚ
ｎ＋１
ｊ －Ａｘｚ

ｎ
ｊ

Δｔ
＝（Ｄｔ（ＡｘＡｔｚ

ｎ
ｊ））＋

　１２Δｔ（Ｄｔｔ（ＡｘＡｔｚ
ｎ
ｊ））＋（Δｔ）

Ａｔｚ
ｎ
ｊ＋１－Ａｔｚ

ｎ
ｊ

Δｔ
＝（Ｄｘ（ＡｘＡｔｚ

ｎ
ｊ））＋

　１２Δｘ（Ｄｘｘ（ＡｘＡｔｚ
ｎ
ｊ））＋（Δｔ















 ）

（２３）

为了误差，记 ｚｔ＝Ｄｔ（ＡｘＡｔｚ
ｎ
ｊ），则离散格式

（２１）可以改写成：

１
２（Φｔ＋

１
２ΦｔｔΔｔ）＋（νｘ＋

１
２νｘｘΔｘ）＝ψ＋Ｈｕ

１
２（ｑｔ＋

１
２ｑｔｔΔｔ）＝φ＋

１
２ｕ

２＋Ｈ

－１２（ｕｔ＋
１
２ｕｔｔΔｔ）－（φｘ＋

１
２φｘｘΔｘ）＝０

－１２（Ｈｔ＋
１
２ＨｔｔΔｔ）－（ψｘ＋

１
２ψｘｘΔｘ）＝０

（ｑｘ＋
１
２ｑｘｘΔｘ）＝ｕ

（Φｘ＋
１
２ΦｘｘΔｘ）＝Ｈ

－（ｕｘ＋
１
２ｕｘｘΔｘ）＝－























 ν

（２４）
由（２４）的第一个与第二个方程得：

ψ＝１２（Φｔ＋
１
２ΦｔｔΔｔ）＋（νｘ＋

１
２νｘｘΔｘ）－Ｈｕ

φ＝１２（ｑｔ＋
１
２ｑｔｔΔｔ）－Ｈ－

１
２ｕ

{ ２

（２５）
对（２５）求导可以得：

　

ψｘ＝
１
２（Φｔｘ＋

１
２ΦｔｔｘΔｔ）＋（νｘｘ＋

１
２νｘｘｘΔｘ）－（Ｈｕ）

ψｘｘ＝
１
２（Φｔｘｘ＋

１
２ΦｔｔｘｘΔｔ）＋（νｘｘｘ＋

１
２νｘｘｘｘΔｘ）－（Ｈｕ）

φｘ＝
１
２（ｑｔｘ＋

１
２ｑｔｔｘΔｔ）－Ｈｘ－

１
２（ｕ

２）

φｘｘ＝
１
２（ｑｔｘｘ＋

１
２ｑｔｔｘｘΔｔ）－Ｈｘｘ－

１
２（ｕ

２）

















ｘｘ

（２６）
把（２６）代入（２４）的第三和第四：

　

－１２（ｕｔ＋
１
２ｕｔｔΔｔ）－（

１
２ｑｔｘ＋

１
２ｑｔｔｘΔｔ）－Ｈｘ－

　１２（ｕ
２）ｘ＋

１
２（
１
２（ｑｔｘｘ＋

１
２ｑｔｔｘｘΔｔ）－Ｈｘｘ－

　１２（ｕ
２）ｘｘΔｘ）＝０

－１２（Ｈｔ＋
１
２ＨｔｔΔｔ）－（

１
２（Φｔｘ＋

１
２ΦｔｔｘΔｔ））＋

　（νｘｘ＋
１
２νｘｘｘΔｘ）－（Ｈｕ）ｘ＋

１
２（
１
２（Φｔｘｘ＋

　１２ΦｔｔｘｘΔｔ））＋（νｘｘｘ＋
１
２νｘｘｘｘΔｘ）－（Ｈｕ）ｘｘΔｘ）＝





















 ０

（２７）
由（２４）的第五个、第六个和第七个方程得：
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ｕｔ＝（ｑｘｔ＋
１
２ｑｘｘｔΔｘ）

Ｈｔ＝（Φｘｔ＋
１
２ΦｘｘｔΔｘ）

νｘｘ＝（ｕｘｘｘ＋
１
２ｕｘｘｘｘΔｘ











 ）

　

ｑｘｔ＝ｕｔ－
１
２ｑｘｘｔΔｘ

Φｘｔ＝Ｈｔ－
１
２ΦｘｘｔΔｘ

ｕｘｘｘ＝νｘｘ－
１
２ｕｘｘｘｘΔ











 ｘ

（２８）
把（２８）代入（２７）可得：

　

Ｈｔ＋（Ｈｕ）ｘ＋ｕｘｘｘ＝
１
４ｕｔｔΔｔ＋

１
４ｑｔｔｘΔｔ＋

　１２（
１
２（ｑｔｘｘ＋

１
２ｑｔｔｘｘΔｔ）－Ｈｘｘ＋

１
２（ｕ

２）ｘｘ）Δｘ

ｕｔ＋Ｈｘ＋ｕｕｘ＝
１
４ＨｔｔΔｔ＋

１
４ｗｔｔｘΔｘ＋

１
２（
１
２（Φｔｘｘ＋

　１２ΦｔｔｘｘΔｔ）＋（νｘｘｘ＋
１
２νｘｘｘｘΔｘ）－（Ｈｕ）ｘｘ）Δ















 ｘ

（２９）
可以看出本文的算法具有精度Ｏ（Δｔ＋Δｘ２）

４　数值例子

为了说明多辛方法的诸多优点，本文用中心

Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ多辛格式（２１），并以此离散变形 Ｂｏｕｓｓ
ｉｎｅｓｑ方程组．考虑下面变形 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组初
值问题：

Ｈｔ＋（Ｈｕ）ｘ＋ｕｘｘｘ＝０

ｕｔ＋Ｈｘ＋ｕｕｘ＝０

ｕ０＝－１－２ｔａｎｈ（ｘ）

Ｈ０＝２－２ｔａｎｈ
２（ｘ













）

（３０）

则初值问题（３０）具有如下扭孤子波解：
ｕ＝－１－２ｔａｎｈ（ｘ＋ｔ），　Ｈ＝２－２ｔａｎｈ２（ｘ＋ｔ）
在区间ｘ∈［－２０，２０］内取时间步长△ｔ＝０．０１

空间步长△ｘ＝０．０１，对该扭孤子波解进行数值模
拟，得到该扭孤子解随时间的演化情况．

从图１和图２可以看出：扭孤子解的波形和
波速均没有随着时间的变化而变化这充分说明中

心Ｐｒｅｉｓｓｍａｎｎ多辛格式具有能够很好的保持孤子
解的基本几何性质；而且在整个模拟过程中，系统

具有多辛守恒律．数值实验的结果表明：本文构造
的多辛格式能够很好地模拟变形 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程
组方程的扭孤子解，同时能够很好地保持系统的多

个守恒律，这些充分说明多辛方法具有以下两大优

点：良好的长时间数值行为和精确地保持多种守

恒律．

图１　ｕ，Ｈ随时间ｔ＝１，ｔ＝２，ｔ＝３，…，ｔ＝１０的演化图

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｕ，Ｈａｔｖａｒｉｏｕｓｔｉｍｅｓ

（ｔ＝１，ｔ＝２，ｔ＝３，…，ｔ＝１０）

图２　ｕ，Ｈ的数值解

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｕ，Ｈ
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