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事件空间离散完整系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ理论
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摘要　研究差分离散变分原理和事件空间中离散完整系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ理论．运用差分离散变分方法，通过群

的无限小变换，得到了事件空间中离散完整系统的差分离散变分原理，并建立了离散的运动方程．得到了系

统的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的判据方程和Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量的形式以及其存在的条件．举例说明结果的应用．

关键词　差分离散变分原理，　离散完整系统，　事件空间，　Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性

引 言

研究事件空间的动力学具有十分重要的意义．
１９６０年，Ｓｙｎｇｅ在他的著作中研究了各种空间（包
括事件空间）中完整保守系统的分析动力学［１］．
１９８３年，Ｒｕｍｊａｎｔｓｅｖ［２］建立了事件空间中非完整保
守系统带乘子的参数方程．梅凤翔［３］得到了事件空

间中非完整有势的变分原理和参数方程，并在其著

作［４－５］中研究了事件空间中完整系统的各种对
称性和守恒量．随后，事件空间的对称性理论被推
广到非完整系统、Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统、变质量系统等连续
动力学系统中，并取得了大量成果［６－１３］．然而目
前，事件空间中的离散动力学还很少被研究过．
２００２年，郭汉英等［１４－１８］提出了一种离散方法

－差分离散变分方法，提出了 Ｅｕｌｅｒ－Ｌａｇｒａｎｇｅ上
同调的概念．这种方法将差分视作一个几何对象，
它与连续情况中的导数有着相似的性质．本文将
运用这种方法得到了离散完整系统的运动方程，并

将Ｎｏｅｔｈｅｒ理论扩展到事件空间中的离散完整系
统，进而给出Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的判据方程和对应的
Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量．

１　差分离散变分原理和系统的离散运动方程

构建一个（ｎ＋１）维的位形空间（即事件空
间），此空间中点的坐标是广义坐标 ｑｓ（ｓ＝１，…，
ｎ）和时间ｔ．引入记号

ｘ１＝ｔ，　ｘｓ＋１＝ｑｓ，　（ｓ＝１，…，ｎ） （１）
则所有的变量ｘα（α＝１，…，ｎ＋１）都可以表示为某

个参数τ的已知函数．令 ｘα＝ｘα（τ）是 Ｃ
２类曲线，

使得ｄｘα／ｄτ＝ｘ′α，这里ｘ′α不能同时为零，则有

ｘα＝ｄｘα／ｄｔ＝ｘ′α／ｘ′１ （２）

其中ｘα表示对ｔ的导数，ｘ′α表示对τ的导数．事件

空间中 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数 Λ（ｘα，ｘ′α）和非势广义力 Ｐα
可以用下面的方程定义

Λ（ｘα，ｘ′α）＝ｘ′１Ｌ（ｘα，ｘ′２／ｘ′１，…，ｘ′ｎ＋１／ｘ′１）

（３）

Ｐ１＝－Ｑｓｘ′ｓ＋１，

Ｐｓ＋１＝ｘ′１Ｑｓ（ｘα，ｘ′２／ｘ′１，…，ｘ′ｎ＋１／ｘ′１） （４）
系统的运动方程为

ｄ
ｄτ
Λ
ｘ′α

－Λ
ｘα
＝Ｐα　（α＝１，２，…，ｎ＋１） （５）

系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量可以表示为

Ｓ＝∫
τ２

τ１

Λ（ｘα，ｘ′α）ｄτ （６）

引入参数τ和变量ｘα的无限小变换

τ ＝τ＋δττ＝τ＋εξ０（τ，ｘβ，ｘ′β），

ｘα（τ
）＝ｘα（τ）＋δτｘα＝ｘα（τ）＋εξα（τ，ｘβ，ｘ′β）

（α，β＝１，２，…，ｎ＋１） （７）

其中ε为无限小参数，δτ表示全变分，ξ０，ξα是无限
小参数．

如果无限小变换方程（７）是系统（５）的广义准
对称变换，可有

δτＳ＝－∫
τ２

τ１

Ｐαδｘαｄτ （８）

在离散力学中，参数 τ被离散为间隔为（τ１，
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τ２）的点序列｛τｋ｝，ｋ＝０，１，…，Ｎ，离散的ｘα（τ），Ｐα
（ｘβ，ｘ′β）和Λ（ｘα，ｘ′α）分别变为 ｘ

ｋ
α＝ｘα（τｋ），Ｐ

ｋ
α＝

Ｐα（ｘ
ｋ
β，
ｘｋ＋１β －ｘｋβ
τｋ＋１－τｋ

）和ΛｋＤ＝ΛＤ（ｘ
ｋ
α，
ｘｋ＋１α －ｘｋα
τｋ＋１－τｋ

），另外有

定义Δｘｋα＝
ｘｋ＋１α －ｘｋα
τｋ＋１－τｋ

．

引入参数τｋ和变量ｘ
ｋ
α的无限小变换

τｋ ＝τｋ＋δττｋ＝τｋ＋εξ
ｋ
０（τｋ，ｘ

ｋ
β，Δｘ

ｋ
β）

ｘｋα ＝ｘ
ｋ
α＋δτｘ

ｋ
α＝ｘ

ｋ
α＋εξ

ｋ
α（τｋ，ｘ

ｋ
β，Δｘ

ｋ
β） （９）

其中ε为无限小参数，而ξｋ０，ξ
ｋ
α为离散无限小生成元．

在无限小变换（９）的作用下，方程（６）和（８）分
别变为

ＳＤ＝∑ｋ（τｋ＋１－τｋ）Λ
ｋ
Ｄ （１０）

δτＳＤ＝－∑ｋ（τｋ＋１－τｋ）（Ｐ
ｋ
αδｘ

ｋ
α） （１１）

其中δｘｋα满足下面的关系

δｘｋα＝δτｘ
ｋ
α－δττｋΔｘ

ｋ
α （１２）

由方程（１０）和（１１）可得
　δτ∑ｋ（τｋ＋１－τｋ）Λ

ｋ
Ｄ＋∑ｋ（τｋ＋１－τｋ）（Ｐ

ｋ
αδｘ

ｋ
α）＝

∑
ｋ
［ΛｋＤδτ（τｋ＋１－τｋ）＋（τｋ＋１－τｋ）δτΛ

ｋ
Ｄ＋

（τｋ＋１－τｋ）Ｐ
ｋ
α（δτｘ

ｋ
α－δττｋΔｘ

ｋ
α）］＝∑ｋ（τｋ＋１－

τｋ）［Λ
ｋ
ＤΔδττｋ＋

ΛｋＤ
ｘｋα
δτｘ

ｋ
α＋
ΛｋＤ
Δｘｋα

δτΔｘ
ｋ
α＋

Ｐｋα（δτｘ
ｋ
α－δττｋΔｘ

ｋ
α）］＝０ （１３）

运用Ｌｅｉｂｎｉｚ法则［１７］

Δ（ｆｋｇｋ）＝Δｆｋ·ｇｋ＋ｆｋ＋１·Δｇｋ （１４）
以及下面的关系

δτΔｘ
ｋ
α＝Δδτｘ

ｋ
α－Δｘ

ｋ
αΔδττｋ （１５）

方程（１３）可被写为
　∑

ｋ
（τｋ＋１－τｋ）［Δ（Λ

ｋ－１
Ｄ δττｋ）－ΔΛ

ｋ－１
Ｄ δττｋ＋

ΛｋＤ
ｘｋα
δτｘ

ｋ
α＋
ΛｋＤ
Δｘｋα

（Δδτｘ
ｋ
α－Δｘ

ｋ
αΔδττｋ）＋

Ｐｋα（δτｘ
ｋ
α－δττｋΔｘ

ｋ
α）］＝∑ｋ（τｋ＋１－τｋ）［Δ（Λ

ｋ－１
Ｄ δττｋ）－

ΔΛｋ－１Ｄ δττｋ＋
ΛｋＤ
ｘｋα
δτｘ

ｋ
α＋Δ（

Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

δτｘ
ｋ
α）－

Δ
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

δτｘ
ｋ
α－Δ（

Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

Δｘｋ－１α δττｋ）＋

Δ（
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

Δｘｋ－１α ）δττｋ＋Ｐ
ｋ
α（δτｘ

ｋ
α－δττｋΔｘ

ｋ
α）］＝

（τｋ＋１－τｋ）｛Δ（Λ
ｋ－１
Ｄ δττｋ＋

Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

δτｘ
ｋ
α－

Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

Δｘｋ－１α δττｋ）＋（
ΛｋＤ
ｘｋα
－Δ
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

＋Ｐｋα）δτｘ
ｋ
α＋

［Δ（
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

Δｘｋ－１α ）－ΔΛ
ｋ－１
Ｄ －Ｐ

ｋ
αΔｘ

ｋ
α］δττｋ｝＝０（１６）

考虑到固定边界条件 δττ０＝δττＮ ＝０和 δτｘ
０
α＝

δτｘ
Ｎ
α，再由方程（１６），可得到系统的离散运动方程

及能量方程为

Δ（
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

）－
ΛｋＤ
ｘｋα
＝Ｐｋα （１７）

ΔΛｋ－１－Δ（
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

Δｘｋ－１α ）＋Ｐ
ｋ
αΔｘ

ｋ
α＝０ （１８）

２　事件空间中离散完整系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ理论

为了得到离散 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量及其存在的条

件，首先给出Ｎｏｅｔｈｅｒ等式。
根据方程（１３）和（１５），可得

　ΛｋＤΔδττｋ＋
ΛｋＤ
ｘｋα
δτｘ

ｋ
α＋
ΛｋＤ
Δｘｋα
δτΔｘ

ｋ
α＋Ｐ

ｋ
α（δτｘ

ｋ
α－

δττｋΔｘ
ｋ
α）＝Λ

ｋ
ＤΔδττｋ＋

ΛｋＤ
ｘｋα
δτｘ

ｋ
α＋
ΛｋＤ
Δｘｋα
（Δδτｘ

ｋ
α－

ΔｘｋαΔδττｋ）＋Ｐ
ｋ
α（δτｘ

ｋ
α－δττｋΔｘ

ｋ
α）＝０ （１９）

考虑到

δττｋ＝εξ
ｋ
０，　δτｘ

ｋ
α＝εξ

ｋ
α （２０）

再由ε的任意性，可知

ΛｋＤΔξ
ｋ
０＋
ΛｋＤ
ｘｋα
ξｋα＋

ΛｋＤ
Δｘｋα

（Δξｋα－Δｘ
ｋ
αΔξ

ｋ
０）＋

　Ｐｋα（ξ
ｋ
α－ξ

ｋ
０Δｘ

ｋ
α）＝０ （２１）

命题　事件空间中对于满足方程（１７）和（１８）

的离散完整系统，如果存在离散规范函数 ＧｋＮ＝Ｇ
ｋ
Ｎ

（ｘｋα，Δｘ
ｋ
α）满足方程

ΛｋＤΔξ
ｋ
０＋
ΛｋＤ
ｘｋα
ξｋα＋

ΛｋＤ
Δｘｋα

（Δξｋα－Δｘ
ｋ
αΔξ

ｋ
０）＋

　Ｐｋα（ξ
ｋ
α－ξ

ｋ
０Δｘ

ｋ
α）＋ΔＧ

ｋ
Ｎ＝０ （２２）

那么系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性将导致离散 Ｎｏｅｔｈｅｒ守
恒量

ＩＤ＝Λ
ｋ－１
Ｄ ξ

ｋ
０＋
Λｋ－１Ｄ
ΔｘＫ－１α

（ξｋα－

　Δｘｋ－１α ξ
ｋ
０）＋Ｇ

ｋ
Ｎ＝ｃｏｎｓｔ （２３）

证明　运用Ｌｅｉｂｎｉｚ法则，方程（２２）变为

　ΛｋＤΔξ
ｋ
０＋
ΛｋＤ
ｘｋα
ξｋα＋
ΛｋＤ
ｘｋα
（Δξｋα－Δｘ

ｋ
αΔξ

ｋ
０）＋Ｐ

ｋ
α（ξ

ｋ
α－

８１１
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ξｋ０Δｘ
ｋ
α）＋ΔＧ

ｋ
Ｎ＝Δ（Λ

ｋ－１
Ｄ ξ

ｋ
０）－ΔΛ

ｋ－１
Ｄ ξ

ｋ
０＋
ΛｋＤ
ｘｋα
ξｋα＋

Δ（
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

ξｋα）－Δ（
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

）ξｋα－Δ（
Λｋ－１Ｄ
ΔｘＫ－１α

Δｘｋ－１α ξ
ｋ
０）＋

Δ（
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

Δｘｋ－１α ）ξ
ｋ
０＋Ｐ

ｋ
α（ξ

ｋ
α－ξ

ｋ
０Δｘ

ｋ
α）＋ΔＧ

ｋ
Ｎ＝

Δ（Λｋ－１Ｄ ξ
ｋ
０＋
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

ξｋα－
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

Δｘｋ－１α ξ
ｋ
０＋Ｇ

ｋ
Ｎ）－

［ΔΛｋ－１Ｄ －Δ（
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

Δｘｋ－１α ）＋Ｐ
ｋ
αΔｘ

ｋ
α］ξ

ｋ
０＋

［
ΛｋＤ
ｘｋα
Δｘｋ－１α －Δ（

Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

）＋Ｐｋα］ξ
ｋ
α （２４）

再将方程（１７）和（１８）代入方程（２４）中可得

Δ（Λｋ－１Ｄ ξ
ｋ
０＋
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

ξｋα－
Λｋ－１Ｄ
Δｘｋ－１α

Δｘｋ－１α ξ
ｋ
０＋Ｇ

ｋ
Ｎ）＝０

（２５）
命题得证．

３　算例

事件空间中系统的离散Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

ΛｋＤ＝Δｘ
ｋ
１｛
１
２［（
Δｘｋ２
Δｘｋ１
）２＋（

Δｘｋ３
Δｘｋ１
）２＋（

Δｘｋ４
Δｘｋ１
）２］－ｘｋ４｝（２６）

离散广义力为

Ｐｋ１＝（
Δｘｋ３
Δｘｋ１
）２Δｘｋ２－（

Δｘｋ２
Δｘｋ１
）２Δｘｋ３，

Ｐｋ２＝－（
Δｘｋ３
Δｘｋ１
）２Δｘｋ１，Ｐ

ｋ
３＝（

Δｘｋ２
Δｘｋ１
）２Δｘｋ１，Ｐ

ｋ
４＝０

（２７）
试讨论系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性．

由方程（１７）和（１８），我们可以得到系统的离
散运动方程

Δ｛－１２［（
Δｘｋ－１２
Δｘｋ－１１

）２＋（
Δｘｋ－１３
Δｘｋ－１１

）２＋（
Δｘｋ－１４
Δｘｋ－１１

）２］－

　　ｘｋ－１４ ｝＝（
Δｘｋ３
Δｘｋ１
）２Δｘｋ２－（

Δｘｋ２
Δｘｋ１
）２Δｘｋ３，

Δ（
Δｘｋ－１２
Δｘｋ－１１

）＝－（
Δｘｋ３
Δｘｋ１
）２Δｘｋ１，

Δ（
Δｘｋ－１３
Δｘｋ－１１

）＝－（
Δｘｋ２
Δｘｋ１
）２Δｘｋ１，Δ（

Δｘｋ－１４
Δｘｋ－１１

）＋Δｘｋ１＝０，

ΔΛｋ－１Ｄ ＋Δ｛－１２［
（Δｘｋ－１２ ）

２

Δｘｋ－１１
＋
（Δｘｋ－１３ ）

２

Δｘｋ－１１
＋

　　
（Δｘｋ－１４ ）

２

Δｘｋ－１１
］＋Δｘｋ－１１ ｘ

ｋ－１
４ ｝＝０ （２８）

取无限小生成元为

ξｋ０＝ξ
ｋ
４＝１，ξ

ｋ
１＝ξ

ｋ
２＝ξ

ｋ
３＝０ （２９）

用式（２９）和离散Ｎｏｅｔｈｅｒ等式（２２），可得规范函数
ＧｋＮ＝ｘ

ｋ
１ （３０）

则可得事件空间中离散Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量为

ＩＤ＝
Δｘｋ－１４
Δｘｋ－１１

＋ｘｋ１＝ｃｏｎｓｔ （３１）

４　结论

运用差分离散变分方法，研究了事件空间中离

散完整系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性及其守恒量．用上述
方法，将原来的连续系统离散化并尽可能保留原来

系统的结构和性质．连续力学系统的许多几何性质
也同样存在于离散的系统中．当τｋ＋１－τｋ→０时，文
中的结论可以自然回到连续情形下相应的结果．
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