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摘要　基于分析结构力学提出的界带分析方法，将子结构间的分界面延拓为有一定宽度的分界带／分界域，

从而可以用于分析计算结构的非局部效应．分析动力学中存在弹性时滞积分问题，在理论方面仍存在许多

有待明确的问题．通过分析结构力学与分析动力学间的模拟关系，可将界带分析方法用到弹性时滞积分问

题中去，基于辛体系建立相应的分析计算方法．数值算例验证该套理论算法的可行性，也为进一步开展深入

研究打下了理论基础．
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引 言

分析结构力学与分析动力学是互相模拟的［１］，

所以“有限元自动保辛”．随着需求不断提升，应用
力学结合了实际需求后，暴露了传统经典分析力学

的局限性：

·它奠基于连续时间的系统，但应用力学有限元、

控制与信号处理等需要离散系统；

·分析动力学总是考虑同时间的位移向量，但应用

力学有限元要考虑不同时间的位移向量；

·动力学要求体系的维数自始至终不变，但应用力

学有限元需要变动的维数．
·它认为物性是即时响应的，但时间滞后是常见的

物性，例如粘弹性、控制理论等．
这些局限性表明传统分析动力学还需要大力

发展．Ｈｉｌｂｅｒｔ在１９００年巴黎世界数学大会上的大
会报告《数学问题》提出了２３个数学问题．其中第
２３号数学问题是：变分法的进一步发展，指出了一
个需要不断地深入发展的方向．现在广泛应用的应
用力学有限元法的数学基础就是变分法，依然需要

深入发展．辛数学的出现也是变分法的发展，不过
辛是Ｈ．Ｗｅｙｌ根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的对称性而
提出的，蕴涵着只能适用于恒定维数体系的局限．
然而分析结构力学与有限元分析是非常灵活的，没

有这样的维数限制．
针对辛数学的局限性，当然要予以解决．已经

有了某些进展，介绍如下：

（１）　离散，是数值求解的需要．应予以强调
指出的是，李群理论是针对连续系统的，离散后就

不能用李群了．冯 康指出离散差分格式应要求近
似解保辛［２］，但保辛并不能自动保证能量守恒，有

论文甚至证明了命题“保辛则能量不能守恒”［３］，

书［２］也接受了该结论．保辛所期望的是使能量保
守，例如著作［４］的大量例题，就用能量对于守恒
性质的偏离来检验保辛差分格式的优良性质，但仍

然不保证能量守恒！前文［５］指出［３］的命题不成
立，运用参变量方法，保辛积分也可保证能量守恒

的．以后讲保辛，就是指保辛－守恒的算法的．
（２）　对于不同时间离散的时 －空混和元网

格［６］，则应指出，波动方程恰当的时间－空间变换是
Ｌｏｒｅｎｔｚ变换［７，８］．而在Ｌｏｒｅｎｔｚ变换下，时间－空间的
变换是线性的．在原坐标下的同时，在Ｌｏｒｅｎｔｚ变换后，
就不再同时了；而只要是在特征线下的两点，则通过

Ｌｏｒｅｎｔｚ变换就可以成为同时．Ｅｉｎｓｔｅｉｎ相对论早就讲
清楚时间－空间问题，同时的概念是与坐标选择相关
的．［６］已经给出了不同时的网格的数值例题．

（３）　不同维数离散的时间 －空间混和有限
元积分方案，也已经在［９］中提出．

（４）　是本文关注的问题．
本文要探讨弹性时滞问题的积分．弹性时滞课

题的积分，在理论方面仍存在许多有待明确的问

题．［１］提出了分析力学由分析动力学与分析结构
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力学组成，而二者在理论方面是相通的，有某种模

拟关系．而分析结构力学则又有界带分析理论［１０］．
所以，可先将结构力学的界带分析理论讲清楚，然

后根据模拟关系，用到弹性时滞积分问题中去．既
然说弹性，当然应当是保守的．这里要明确，粘弹性
的本构关系常常是阻尼的，不包含在本文范围内．

界带分析—分析结构力学；弹性时滞积分—分

析动力学．

１　结构力学界带的积分—以及转化到弹性
时滞系统积分的考虑

［１０］引入了“界带”的概念，又应用于碳纳米管的
声子能带分析［１１］，表明“界带”是有效的手段，它归属

于分析结构力学的范畴．根据分析结构力学与分析动
力学的模拟，可考虑将“界带”方法移植到分析动力

学，因为“界带”具有一定的宽度，故相当于弹性时滞

系统．弹性时滞系统要建立其相应的分析动力学理
论，使其仍归入Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系，保辛等内容．

Ｈｉｌｂｅｒｔ在《数学问题》中又指出：“在讨论数学
问题时，我们相信特殊化比一般化起着更为重要的

作用．可能在大多数场合，我们寻找一个问题的答
案而未能成功的原因，是在于这样的事实，即有一

些比手头的问题更简单、更容易的问题没有完全解

决或是完全没有解决．这时，一切都有赖于找出这
些比较容易的问题并使用尽可能完善的方法和能

够推广的概念来解决它们”．虽然希望建立时滞系
统的分析动力学的理论体系，但基于分析动力学与

分析结构力学的模拟理论，可仍从结构力学“界

带”分析开始．从有限长度的一维链开始，完全讲清
楚，再转移到分析动力学的时滞系统．虽然是一维
链，但这是能够推广的，而又是最简单的问题．

分析理论当然希望建立在一般的基础上．然而
仍可从最简单的情况开始，掌握其要点，考虑“更简

单、更容易的问题”，要完全解决．然后再放松条件，
考虑比较一般的情况．既然要运用分析动力学与分
析结构力学的模拟关系，则在考虑结构力学问题的

同时，就要想象分析动力学对应问题．
最简单情况是沿长度不变的一维链系统，在动

力学中对应着时不变系统．设长度方向有很长的等
间距ｄｄ（动力学的η）质点链，每个质点与地面有弹
簧ｋｃ连接而刚度不变．相近质点相互间也有弹簧
联系：其中紧相邻的质点间有刚度 ｋ１的弹簧相连，

２次相邻的质点间有刚度ｋ２的弹簧相连，ｎｌ次相邻
的质点间有刚度 ｋｎｌ的弹簧相连，而大于 ｎｌ次相邻
的质点间没有弹簧了．也就是说，界带的宽度是 ｄｄ
×ｎｌ．当ｎｌ＝０时就没有宽度，成为界面了．
结构力学适用两端边界条件．因为是界带，所

以边界条件不单纯是给出一个点的位移值，而要求

给出两端界带的全部位移值．如果最简单ｎｌ＝１，则
每端要给出２个质点的位移．又如链段只有４个质
点则两端全部是给定位移的边界条件，没有内部点

了．ｎ＋４个质点的链段，其两端共４点是界带的，
而内部有ｎ个点可以消元，是界带理论的子结构．
界带理论时两端位移分别表达为ｑａ，ｑｂ，各为ｎｌ＋１
维的向量．子结构当然有其变形能 Ｕ（ｑａ，ｑｂ）以及
出口刚度阵．其形式与通常一样为：
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子结构与外部的联系应还有对偶的力向量：

ｐａ＝－Ｕ／ｑａ，　ｐｂ＝Ｕ／ｑｂ （２）

这些与通常的一样［１］．以上是结构力学势能表达的
形式，还有传递辛矩阵的表达，特别适用于离散分

析动力学体系．引入两端的界带状态向量
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读者可验证ＳＴＪＳ＝Ｊ成立．
传递形式方才可与分析动力学的初值问题相

衔接，也表明了分析结构力学的界带理论可以与分

析动力学的时滞理论相衔接．传递方程（４）表明，
每一次传递一定是一个界带到下一个界带．它们相
互间没有共同点，但可以有若干中间点，如同子结

构的内部点被消元了．因此传递是跳跃式地前进
的，至少跳跃一个界带宽度．对于无穷长的链条寻
求能带本征值，这一点限制是没有问题的．

但对于转换到时间积分，该限制是不能满意

的．因为设一个时滞（界带）的宽度是 η×ｎｌ，则时
间积分希望能每次积分一个η步长，而不是跳跃前

８９



第２期 姚征等：时滞与界带

进一个时滞宽度η×ｎｌ．
期望解决每次前进一步η，依然要先考察结构

力学的子结构分析．以前不是界带，而是界面．两端
界面的里面全部是内部点．只有界面是与外部联系
的．因此将界面处的节点位移及节点力共同组成状
态向量．子结构是有变形能的，变形能本来是所有
节点位移的函数．但内部节点的位移已经用最小势
能原理消元了．消元用的是平衡方程，从子结构来
看，已经没有节点力了．只有界面的节点或者用刚
度阵，或者用状态向量的传递．

界带理论已经不是界面了，界面是没有厚度的，

而界带是有一定厚度的ｄｄ×ｎｌ．转化到时滞的情况就
是η×ｎｌ．因此界带的传递的状态是（３），从ｖａ→ｖｂ．此
概念要转移到时滞问题．现在希望每次积分一个η步
长，就不能直接运用（３）的跳跃前进形式了．设初始时
的时间界带（时滞）是时间点０，η，…，η×ｎｌ．

基本概念一定要清楚．位移是确定性的，不会
随着分析时采取例如将结构切开而变动；但对偶力

则必然是在切开结构时才会呈现出来．不切开时，
本来就处于平衡状态，没有外力．传统理论考虑切
开的是界面．而在界带理论时，切开已经不是一个
面了，而将是一个界带，有厚度的．对偶力也不再是
一个力了，而是界带内全部节点皆有对偶力．即使
是同一个点，在不同界带内，其对偶力也是不同的．
例如即使同一个节点２，既可以看成处于界带１，２
内，也可以看成处于在界带２，３内，其对偶力在不
同界带内也是不同的．

图１　一维链状界带结构

Ｆｉｇ．１　Ｏｎｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＩｎｔｅｒ－ｂｅｌｔｓｔｒｉｎｇ－ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

下一步要积分到界带ｉ＝１，…，ｎｌ，ｎｎ＋１，要求解
ｑｊ，ｐｊ，ｊ＝１，…，ｎｌ，ｎｌ＋１．按基本概念，其中 ｑｊ，ｊ＝１，
…，ｎｌ无非是继承了前面ｑ０的部分，而要求解的是
ｐｊ，ｊ＝１，…，ｎｌ，ｎｌ＋１以及 ｑｎｌ＋１．以前界带 ｉ＝０，…，ｎｌ

的对偶力ｐ０已经不再出现，它不在当前的界带ｉ＝
１，…，ｎｌ，ｎｌ＋１内．处于平衡状态了．这提供了一个方
程，可用于求解新加入的位移ｑｎｌ＋１．

简单些，不妨认为 ｎｌ＝１．知道了 ｑ０，ｐ０；ｑ１，ｐ１
要寻求ｑ２，ｐ２．这就有 ｉ＝０，１，２，共３个节点了，以
后还要继续逐个传递．要将下一步的初始状态计算
出来．虽然说是时滞积分，却也不妨看成结构力学
的状态传递问题．结构静力学容易理解些．

回看分析动力学的区段作用量 Ｓ（ｑａ，ｑｂ），就
是以两端位移为自变量的．然后转换到传递辛矩阵
的形式，这与结构力学传递辛矩阵相似［１２］．

先从结构力学开始．ｎｌ＝１时的结构力学界带
问题，左界带位移是 ｑａ：ｑ０，ｑ１而右界带位移是 ｑｂ：
ｑ０，ｑ１具体说界带有 ｎｌ＋１个节点．变形能可以用
对称矩阵［按图１ｂ的结构］：
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其中下标０代表界带内部有０个节点位移．变换到
传递辛矩阵，成为从ｑａ，ｐａ传递到ｑｂ，ｐｂ

［１２］．动力学
也可用相同的形式表述．

此类形式的辛矩阵传递是跳跃式前进的，每次

前进一个界带．两端位移ｑａ，ｑｂ的对偶向量是
ｐａ＝－Ｕ０／ｑａ，　ｐｂ＝Ｕ０／ｑｂ （７）

从结构力学看，原来左界带位移是ｑａ：ｑ０，ｑ１而右界带
位移是 ｑｂ：ｑ２，ｑ３．根据 ｑａ，ｐａ计算 ｑｂ，ｐｂ．用到方程
（８）．跳跃式前进是辛矩阵乘法，已经讲得很多了．虽
然是一维链简单问题，但其它问题的处理雷同．

选择什么方法求解，也有是否恰当的问题．结构
力学问题本来应当按两端边界条件，组装总刚度阵，

再ＬＤＬＴ分解、求解．这已经是结构分析的常规，被
广泛接受．传递求解，在分析方面是好看的，在数值
病态方面不一定好，所以不被接受，“逆天行事”．不
过，现在讲的是结构力学的分析理论与方法，而意图

９９
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是通过结构力学与动力学的模拟，转移到动力学去．
“醉翁之意不在酒”，病态就病态，无非是要转移到动

力学去，这才是目标．只要动力学积分不出现病态，
就可接受了．动力学积分是初值问题，本来就需要传
递求解．但不可单纯地跳跃式前进，而需要逐步积
分．所以结构力学还要进一步逐步积分．

以上是按界带跳跃式前进积分的．向动力学时
滞问题过度，要求只积分一个 η．下一次的界带就
成为 ｑ′ａ＝｛ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ｝

Ｔ，而 ｑ′ｂ＝｛ｑｎｌ＋１，ｑｎｌ＋２，

…，ｑ２ｎｌ｝
Ｔ，而 ｑ０成为应当出局的节点，即消去．问

题成为：根据ｑａ＝｛ｑ０，ｑ１，…，ｑｎｌ－１｝
Ｔ，ｐａ＝｛ｐ０，ｐ１，

…，ｐｎｌ－１｝
Ｔ，计算 ｑ′ａ＝｛ｑ１，ｑ２，…，ｑｎｌ｝

Ｔ与 ｐ′ａ＝

｛ｐ′１，ｐ′２，…，ｐ′ｎｌ｝
Ｔ．注意ｐ′ｉ与ｐｉ是不同的．但现在

要传递逐步消元，只用前面的 Ｒ：（２ｎｌ＋１）×（２ｎｌ
＋１）进行计算．将矩阵Ｒ分解为

Ｒ＝

ｄ０ ｒａ０ ０

ｒＴａ０ Ｒａａ Ｒａｂ
０ Ｒｂａ Ｒ









ｂｂ

ｐ０ １

ｐ′ａ０ ｎｌ
０ ｎｌ

，

Ｕ１＝
１
２

ｑ０
ｑ′ａ
ｑ′

{ }
ｂ

Ｔ

Ｒ

ｑ０
ｑ′ａ
ｑ′

{ }
ｂ

１
ｎｌ
ｎｌ

，Ｒａｂ：
　０　０

　　０

　　











Π＋＝（ｐ０ｑ０＋ｐ′
Ｔ
ａ０ｑ′ａ＋Ｕ１），

ｒａ０：１×ｎｌ，Ｒａａ：ｎｌ×ｎｌ，Ｒｂｂ：ｎｌ×ｎｌ （８）
后面的无关．将Π＋乘出来．对于ｑ０取最小得到

ｑ０＝－（ｒ０ａ／ｄ０）ｑ′ａ－ｐ０／ｄ０ （９）
代入Π＋得到：

Π′＝［ｐ′Ｔａｑ′ａ＋Ｕ′１（ｑ′ａ，ｑ′ｂ）］

Ｕ′１＝
１
２
ｑ′ａ
ｑ′{ }
ｂ

Ｔ

Ｒ′
ｑ′ａ
ｑ′{ }
ｂ

，Ｒ′＝
Ｒ′ａａ　Ｒａｂ
Ｒｂａ　Ｒ{ }

ｂｂ

（１０）

其中：

Ｒ′ａａ＝［Ｒａａ－ｒ
Ｔ
０ａｄ

－１
０ ｒ０ａ］＝

　
－ｒ０ａ／ｄ０
　　[ ]Ｉ

ｄ０ ｒａ０
ｒＴａ０ Ｒ[ ]

ａａ

－ｒ０ａ／ｄ０
　　[ ]Ｉ

Ｒ′ａｂ＝Ｒａｂ，　Ｒ′ｂｂ＝Ｒｂｂ （１１）

ｐ′ａ＝ｐ′ａ０－ｒ
Ｔ
０ａ·ｐ０／ｄ０ （１２）

其中，重要的是子矩阵Ｒ′ａｂ依然具有同样形式，因此
消元可递归进行．通过以上计算，结构力学的界带就
前进了一步，所谓步进，得到了 Ｕ′（ｑ′ａ，ｑ′ｂ）．从 Ｕ′
（ｑ′ａ，ｑ′ｂ）再表达为传递辛矩阵的形式，就是常规了．

因此，步进计算是按下面步骤进行的

１　组成 Ｒ：（２ｎｌ＋１）×（２ｎｌ＋１），并按（８）分
解成Ｒａａ，Ｒａｂ，Ｒｂｂ；ｒａ０，ｄ０；ｐ０，ｐ′ａ０．其中向量 ｐ′ａ０最
后的元素是０
２　按（１１）计算新的 Ｒ′ａａ，而 Ｒａｂ，Ｒｂｂ不变，组

成２ｎｌ×２ｎｌ矩阵Ｒ′．
３　按（１２）计算新的对偶力ｐ′ａ
这样就完成了一次递归步进的计算，可继续进

行下面的步进计算了．
算例１　由于 ｎ可以有很多，以下简单些设 ｎ

＝１０，即ｉ＝０，１，…，９．ｎｌ＝３，而ｋ１＝２，ｋ２＝１，ｋ３＝０．
５．可以发现由于此时 ｎ／ｎｌ不再是整数，由于无法
完整分割基本界带子结构，直接采用跳跃式传递矩

阵计算出现困难．但这对步进式计算模式则毫无影
响．左端为给定力的边界条件，设 ｐ０＝２，ｐ１＝１，ｐ２
＝１．注意ｐ０＋ｐ１＋ｐ２＝４，可用于检验平衡条件．而
右端则固定，ｑ７＝ｑ８＝ｑ９＝０．要求解各点的位移ｑ０，
…，ｑ７，以及各界带左端的力ｐ＃ｊ．利用步进式计算得
出的结果如表１所示．

表１　步进式界带结构传递辛矩阵计算结果（ｎｌ＝３）

Ｔａｂｌｅ１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｕｓｉｎｇｓｔｅｐ－ｉｎｃｒｅａｓｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｔｒａｎｓｆｅｒｍａｔｒｉｘ（ｎｌ＝３）

ｌｅｆｔｂｏｒｄｅｒ
（ｊ＝２）

ｓｔｅｐ－ｉｎｃｒｅａｓｅ１
ｌｅｆｔｉｎｔｅｒ－ｂｅｌｔ
（ｊ＝３）

ｓｔｅｐ－ｉｎｃｒｅａｓｅ２
ｌｅｆｔｉｎｔｅｒ－ｂｅｌｔ
（ｊ＝４）

ｓｔｅｐ－ｉｎｃｒｅａｓｅ３
ｌｅｆｔｉｎｔｅｒ－ｂｅｌｔ
（ｊ＝５）

ｓｔｅｐ－ｉｎｃｒｅａｓｅ４
ｌｅｆｔｉｎｔｅｒ－ｂｅｌｔ
（ｊ＝６）

ｓｔｅｐ－ｉｎｃｒｅａｓｅ３
ｒｉｇｈｔｉｎｔｅｒ－ｂｅｌｔ
（ｊ＝８）

ｓｔｅｐ－ｉｎｃｒｅａｓｅ４
ｒｉｇｈｔｉｎｔｅｒ－ｂｅｌｔ
（ｊ＝９）

ｑｊ－２ ２．７５９１３１８１ ２．３６５９１６０７ ２．０８９３６４８１ １．６７１５２８７８ １．２８８０３２７４ ０．５６５５８０７４ ０
ｑｊ－１ ２．３６５９１６０７ ２．０８９３６４８１ １．６７１５２８７８ １．２８８０３２７４ ０．９１７６３４０２ ０ ０
ｑｊ ２．０８９３６４８１ １．６７１５２８７８ １．２８８０３２７４ ０．９１７６３４０２ ０．５６５５８０７４ ０ ０
ｐｊ－２ －２ — — －２．０７３８６０８６ －２．１０７２６５８１ －１．９７９５３２５９ －２．６９２８１１８７
ｐｊ－１ －１ — — －１．３４０２７３７３ －１．３３９７６０１５ －１．５６１６５０３９ －１．０２４３９７７５
ｐｊ －１ — — －０．５８５８６５３９ －０．５５２９７４０２ －０．４５８８１７０１ －０．２８２７９０３７
ｐ′ｊ－２ — －２．１４２８５７１４ －２．８３６０６５５７ －２．６７０１５７０６ －２．６８２６２７０４ — —

ｐ′ｊ－１ — －１．５７１４２８５７ －０．９１８０３２７８ －１．０２７９２３２１ －１．０３６６９０５１ — —

ｐ′ｊ — －０．２８５７１４２８ －０．２４５９０１６３ －０．３０１９１９７２ －０．２８０６８２４４ — —
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　　可以看到，采用步进方法计算得出的位移与采
用界带传递矩阵跳跃式计算得出的结果相一致，虽

然存在部分差异，但相对误差已经控制在１０－８量
级以内，这主要是由于步进计算的传递矩阵计算次

数比跳跃式计算要多出大约一倍，舍入误差已经在

所难免．
分析计算结果可以发现平衡条件和弹性本构

关系满足的很好，读者可以行验证．
还可以利用跳跃式的传递矩阵进行验算，计算

出跳跃式传递矩阵，可以通过计算得出的ｑ０＝［ｑ０，

ｑ１，ｑ２］
Ｔ连同边界条件 ｐ０＝［ｐ０，ｐ１，ｐ２］

Ｔ组成初始

变量ｖ０＝
ｑ０
ｐ{ }
０

，利用ｖ０左乘跳跃式传递矩阵可得：

Ｓ１ｖ０＝
ｑ３
ｐ{ }
３

＝

ｑ３
ｑ４
ｑ５
ｐ３
ｐ４
ｐ




























５

＝

１．６７１５２８７８
１．２８８０３２７４
０．９１７６３４０２
２．０７３８６０８６
１．３４０２７３７３
０．





























５８５８６５３９

；

Ｓ２Ｓ１ｖ０＝
ｑ５
ｐ{ }
５

＝

ｑ５
ｑ６
ｑ７
ｐ５
ｐ６
ｐ




























７

＝

０．５６５５８０７４
０
０
１．９７９５３２５９
１．５６１６５０３９
０．





























４５８８１７０１

；

可以看到当ｎｌ＝３时，步进三次与一次跳跃式传递
矩阵计算的结果相一致，正好验证了前文所提出

的：ｎｌ次步进的积分结果与一次跳跃式积分结果相
同．

２　连续系统的能量形式及其界带分析方法

以上只是离散系统，毕竟离散系统是连续系统

的近似．于是要问，在连续系统的情况下变形能究
竟怎样表达．按《力、功、能量与辛数学》分析结构
力学的例题，有一次微商的能量，其实就是向量节

点间的弹簧．化到连续系统，有能量

Ｕ１（ｑ）＝∫
Ｌ

０
Ｍｑ２（ｘ）／２·ｄｘ （１３）

可将它离散组成的刚度阵的形式．时滞弹簧则组成
界带宽度的对称阵Ｋ，变形能 ｑＴＫｑ／２．当转换到连
续坐标时，成为泛函

Ｕ２（ｑ）＝∫
Ｌ

０∫
Ｌ

０
［ｑ（ｓ）Ｋ（ｓ，ｘ）ｑ（ｘ）／２］·ｄｓｄｘ

（１４）
核函数Ｋ（ｓ，ｘ）＝Ｋ（ｘ，ｓ）．应明确

Ｋ（ｓ，ｘ）＝０，　ｗｈｅｎ　ｘ＞ｓ＋ｔｄ （１５）
其中ｌｄ就是界带宽度．然后就是：

ｍｉｎ
ｑ（ｘ）
［Ｕ１（ｑ）＋Ｕ２（ｑ）］ （１６）

完成（１６）式的变分可得出微分－积分方程：

Ｍｑ̈（ｘ）－∫
Ｌ

０
［Ｋ（ｓ，ｘ）ｑ（ｓ）］·ｄｓ＝０ （１７）

对于 Ｕ１，如果是在频域求解，则 Ｕ１＝∫
Ｌ
０（－

Ｍω２ｑ２／２）ｄｔ，成为能带分析了．
求解时滞系统只能离散成 ｔ＝０，η，…，ｊη，…，

（ｎｆη＝Ｌ）．时滞的动能Ｕ１（ｑ）在时间离散后成为

Ｔ＝ｑＴＭｑ／２，Ｍ＝

１ １ ０
１ ２ １ 
０ １   ０

  ２ １
０ 















１ １

Ｍ
η
，ｑ＝

ｑ０
ｑ１




ｑｎ
























ｆ

（１８）
先考虑定常系统，此时 Ｋ（ｓ，ｘ）＝Ｋ（｜ｓ－ｘ｜），

就是说只依赖一个变量｜ｓ－ｘ｜．于是变形能 Ｕ２（ｑ）
的积分成为

　Ｕ２（ｑ）＝∫
Ｌ

０
ｑ（ｔ）∫

ｔ＋ｔｄ

ｔ－ｔｄ
［ｑ（ｓ－ｔ）Ｋ（τ）／２］·ｄ[ ]ｓｄｔ，

　　　　τ＝ｓ－ｔ （１９）
微分－积分方程的分析求解，还没有充分的研

究．寻求离散求解是必然的途径．应考虑０～ｔｄ应
划分多少区段的问题，最简单是取一个区段．设 Ｌ
划分为ｍｅ个区段Ｌ＝ｔｄ×ｍｅ，每个区段再划分为ｎｌ
个子区段ｔｄ＝ｎｌη；其中两端［０，ｔｄ］处的ｐ０，以及［Ｌ
－ｔｄ，Ｌ］处的ｑｍｅ－１为给定两端边界条件（考虑到过
渡到动力学，如果是初值条件则应给定［０，ｔｄ］处的
ｑ０，ｐ０），ｑ０，ｑ１，…，ｑｍｅ－２为未知数．于是区域 －ｔｄ≤ｓ
－ｔ≤ｔｄ离散得到２ｎｌ＋１个点，包括点 ｓ＝ｔ，时滞离
散的段数是ｎｌ个，有 ｎｌ＋１点．离散后得到的代数
矩阵本征值方程为（２ｎｌ＋１）×（２ｎｌ＋１）矩阵的本
征值方程．

现在要计算ｘ＝ｋη附近的变形能Ｕ２（ｑ）积分，
（１８）的积分区间是－ｔｄ≤τ≤ｔｄ，ｘ＝ｋη有关的位移
是ｑｋ－１，ｑｋ，ｑｋ＋１．积分时采用线性插值，于是：

ｑ（ｓ－ｔ）＝ｑ（τ）＝

１０１
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ｑｋ＋（ｑｋ＋１－ｑｋ）·τ／ｔｄ，　ｗｈｅｎτ＞０

ｑｋ＋（ｑｋ－ｑｋ－１）·τ／ｔｄ，　ｗｈｅｎτ＜{ ０
－ｔｄ＜τ＜ｔｄ

（２０）
＃Ｉ号（ｉ－１）～ｉ子区段中间两端节点位移是 ｑｉ－１，
ｑｉ，而分布则是

ｑ（ｉη－η＋τ）＝ｑｉ－１＋（ｑｉ－ｑｉ－１）·τ／η （２１）
首先观察ｘ的一个步长 ｘｋ－１～ｘｋ，ｘｋ～ｋｋ－１＝η

区段的积分，运用梯形近似积分公式有

Ｕ２（ｑｋ－１，ｑｋ）＝∫
ｋη

ｋη－η
ｑ（ｘ）［∫

ｔｄ

ｔｄ
［ｑ（ｘ－

　τ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ］ｄｘ≈ η２［ｑｋ－１∫
ｔｄ

ｔｄ
［ｑ（ｋη－

　η－τ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ＋ｑｋ∫
ｔｄ

ｔｄ
［ｑ（ｋη－

　τ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ］ （２２）

其中，积分∫
ｔｄ

ｔｄ
［ｑ（ｋη－η－τ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ中的函

数ｑ（ｋη－η－τ），就是 ｘｋ－１附近的；而∫
ｔｄ

ｔｄ
［ｑ（ｋη－

τ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ中的函数ｑ（ｋη－τ），就是ｘｋ附近的．
（２２）已经将作用量的两重积分化成为其两端

的积分：

∫
ｔｄ

ｔｄ
［ｑ（ｋητ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ，与∫

ｔｄ

ｔｄ
［ｑ（ｋηητ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ

之和．可以看到ｑ（ｋητ）在 －ｔｄ≤τ≤ｔｄ范围内，在
离散后有以ｑｋ为中心的 ｎｌ＋１个节点对积分有贡
献．同样ｑ（ｋη－η－τ）在离散后也有以ｑｋ－１为中心
的ｎｌ＋１个节点对积分有贡献．表明，区段ｘｋ－１～ｘｋ

＝ｋη的作用量就是等带宽的矩阵．与前面的离散
系统比较，可发现其矩阵的结构是一致的．这样，前
文的计算方法，对于连续系统离散后的计算，是可

用的．由于ｔｄ＝ｎη，则：

∫
ｔｄ

ｔｄ
［ｑ（ｋητ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ＝

　∫
ｎη

－ｎη
［ｑ（ｋητ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ＝

　 η２［ｑｋ－１ｋｎ＋２ｑｋ－ｎ＋１ｋｎ－１＋２ｑｋ－ｎ＋２ｋｎ－２＋… ＋

　２ｑｋ＋ｎ－１ｋｎ－１＋ｑｋ＋ｎｋｎ］
故可得：

Ｕ２（ｑｋ－１，ｑｋ）＝
η
２［ｑｋ－１∫

ｎη

－ｎη
［ｑ（ｋητ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ＋

　ｑｋ∫
ｔｄ

ｔｄ
［ｑ（ｋητ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ］＝

　η
２

８［ｑｋ－１（ｑｋ－１－ｎｋｎ＋２ｑｋ－ｎｋｎ－１＋２ｑｋ－ｎｋｎ－１＋… ＋

　ｑｋ－１＋ｎｋｎ）＋ｑｋ（ｑｋ－ｎｋｎ＋２ｑｋ－ｎ＋１ｋｎ－１＋…＋ｑｋ＋ｎｋｎ）］
对于区段０～２ｔｄ，将该区段划分为２ｎ份，已知区段为
［０，ｔｄ］，待求区段为（ｔｄ，２ｔｄ］，则离散后，已知区段内共有
ｎ＋１个已知点，下一个界带宽度内有ｎ个未知节点．近
而得到区段变形能公式为：

Ｕ２（ｑ０，ｑ２ｎ）＝∫
２ｔｄ

０
ｑ（ｘ）［∫

ｔｄ

ｔｄ
［ｑ（ｘ－｜τ｜）Ｋ（τ）／２］·

　ｄτ］ｄｘ＝１２

ｑ０
ｑａ
ｑ

{ }
ｂ

Ｔ

Ｋ

ｑ０
ｑａ
ｑ

{ }
ｂ

（２３）

ｑａ
ｑ{ }
ｂ

ｎ
ｎ
＝

ｑ１
ｑ２


ｑ２




















ｎ

，Ｋ＝η
２

４

ｋ０ ２ｋ１ ２ｋ２ … … １．５ｋｎ ０ … … ０

ｋ１ ２ｋ０ ２ｋ１ ２ｋ２ … … ｋｎ ０  

２ｋ２ ４ｋ１ ４ｋ０ ４ｋ１ ４ｋ２ … … ２ｋｎ ０ 

       ０
      １．５ｋｎ
１．５ｋｎ      

０       

 ０ ２ｋｎ … … ４ｋ２ ４ｋ１ ４ｋ０ ４ｋ１ ２ｋ２
  ０ ２ｋｎ … … ４ｋ２ ４ｋ１ ４ｋ０ ２ｋ１
０ … … ０ １．５ｋｎ … … ２ｋ２ ２ｋ１ ｋ



































０

这是连续结构的变形能公式，如果考虑的是时滞问题，

每次影响的范围微积分变为：

　Ｕ２（ｑｋ－１，ｑｋ）＝∫
ｋη

ｋη－η
ｑ（ｘ）［∫

０

ｔｄ
［ｑ（ｘτ）Ｋ（τ）／２］·ｄτ］ｄｘ

（２４）

此时对应的刚度矩阵为：

Ｕ２ｔ（ｑ０，ｑ２ｎ）＝∫
２ｔｄ

０
ｑ（ｘ）［∫

０

ｔｄ
［ｑ（ｘ

　｜τ｜）Ｋ（τ）／２］·ｄτ］ｄｘ＝
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　 １２

ｑ０
ｑａ
ｑ

{ }
ｂ

Ｔ

Ｋｔ

ｑ０
ｑａ
ｑ

{ }
ｂ

（２５）

Ｋｔ＝
η２
４×

０ ｋ１ ｋ２ … … ｋｎ ０ … … ０

ｋ１ ２ｋ０ ２ｋ１ ２ｋ２ … … ｋｎ ０  

ｋ２ ２ｋ１ ２ｋ０ ２ｋ１ ２ｋ２ … … ｋｎ ０ 

       ０
      ｋｎ
ｋｎ      

０       

 ０ ｋｎ … … ２ｋ２ ２ｋ１ ２ｋ０ ２ｋ１ ｋ２
  ０ ｋｎ … … ２ｋ２ ２ｋ１ ２ｋ０ ｋ１
０ … … ０ ｋｎ … … ｋ２ ｋ１ ｋ



































０

从而连续结构变形能为：

Ｓ＝Ｕ１＋Ｕ２＝ｑ
ＴＲｑ／２，　Ｒ＝（Ｍ＋Ｋ） （２６）

微分积分方程为：

Ｍｑ̈（ｘ）－∫
Ｌ

０
［Ｋ（ｓ，ｘ）ｑ（ｓ）］·ｄｓ＝０ （２７）

时间滞后问题的拉格朗日函数为：

Ｓ＝Ｔ－Ｕ２＝ｑ
ＴＲｑ／２，　Ｒ＝（Ｍ＋Ｋ） （２８）

微分积分方程为：

Ｍｑ̈（ｔ）＋∫
ｔ

ｔ－ｔｄ
［Ｋ（ｓ，ｘ）ｑ（ｓ）］·ｄｓ＝０ （２９）

可以看到连续结构的界带问题与时间滞后问题在

数学关系上并没有本质的区别，而两者的刚度矩阵

还具有近乎相同的结构形式，因而都可利用界带分

析通过步进完成计算．下面给出算例与验证：
算例２：　考虑时滞问题（２９）的计算，由于难

以构建在界带区段内满足（２９）式的连续函数，这
里先按两端边值问题给出两端的边界条件，然后利

用步进算法，逐步计算完成各时间点的积分计算．
通过采用不同的时间步长来验证以上算法．最后再
计算用得出的左端边界条件利用迁移矩阵的方法

计算各时间点的位移，并完成结果的对比分析．
令Ｍ＝１，采用式（２５）的刚度矩阵．Ｋ（τ）取下

式的函数形式：

Ｋ（τ）＝ｋｃ＋ｋｄ（ｔｄ－τ）／ｔｄ，　０＜τｔｄ （３０）
其中ｋｃ＝１，ｋｄ＝１；设左端存在边界条件ｑ＝２，０≤ｔ≤
ｔｄ右端边界条件为ｑ＝０，ｔｆ－ｔｄ≤ｔ≤ｔｆ；取：ｔｆ＝５ｔｄ＝
５．分别取不同的离散方案，同样计算每个界带的两
端节点和中间点的位移ｑｉ，计算结果如下表所示：

表２　不同离散方案下的位移计算结果

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｂａｓｅｄｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃａｔｔｅｒｍｅｔｈｏｄ

ｎｕｍｂｅｒｏｆｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｉｎｉｎｔｅｒ－ｂｅｌｔ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｑ０

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｑｎ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｑ２ｎ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｑ３ｎ

ｎ＝６ －７．４３４２８３８２９８５１９６ －４．３５９７０２９０４３４２１８ ３．５５７４４４７３８７８６８９ ６．４３５９５２２０７４２８０１
ｎ＝２０ －７．３８４８２４３２９３３３９０ －４．２８４７１１６６６５９９５８ ３．５２７７４０８３６１２８２３ ６．３５７３８５３９１０８１７３
ｎ＝６０ －７．３８０２９９４７０５７３１６ －４．２７８０７９０５７１２８４７ ３．５２５０３０１８７４９９８９ ６．３５０３６５５１１１８７０５
ｎ＝１００ －７．３７９９３６２７９６４７３２ －４．２７７５４８１９１１０７４０ ３．５２４８１２６５９９３３７８ ６．３４９８０３１６２７５５６８
ｎ＝２００ －７．３７９７８３００４６３４４３ －４．２７７３２４２２０３８４４９ ３．５２４７２０８６０２１８２４ ６．３４９５６５８８７９５７５８

　　分析以上结果不难发现，不同离散方案下的计
算结果间的相对误差较小：ｎ＝６与 ｎ＝２００时四个
采样点的相对误差分别为０．７３％，１．９％，０．９３％
和１．４％；ｎ＝２０与 ｎ＝２００时的相对误差分别为：
０．０６８％，０．１７％，０．０８６％和０．１２％，全部在１０－３

量级；而ｎ＝６０与 ｎ＝２００时各点的相对误差则全
部在１０－４量级以内；ｎ＝１００与ｎ＝２００时各点的相
对误差则全部在１０－５量级以内．各点的相对误差
在ｎ＝６与ｎ＝２００已经可以接受，而对于ｎ＝６０和
ｎ＝２００则非常满意了．下图给出了 ｎ取不同值的
位移曲线图，可以看到，随着ｎ增大，曲线逐渐收敛

（ｎ＝６０、１００与 ｎ＝２００几乎完全重合这里便不再
给出）．

将计算得出的左端位移边界条件ｑ０与左端边
界条件ｑ０相结合构成初值条件，按照式（４，５）构
建迁移矩阵，从新计算各时间点的位移．计算结果
如下表所示：

观察上表发现，当ｎ较大时结果非但没有收敛
却产生了较大的误差．这是由于表３中计算的结果
是利用表２的边值问题得到的迭代结果再次计算
得出的．由于边值问题的边界条件是确定的连续性
边界条件，各点的位移可以通过迁移矩阵与确定的
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边界条件相关联，从而得出较好的结果．但这些结
果中的左端界带内的位移毕竟是通过迭代得出的，

而且也是误差积累最多的；以此作为初值问题边界

条件进行计算会进一步引入误差，从而造成表３的
结果．通过表２的结果，不难预见：如果有准确的连
续边值条件，必能获取较好的计算结果．

图２　不同离散方案下的计算结果

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｂａｓｅｄｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃａｔｔｅｒｍｅｔｈｏｄ

表３　不同离散方案下初值问题的计算结果

Ｔａｂｌｅ３　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｂａｓｅｄ

ｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃａｔｔｅｒｍｅｔｈｏｄ

ｎｕｍｂｅｒｏｆ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｉｎｉｎｔｅｒｂｅｌｔ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｑ２ｎ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｑ３ｎ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｑ４ｎ

ｎ＝６ ３．５５７４４４７３７７３０４９ ６．４３５９５２２０７６３９５４２．６２４９０９５６７４８４×１０９

ｎ＝２０ ３．５２７７４５００１７５８８６ ６．３５７３８６１２６９８９３０３．８３６４０７００１３００×１０６

ｎ＝６０ ３．５２１８４８８４６６７４２３ ６．３５５９２８４３６６１００２４．４２８１７４３２４９１２×１０３

ｎ＝１００ ３．４５５９９２９５４１７１０５ ６．３０１６１０３３７８５７２８２．９０７２１２１２８８３０×１０２

ｎ＝２００ ３．５６００６９１６９０３４２５ ７．８１４７９８５４６５９２５１９．０５８０２２８０７７３４×１０２

注意：当ｎ较大时，由于Ｍ阵和Ｋ阵相差较大
的数量级，此时计算应注意分开存储，分别做累计

运算；转换为迁移矩阵时再将其组合，以减少舍入

误差．
至此时间滞后问题的理论和计算框架的可行

性已得到验证，而（２７）和（２９）两式的计算从数学
模型上说已无差异，因而可从连续结构问题直接过

渡到时滞问题的计算，方法和理论完全是一套体

系，虽然刚度阵不同，但结构上已无差异．

３　结束语

辛的出现已经有７０年多了．本来是从分析力
学而发展的，但随后却成为纯数学的表述，微分形

式、切丛、余切丛、外乘积、Ｃａｒｔａｎ几何，…．纯数学
家特别喜欢采用公理体系．回顾英国１９９０年皇家
学会会长，现代纯数学大师，Ｍ．Ａｔｉｙａｈ表示：“一些

人认为公理是用来界定一个自我封闭的完整的数

学领域的．我认为这是错的．公理的范围愈窄，您舍
弃得愈多．…但是通过定义，舍弃了宣布您认为不
感兴趣的东西，而从长远来看，您舍弃了很多根芽．
如果您用公理化方法做了些东西，那么在一定阶段

后您应该回到它的来源处，在那儿进行同花和异花

受精，这样是健康的”．
辛数学在其公理系统下发育成长后，就要破

茧．要向更广阔天地发展．纯数学关于辛的定义是
不能满意的．当回归到辛数学的来源处，从分析动
力学的数值求解方面，就看到了其不足．应当打破
束缚，扩展概念．辛破茧就是要突破传统辛的公理
系统，根据变分法的进一步发展与结构力学的实

际，以及前面讲的４方面不足，重新考虑．本文只是
对于４方面的不足分别加以破茧，发展还需要总体
考虑．可称破茧辛．即使单纯是时滞保守系统，其数
学理论也未见到过．破茧后的辛扩展，路还长着呢！

怎样扩展呢？应当看到，“数学是人类的一项

活动”．它不是单独存在的而是与其它学科有千丝
万缕联系的．变分法广泛适用于保守体系，而计算
科学、有限元又与变分法紧密相连．破茧辛在数学
方面与变分法可一起考虑；所以破茧辛的继续扩充

发展，不应是封闭式的，而是应与客观问题联系在

一起的，不宜单纯局限于公理系统．
冯－诺依曼在数学家（Ｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃｉａｎ）一

文中说：“不可否认，在数学中在那些人们所能想象

的最纯的纯数学部分，一些最好的灵感来源于自然

科学”．“现代数学的某些最好的灵感（我认为是最
好的一些）无疑来自于自然科学”．“许多最美妙的
数学灵感来源于经验，而且很难相信会有绝对的、

一成不变的、脱离人类经验的数学严密性概念”．
“在数学的本质中存在着一种非常特殊的二重性．
人们必须认识、接受这种二重性，并将它吸收到这

门学科的思考中来．这种两面性就是数学的本来面
目”．

所以辛数学也应与实际相结合．“数学是一门
将完全不同的和毫无联系的事物组织成一个整体

的艺术”，将辛数学融合于变分法中继续发展，就有

望在计算科学方面达到新的高度．
ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ：“在牛顿之后的一百五十多年

里，唯一有的只是一个不精确的、半物理的描述！

然而与这种不精确的、数学上不充分的背景形成对
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照的是，数学分析中的某些最重要的进展却发生在

这段时间！这一时期数学上的一些领军人物，例如

欧拉，在学术上显然并不严密；而其他人，总的来说

与高斯或雅可比差不多．当时数学分析发展的混乱
与模糊无以复加，并且它与经验的关系当然也不符

合我们今天的（或欧几里德的）抽象与严密的概

念．但是，没有哪一位数学家会把它排除在数学发
展的历史长卷之外，这一时期产生的数学是曾经有

过的第一流的数学！”．数学家喜欢听到“科学的皇
后”的褒词，“毕竟，数学在所有科学领域中达到了

抽象的顶峰，它应该适用与广阔的现象领域…将众

多来自经验科学或数学本身的不同事物结合在一

起，乃是数学的本质特征之一”．但不可以“皇后”
自居，数学应密切与力学、物理等领域联系发展，哲

学的指导意义是深刻的．
ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ：“大多数数学家决定无论如何还

是要使用这个系统．毕竟古典数学正产生着既优美
又实用的结果，…它至少是建立在如同电子的存在

一样坚实的基础上的．因此，一个人愿意承认科学，
那他同样会承认古典数学系统”．这些论述是很有启
发意义的．本书呼吁对传统辛的公理体系进行破茧，
就是期望与广大领域融合发展．应当看到，即使变分
法也有局限性的．世界是极其复杂的，不可能用公理
来定义的．人们只能不断学习，以适应世界．

Ｈｉｌｂｅｒｔ指出：“数学问题的解答…以有限个前
提为基础的有限步推理来证明的正确性…就是对

于证明过程的严格性的要求”．Ａｔｉｙａｈ在《数学与计
算机革命》文中说：“特别还有‘构造性’证明的概

念，即仅在有限个确定的步骤后就得到所要求的结

论…与构造性密切相关的概念是所谓‘算法’”．可
认识到，计算科学的算法与数学证明的关系．

辛数学破茧后，相信会有“反客为主”式的新

发展．大家一起努力吧！
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