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谱元法在求解刚架结构动力学问题中的应用
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摘要　把谱元法应用于刚架结构的动力学响应计算和分析中．建立了杆和梁的谱单元动力学刚度阵，针对

刚架结构组装了整体动力学刚度阵，建立了整体结构的运动方程，计算了结构的固有频率和时域响应，并与

采用有限元方法得到的结果进行了对比．从结果中可以看出谱元法在数值模拟中的独特优势．
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引 言

有限元法作为解决工程结构动力学问题的一

种常用方法，得到了广泛普及和应用［１３］．但是经典
的有限元法采用与频率无关的多项式来做插值函

数，这就不可避免地需要优化网格来提高计算精

度．尤其是在高频时，会大大的增加计算量，这个缺
点可用谱元法来改进．

采用与频率有关的插值函数，而不是简单的多

项式，这种频域内建模的方法称为谱元法

（ＳＥＭ）［４，５］．谱元法通常基于波动解来推导插值函
数，由于波动解在频域内精确地满足运动方程，故

谱元法会提供精确的频域解［６］．如果结构在几何形
状和材料性质上没有不连续或不规则的地方，谱元

法可以将整体结构处理为一个谱单元．这就减少了
结构的自由度，从而减少计算时间．在谱元法中，通
常用逆ＦＦＴ求解结构的时域动力学响应［７］．然而，
谱元法也有一些不足之处．谱元法以运动方程的波
动解为基础，但对于复杂或多维问题并没有精确的

波动解，所以精确的谱单元模型至今多应用于可以

求得波动解的规则结构（如：杆、梁、板、圆柱壳

等）．另外因为谱元法是基于离散傅里叶变换技术
上的频域分析方法，它不能直接应用到时变系统和

不支持叠加原理的非线性系统．在谱元法中，时域
上的解是在频域解的基础上应用逆 ＦＦＴ算法得到
的．尽管谱元法能够得到精确的频域解，但在实际
计算中由混淆和溢出而引起的误差是不可避免的，

所以在求时域解时必须要注意逆 ＦＦＴ算法的精度

问题．有很多学者已经用谱元法计算结构的动力学
问题，如铁木辛柯梁［８］、弯扭耦合梁［９］、拉扭耦合

梁［１０］、曲梁［１１］、螺旋梁或杆［１２］、层合梁［１３］、附加主

动约束层阻尼梁［１４］、功能梯度梁［１５］、锥形梁［１６］、平

板［１７］、压电梁系统［１８］、含裂纹杆［１９］等．刚架结构具
有质量轻，强度高等特性，广泛应用于空间可折展

机构，其中可折展天线较为典型．Ｌｅｅ等人对此作
了相关研究［２０］，他们采用谱元法计算了点阵梁的

固有频率和等效材料参数，但他们没有计算结构的

受迫振动时间响应历程曲线．
本文采用谱元法建立了刚架结构的动力学刚

度矩阵，建立了整体结构的运动方程，计算了结构

的频响曲线和受迫振动时域响应，并将谱元法计算

结果与有限元法结果进行了对比分析．

１　结构运动方程

研究图１所示的刚架结构动力学响应问题．该
刚架结构包含１０个子结构，其两端为固定支撑，每
个子结构中含４个谱单元，如图２所示．谱单元发
生变形时，考虑它的纵向位移、横向位移和转角．外
激励作用于如图１所示结构的中点位置．ｖ（ｔ）表示
Ａ点时域响应．

图１　含１０个子结构的刚架结构

Ｆｉｇ．１　Ｆｒａｍｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｗｉｔｈ１０ｒｅｐｅａｔｉｎｇｌａｔｔｉｃｅｃｅｌｌｓ
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图２　子结构

Ｆｉｇ．２　Ｓｉｎｇｌｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｃｅｌｌ

１．１　杆单元
已知杆的运动方程为

ρＡ
２ｕ
ｔ２
－ＥＡ

２ｕ
ｘ２
＝０ （１）

其中ｕ表示杆的纵向位移，ρ、Ａ和Ｅ分别代表杆的
密度、横截面积和弹性模量．ｕ可以写成谱表达形
式如下

ｕ（ｘ，ｔ）＝∑
ｎ
ＵＲｎ（ｘ，ωｎ）ｅ

ｉωｎｔ （２）

其中 ωｎ为圆频率，ＵＲｎ（ｘ，ωｎ）为纵向位移的谱分
量．将式（２）代入式（１），得到

ＵＲｎ（ｘ，ωｎ）＝Ａ１ｅ
－ｉｋｎｘ＋Ａ４ｅ

－ｉｋｎ（Ｌ－ｘ） （３）

ｋｎ＝ωｎ
ρ
槡Ｅ

（４）

为书写方便，略去上式中的下标ｎ：
ＵＲ（ｘ，ωｎ）＝Ａ１ｅ

－ｉｋｘ＋Ａ４ｅ
－ｉｋ（Ｌ－ｘ） （５）

把节点处的位移代入上式，得到系数与节点位移之

间的关系如下

Ａ１
Ａ{ }
４

＝ １
（１－ｅ－ｉ２ｋＬ）

１ －ｅ－ｉｋＬ

－ｅ－ｉｋＬ[ ]１

ＵＲ１

ＵＲ{ }
２

（６）

式中ＵＲ１和ＵＲ２为杆单元的节点位移．
将式（６）代入式（５），得到

ＵＲ（ｘ，ω）＝ＮＲ１（ｘ，ω）ＵＲ１＋ＮＲ２（ｘ，ω）ＵＲ２ （７）

其中ＮＲ１（ｘ，ω）＝
ｓｉｎｋ（Ｌ－ｘ）
ｓｉｎｋＬ 和 ＮＲ２（ｘ，ω）＝

ｓｉｎｋｘ
ｓｉｎｋＬ

表示与频率有关的形函数．
将轴力Ｆ（ｘ，ｔ）写成谱表达式

Ｆ（ｘ，ｔ）＝∑
ｎ
ＦＲｎ（ｘ，ωｎ）ｅ

ｉωｎｔ （８）

已知轴向力与位移的关系为

Ｆ（ｘ，ｔ）＝ＥＡｕ′（ｘ，ｔ） （９）
由式（７）、（８）、（９）得到频域上节点力与节点位移

关系为

［ＳＲ（ω）］＝
ＵＲ１

ＵＲ{ }
２

＝
Ｆ１

Ｆ{ }
２

（１０）

式中Ｆ１和Ｆ２为杆单元的节点力，［ＳＲ（ω）］即为杆
单元的动力学单元刚度矩阵，其表示为

［ＳＲ（ω）］＝
ＥＡ
Ｌ
ｋＬ
ｓｉｎｋＬ

ｃｏｓｋＬ －１
－１ ｃｏｓ[ ]ｋＬ （１１）

从上式可见，单元刚度矩阵是与频率有关的实矩

阵．
１．２　梁单元

已知梁的运动方程为

ρＡ
２ｖ
ｔ２
＋ＥＩ

４ｖ
ｘ４
＝０ （１２）

将位移写成谱表达式

ｖ（ｘ，ｔ）＝∑
ｎ
珋ｖｎ（ｘ，ωｎ）ｅ

ｉωｎｔ （１３）

将式（１３）代入（１２）中，并略去下标ｎ得到

珋ｖ（ｘ，ω）＝Ａ２ｅ
－ｉｋｘ＋Ａ３ｅ

－ｋｘ＋

　Ａ５ｅ
－ｉｋ（Ｌ－ｘ）＋Ａ６ｅ

－ｋ（Ｌ－ｘ） （１４）

其中ｋ＝槡ω
ρＡ( )ＥＩ

１／４

，第一项与第三项表示行波解，

第一项表示沿ｘ正方向传播的波，第三项表示沿 ｘ
负方向传播的波；第二项和第四项表示空间衰减振

动．利用与杆单元相同的推导过程，可得梁单元节
点位移和节点力之间的关系

［ＳＢ（ω）］＝

ｖ１
θ１
ｖ２
θ




















２

＝

Ｖ１
Ｍ１
Ｖ２
Ｍ




















２

（１５）

式中ｖ１、ｖ２、θ１和θ２为节点位移，Ｖ１、Ｖ２、Ｍ１和Ｍ２为
节点力，［ＳＢ（ω）］为梁单元的动力学刚度矩阵，其
表示为

［ＳＢ（ω）］＝
ＥＩ
Ｌ３

α γＬ －珔α γＬ

βＬ２ －γＬ βＬ２

α －γＬ

ｓｙｍ βＬ













２

（１６）
其中：

α＝（ＣＳｈ＋ＳＣｈ）（ｋＬ）３／ｄｅｔ，

β＝（－ＣＳｈ＋ＳＣｈ）（ｋＬ）／ｄｅｔ，

γ＝（－Ｃ＋Ｃｈ）（ｋＬ）２／ｄｅｔ

珔α＝（Ｓ＋Ｓｈ）（ｋＬ）３／ｄｅｔ，

２７
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β＝（－Ｓ＋Ｓｈ）（ｋＬ）／ｄｅｔ，

γ＝（ＳＳｈ）（ｋＬ）２／ｄｅｔ，
ｄｅｔ＝１－ＣＣｈ，Ｃ≡ｃｏｓｋＬ，
Ｓ≡ｓｉｎｋＬ，Ｃｈ≡ｃｏｓｈｋＬ，Ｓｈ≡ｓｉｎｈｋＬ．

１．３　整体结构运动方程
将式（１０）与式（１５）加以整合，即得到局部坐

标系下一个谱单元的节点力与节点位移关系：

［Ｓｅ（ω）］＝

珔ｕ１
珋ｖ１

θ１
珔ｕ２
珋ｖ２

θ




























２

＝

Ｆ１

Ｖ１

Ｍ１

Ｆ２

Ｖ２

Ｍ
































２

（１７）

由此不难求得整体坐标系下一个谱单元的动力学

刚度阵，并进一步得到整体结构的动力学刚度阵．
采用与有限元法相同的整合方式，可以得到刚架结

构如下形式的节点力与节点位移关系

［Ｓ］｛Ｕ｝＝｛Ｐ｝ （１８）
式（１７）和（１８）中［Ｓｅ（ω）］和［Ｓ］分别为谱单元和
整体结构的刚度阵．通过求解式（１８），即可得到结
构的动力学响应．

２　算例

对于如图１所示两端固定、含有１０个子结构
的刚架结构［２０］，其参数为，Ｌ＝１ｍ，Φ＝π／４，Ａ＝８
×１０－３ｍ２，Ｉ＝７×１０－６ｍ４，Ｅ＝２０．６×１０１０Ｎ／ｍ２，ρ＝
７８００ｋｇ／ｍ３．激励力为指数衰减函数 ｆ（ｔ）＝Ｆｅ－αｔ，
其中Ｆ＝１０００ｋＮ，α＝２０，作用在图中所示刚架结构
中点位置．力ｆ（ｔ）随时间变化曲线如图３所示．

图３　激励力随时间变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｖａｒｙｉｎｇｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｅｘｃｉｔｉｎｇｆｏｒｃｅｖｅｒｓｕｓｔｈｅｔｉｍｅ

求解式（１８），得到刚架结构的频响曲线如图４

所示．图中极大值点对应的横坐标即为结构的固有
频率，列在表１中．为了与有限元法作比较，还采用
有限元法计算了图１刚架结构各阶固有频率，也列
在表１中．将谱元法与有限元法的结果对比后发
现，在有限元法中单元数越多，结果越接近谱元法

计算的结果，说明谱元法计算的固有频率是准确

的．表１中本文的计算结果与文献［２０］的结果一
致，证明本文程序和算法是正确的．

图４　刚架结构Ａ点的频响曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆ

ｔｈｅｆｒａｍｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｔｐｏｉｎｔＡ

表１　有限元法与谱元法计算的固有频率比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙｔｈｅＦＥＭａｎｄＳＥＭ

ｍｏｄｅｓ
ＦＥＭ

４０　　　　８０
ＳＥＭ

１６０　　　　４０
１ ３２２．７０　　３２１．２０ ３２１．１０　　３２１．０９
２ ７７５．６６　　７５４．２１ ７５２．８５　　７５２．７４
３ ９６３．３７　　９１９．７５ ９１６．７５　　９１６．５１
４ ９９１．９５　　９３２．２３ ９２８．８６　　９２８．５９
５ １１４５．５　　９８３．４９ ９７８．２５　　９７７．８７
６ １２４７．９　　１０４７．３ １０４１．０　　１０４０．５
７ １３１３．８　　１１４０．４ １１３２．２　　１１３１．６

图５　刚架结构Ａ点的时域响应

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｓｐａｃｅ

ｆｒａｍｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｔｐｏｉｎｔＡ

进一步将图４的频响曲线进行逆ＦＦＴ变换，可

３７
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得到结构上 Ａ点的时域响应，计算结果如图５所
示．可见，采用谱元法不但可以准确计算结构的固
有频率，也可以方便地计算出结构的时域响应．

３　结论

本文采用谱元法研究了刚架结构的动力学问

题，建立了杆和梁单元的动力学刚度矩阵，并组装

了整体结构刚度矩阵．针对具体算例，计算了结构
的固有频率和时域响应．将谱元法的计算结果与有
限元结果进行了对比，可以看出谱元法的优越性．
谱元法得到的结果准确性很高，尤其是在高频的情

况下，计算精度明显高于以模态叠加为基础的有限

元法．
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