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摘要　以沉浮和俯仰自由度上具有间隙立方结构非线性的二元机翼模型为例，考虑系统的结构阻尼，建立

了系统的非线性动力学方程．通过修正的三阶活塞理论模拟了超声速流中机翼的非定常气动力和气动力

矩．引入无量纲参数将系统动力学方程无量纲化，通过数值模拟得到了二元机翼的时域响应和系统的相轨

迹变化规律．通过系统的分岔图得到了无量纲参数和系统周期运动振幅幅值的关系．研究结果表明，当无量

纲流速增大至临界颤振速度时出现极限环振动，系统由稳定运动过渡到周期振动，继续增大无量纲流速会

有更加复杂的动力学行为．

关键词　极限环颤振，　活塞理论，　间隙非线性，　分岔

引 言

机翼的颤振主要是由机翼的结构非线性和气

动力非线性相耦合而引起的．结构非线性通常有三
种近似表示：即立方非线性、间隙非线性以及滞后

非线性．气动非线性，是飞机的飞行过程中由流体
分离和突变引起的．目前主要存在以下几种模型：
一是二维准定常升力面理论，该理论仅考虑翼面位

移和速度产生的气动力，忽略了加速度对气动力的

影响，主要用来解决二元薄翼的空气动力；二是Ｔｈｅ
ｏｄｏｒｓｅｎ建立的计入加速度项影响的非定常气动力
理论，可以解决二元平板在不可压缩流动中作不同

频率简谐振动时的非定常气动力；三是以非线性梁

为基础的ＯＮＥＲＡ［１，２，３］气动模型，目前已成为了一种
比较公认的非线性气动力模型；四是由 ＨｏｌｔＡｓｈｌｅｙ
等提出的针对超音速流的拟定常活塞理论［４］．

极限环颤振是指气流速度增加导致系统中出

现Ｈｏｐｆ分岔而产生的周期振动．自提出极限环颤
振概念以来，人们在理论与实验研究方面已经做了

不少研究．Ｐｒｉｃｅ、Ｌｅｅ和Ａｌｉｇｈａｎｂａｒｉ［５］研究了双线性
和结构刚度立方非线性二元机翼的气动弹性响应，

用Ｗａｇｎｅｒ方程求出了不可压缩气流中作用于机翼
翼面的气动力，发现机翼是否存在极限环依赖于初

始条件．Ｔａｎｇ、Ｙａｍａｍｏｔｏ和 Ｄｏｗｅｌｌ［６］等研究了三维
轴向气流中二元机翼的颤振和极限环，对于极限环

幅值比较大的情况，理论与实验相差挺大，猜测是

气动非线性导致了这一差别的发生．Ｋｉｍ［７］研究了
高超声速流中沉浮和俯仰自由度具有中心型间隙

非线性和气动非线性共同作用下的二元机翼，发现

即使在马赫数很低的情况下系统也会发生极限环

颤振，同时即使俯仰自由度上间隙很小，系统的稳

定性也会发生变化，还会引起机翼出现疲劳问题．
Ｔａｎｇｅｔａｌ［８］研究了二维超临界机翼的跨音速极限
环颤振，采用以 ＣＦＤ为基础的气动弹性计算方法
分析了 ＮＬＲ７３０１翼型在跨音速时的极限环特征．
结果发现用Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅ方程解得的极限环比用
Ｅｕｌｅｒ法解得的极限环与实验偏差小，但是这一结
果强烈依赖于紊流模型．丁千和陈予恕［９］针对高超

声速流中机翼的颤振方程进行了稳定性分析，直接

推导出了系统Ｈｏｐｆ分岔的规范型，证明了 Ｈｏｐｆ分
岔导致系统失稳，在分析 Ｈｏｐｆ分岔规范型系数时
发现，随着马赫数的提高，Ｈｏｐｆ分岔由超临界形式
变成亚临界形式．丁千［１０］等应用正规型理论研究

了具有立方结构非线性和气动非线性作用下二元

机翼的颤振，通过三阶活塞理论得到了机翼在超声

速流中的气动力，通过分析正规型的系数对系统参

数进行了详细分析．郑国勇［１１］等研究了大气紊流

作用结构非线性机翼的超声速和高超声速的脉动

响应，采用随机场的三角级数合成法得到了作用在

机翼上的脉动压力，运用随机理论对机翼均方根响
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应进行了分析，结果表明在大气紊流作用下系统不

再呈现简单的极限环响应，而是在大气紊流时系统

极限环解的基础上叠加一个脉动量，系统的均方根

响应随速度的增大而增大．
本文考虑具有双间隙结构立方非线性的二元

机翼，以无量纲流速为分岔参数，用修正的三阶活

塞理论模拟了系统的非定常气动力和气动力矩，通

过数值分析得到了系统的极限环和分岔图，研究了

系统的动力学行为与分叉参数的关系．

１　系统动力学模型

研究图１所示的二元机翼模型，图中ｂ为机翼
的半弦长，ｘ０为机翼前端到弹性轴的无量纲距离；
ｋｈ和ｋα分别为沉浮和俯仰自由度上的刚度系数．

图１　二元机翼模型

Ｆｉｇ．１　２－ＤａｉｒｆｏｉｌＭｏｄｅｌ

机翼表面上任意一点的位移可以表示为：

ｚ（ｘ，ｔ）＝－［ｈ（ｘ）＋（ｘ－ｂｘ０）α（ｔ）］ （１）
机翼上下表面的下洗速度ｖｚｕ和ｖｚｌ分别为：
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采用修正的三阶活塞理论可得：
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其中：ｐ为机翼表面压力，ｃ∞为无穷远处当地声速，

γ为空气绝热比，λ＝Ｍ∞／（Ｍ
２
∞ －１槡 ），相对气流马
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由（４）可得作用在机翼上下表面的空气动压
力差为：

Δ＝ｐｌ－ｐｕ＝γｐ∞［
λ（ｖｚｌ－ｖｚｕ）
ｃ∞

＋

　
（γ＋１）（ｖ２ｚｌ－ｖ

２
ｚｕ）λ

２

４ｃ２∞
＋
（γ＋１）（ｖ３ｚｌ－ｖ

３
ｚｕ）λ

３

１２ｃ３∞
］＝

　
４ｑｄλ
Ｍ∞
［
１
ｖ∞
ｚ
ｔ
＋ｚ
ｘ
＋
λ２Ｍ２∞（γ＋１）

１２ （
１
ｖ∞
ｚ
ｔ
＋

　ｚ
ｘ
）３］＝

４ｑｄλ
Ｍ∞ｖ∞

｛ｈ·＋（ｘ－ｂｘ０）α＋ｖ∞α＋

　
λ２Ｍ２∞（γ＋１）
１２ｖ２∞

［ｈ·＋（ｘ－ｂｘ０）α＋ｖ∞α］
３｝（５）

式中空气动压ｑｄ＝
１
２ρ∞ｖ∞对整个翼面进行积分可

得作用在机翼上的气动力和气动力矩：
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在沉浮和俯仰自由度上计入中心间隙立方非

线性刚度，如图２所示：

图２　中心间隙非线性刚度模型

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍｏｄｅｌｗｉｔｈｃｅｎｔｒａｌｃｌｅａｒａｎｃｅ

则系统的运动微分方程可写为：
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式中，

３６
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　Ｆ（ｈ）＝

ｋｈ（ｈ－ｈ）＋Ｅｈｋｈ（ｈ－ｈ）
３，ｈ≥ｈ

０，　　　　　　　　　－ｈ≤ｈ≤ｈ

ｋｈ（ｈ＋ｈ）＋Ｅｈｋｈ（ｈ＋ｈ），ｈ≤－ｈ
{ 

　Ｇ（α）＝

ｋα（α－α
）＋Ｅαｋα（α－α

）３，α≥α

０，　　　　　　　　　－α≤α≤α

ｋα（α＋α
）＋Ｅαｋα（α＋α
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引入无量纲参数：

ξ＝ｈ／ｂ，ωｈ＝ ｋｈ槡 ／ｍ，ωα＝ ωα／Ｉ槡 α，珚ω＝ωｈ／ωα，
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２

将微分方程无量纲化可得：
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式中：
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２　系统动力学分析

选取系统参数列于表１，下面采用数值积分对
系统的动态响应进行分析．

表１　系统参数表

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

ＰａｒａｍｅｔｅｒＶａｌｕｅ ＰａｒａｍｅｔｅｒＶａｌｕｅ ＰａｒａｍｅｔｅｒＶａｌｕｅ
χα ０．２５ ωｈ １００ μ １２５
γα ０．５ ωα １００ ｂ １
γ １．４ 珚ω １ ｘ０ ０．８
ζｈ ０．０５ ζα ０．０３ λ １
ρ∞ １．２５

取非线性刚度系数 Ｅｈ＝Ｅα＝５０，则当初始条
件为［０，０，０．００２，０］时系统动态响应如图３所示：

图３　Ｖ＝６时沉浮方向的时域响应

Ｆｉｇ．３　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｉｎｐｌｕｎｇｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎｆｏｒＶ＝６

图４　Ｖ＝６时俯仰方向的时域响应

Ｆｉｇ．４　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｉｎｐｉｔｃｈｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎｆｏｒＶ＝６

由图 ３和图４可知当无量纲速度 Ｖ＝６，即 Ｍａ
＝２时系统稳定，但是稳定平衡点不是原点，而是
稳定到ξ＝－０．００４，α＝－０．０４４．

由图５可以看出，当 Ｖ＝７，即 Ｍａ＝２．３３时系
统出现稳定极限环．

比较图５和图６可知当无量纲速度增大时，极

４６
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限环幅值有明显的增加．以无量纲流速 Ｖ为参数，
通过数值计算得到分岔图如图７和图８所示．

图５　Ｖ＝７时沉浮和俯仰方向的相图

Ｆｉｇ．５　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｓｉｎｐｌｕｎｇｉｎｇａｎｄｐｉｔｃｈｉｎｇｆｏｒＶ＝７

图６　Ｖ＝７．５时沉浮和俯仰方向的相图

Ｆｉｇ．６　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｓｉｎｐｌｕｎｇｉｎｇａｎｄｐｉｔｃｈｉｎｇｆｏｒＶ＝７．５

图７　沉浮方向的全局分岔图

Ｆｉｇ．７　Ｇｌｏｂａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｉｎｐｌｕｎｇｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图８　俯仰方向的全局分岔图

Ｆｉｇ．８　Ｇｌｏｂａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｉｎｐｉｔｃｈｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图７给出了，即时系统的稳定极限环，其幅值
远大于７．５时极限环的幅值，这一现象容易从分岔
图７和图８看出．

图９　Ｖ＝８时沉浮和俯仰方向的相图

Ｆｉｇ．９　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｓｉｎｐｌｕｎｇｉｎｇａｎｄｐｉｔｃｈｉｎｇｆｏｒＶ＝８

图１０和图１１给出了无量纲流速自５．５至７．９
的局部分岔图．容易看出，在无量纲速度和时系统
分别发生分岔，极限环幅值发生跳跃．

图１０　沉浮方向的局部分岔图

Ｆｉｇ．１０　Ｌｏｃａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｉｎｐｌｕｎｇｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图１１　俯仰方向的局部分岔图

Ｆｉｇ．１１　Ｌｏｃａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｉｎｐｉｔｃｈｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

３　结 论

本文引入双间隙结构非线性，研究了二元机翼

的颤振与极限环振动．气动力采用修正的三阶活塞
理论导出，以无量纲流速为分岔参数，对系统的动

力学行为进行了数值模拟，得到了系统的时域响应

和系统的相轨迹变化规律．通过分岔图得到了无量
纲参数和系统周期运动振幅幅值的关系，其临界颤

振速度为．飞行速度大于临界颤振速度时，系统呈
现出极限环振动，即系统由稳定运动过渡到周期运

动．进一步提高无量纲流速，当时系统发生二次分
岔，周期运动的振幅突然增大．
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