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移动质量 －梁振动的时空有限元法数值分析
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摘要　为了获得移动质量沿梁匀速运动的系统动态响应，建立了时空有限元数值求解模型．考虑移动质量

惯性项，得到移动质量－梁时变系统的动力学方程．应用时空有限元法．得到了移动集中质量作用下 Ｂｅｒ

ｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ梁离散单元的质量矩阵、刚度矩阵．与Ｎｅｗｍａｒｋ－β法、Ｗｉｌｓｏｎ－θ法计算结果进行比较，时空有

限元法计算梁的动态响应的精度更高．
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引 言

梁在移动质量作用下的动态响应问题一直是

学者们研究的重点，如列车桥梁问题、火车道上的

导电弓架问题、火炮后坐等问题，对于移动载荷问

题，人们做了大量的工作．移动力模型比较简单，可
以得到解析解，Ｆｒｙｂａ［１］研究了载荷速度、阻尼对
Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ动力响应的影响，但当考虑移动载
荷质量时，系统的运动方程为相互耦合的时变微分

方程组，只能用数值方法进行求解．Ｗｕ［２］通过有限
元法对建立的移动质量模型进行求解，考虑了倾斜

梁单元，与梁的动态响应相比，证明了柯氏力的影

响很小．彭献等［３］通过振型叠加法进行了求解．振
兴叠加法虽然可以得到耦合系统的数值解，但是精

度差，计算量大．ＢａｊｅｒＣＩ［４，５］对时空域使用了三角
形和四面体时空有限单元，从而使原先时空变量同

时求解要求较大存储的问题转化为时间上的递推

计算格式，这一方法在带可移动载荷的结构振动问

题和波动问题中比较有效．
本文从系统的角度出发，根据移动质量沿梁运

动的系统动力学方程，利用虚速度，推导出了 Ｂｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ梁单元的时变质量矩阵和时变刚度
矩阵，很据时空有限元法，推导出求解位移、速度的

时间域上的递推格式．

１　移动质量沿悬臂梁匀速运动的系统动力
学方程

如图１所示，移动质量 ｍ以恒定的速度 νｍ沿
梁运动，考虑移动惯性载荷作用下的系统运动方程

为：

ＥＩ
４ｕ（ｘ，ｔ）
ｘ４

＋ρＡ
２ｕ（ｘ，ｔ）
ｔ２

＝ｆ（ｘ，ｔ） （１）

其中

ｆ（ｘ，ｔ）＝δ（ｘ－νｍｔ）×

　［ｍｍｇ－ｍｍ
ｄ２ｕ（υｍｔ，ｔ）
ｄｔ２

］

图１　移动质量作用下的悬臂梁

Ｆｉｇ．１　Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｕｎｄｅｒａｍｏｖｉｎｇｍａｓｓ

边界和初始条件为：

ｕ（０，ｔ）＝０，　ｕ（ｘ，ｔ）ｘ ｘ＝０
＝０，

ｕ（ｘ，０）＝０，　ｕ（ｘ，ｔ）
ｔ ｔ＝０

＝０

其中：ＥＩ表示梁的弯曲刚度，ρＡ表示梁的单位长度
质量，ｕ（ｘ，ｔ）表示梁上坐标 ｘ处在 ｔ刻的横向位
移，向下为正．

如果不考虑惯性载荷项，即将移动质量简化为

一移动力，则上面的方程很容易求得解析解和数值

解．在对移动惯性载荷作用问题进行数值分析时，
应用时空有限元法进行求解．



第１期 王金福等：移动质量－梁振动的时空有限元法数值分析

２　移动质量作用下梁的时空有限元法建模

２．１　Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ梁的离散
考虑时空域 Ω＝｛（ｘ，ｔ）：０≤ｘ≤ｂ，０≤ｔ≤ｈ｝，

方程（１）左边乘以虚速度 ｖ（ｘ，ｔ）并积分，得到虚
功为［６］：

∫
ｈ

０∫
ｂ

０
υ（ｘ，ｔ）（ρＡ

２ｕ
ｔ２
＋ＥＩ

４ｕ
ｘ４
）ｄｘｄｔ＝０ （２）

仅考虑ｘ，对（２）进行积分，其中υ＝ｕ／ｔ得：

ρＡ∫∫Ωυ υｔｄΩ＋ＥＩ∫∫Ωυ 
２υ
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在时空域中，形函数为：

　Ｎ＝［（１－３ｘ
２

ｂ２
＋２ｘ

３

ｂ３
）
（ｈ－ｔ）
ｈ ，

（
ｘ
ｂ－２

ｘ２

ｂ２
＋ｘ

３

ｂ３
）ｂ（ｈ－ｔ）ｈ ，（３ｘ

２

ｂ２
－２ｘ

３

ｂ３
）
（ｈ－ｔ）
ｈ ，

（－ｘ
２

ｂ２
＋ｘ

３

ｂ３
）ｂ（ｈ－ｔ）ｈ ，（１－３ｘ

２

ｂ２
＋２ｘ

３

ｂ３
）
ｔ
ｈ，

（
ｘ
ｂ－２

ｘ２

ｂ２
＋ｘ

３

ｂ３
）ｂｔｈ，（３

ｘ２

ｂ２
－２ｘ

３

ｂ３
）
ｔ
ｈ，

（－ｘ
２

ｂ２
＋ｘ

３

ｂ３
）ｂｔｈ］＝［Ｎ１

（ｈ－ｔ）
ｈ ，Ｎ２

（ｈ－ｔ）
ｈ ，

Ｎ３
（ｈ－ｔ）
ｈ ，Ｎ４

（ｈ－ｔ）
ｈ ，Ｎ５

ｔ
ｈ，Ｎ６

ｔ
ｈ，

Ｎ７
（ｈ－ｔ）
ｈ ，Ｎ８

ｔ
ｈ，］ （５）

对（４）在时间上积分得到

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ｘ，０）＋∫
ｔ

０
（Ｎ１υ１＋… ＋Ｎ８υ８）ｄｔ＝

　ｕ（ｘ，０）＋∫
ｔ

０
Ｎｖｄｔ （６）

Ｎ ＝［Ｎ１…Ｎ８］，ｖ＝［υ１…υ８］
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构造的虚函数为：
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则方程（３）可以写成如下的矩阵形式：

｛
ρＡ
ｈ∫

ｂ

０
［Ｎ］Ｔ［－Ｎ１…Ｎ８］ｄｘ＋

　ＥＩｈ∫
ｂ

０
［Ｎ＂］Ｔ［α（１－

　α／２）Ｎ＂１…（α
２／２）Ｎ＂８］ｄｘ｜ｔ＝αｈ／２｝｛υ｝

Ｔ ＝０ （８）

其中

Ｎ ＝［Ｎ１　Ｎ２　Ｎ３　Ｎ４］，υ＝［υ１…υ８］
可得到 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ梁单元的的质量矩

阵、刚度矩阵如下：

Ｍ＝１ｈ［－Ｍｓ｜Ｍｓ］，

Ｋ＝ｈ［α（１－α２）Ｋｓ
α２
２Ｋｓ］

其中

Ｍｓ＝
ｍｂ
４２０

１５６ ２２ｂ ５４ －１３ｂ

２２ｂ ４ｂ２ １３ｂ －３ｂ２

５４ １３ｂ １５６ －２２ｂ

－１３ｂ －３ｂ２ －２２ｂ ４ｂ













２

（９）

Ｋｓ＝
ＥＩ
ｂ３

１２ ６ｂ －１２ ６ｂ

６ｂ ４ｂ２ －６ｂ ２ｂ２

－１２ －６ｂ １２ －６ｂ

６ｂ ２ｂ２ －６ｂ ４ｂ













２

（１０）

Ｍ，Ｋ分别为时空质量矩阵和刚度矩阵．可以
看到它们由两个方阵组成，每个方阵的维数与时空

单元自由度的个数相等．矩阵Ｍｓ，Ｋｓ与传统有限元
法得到的质量矩阵，刚度矩阵具有相同的形式．在
一个时空单元域Ω的边缘建立力的平衡，向量ｖ中
包含节点初始时刻ｔｉ的速度和末时刻ｔｉ＋１的速度．

（Ｍ＋Ｋ）
ｖｉ
ｖｉ＋{ }
１

＋ｅｉ＝Ｆｉ，（ＫＬ｜ＫＲ）
ｖｉ
ｖｉ＋{ }
１

＋ｅｉ＝Ｆｉ

（１１）
其中

Ｋ ＝Ｍ＋Ｋ　ｅ＝Ｋｕｉ
ｅｉ为初始时刻的节点力，上式递推格式中只有

末速度 ｖｉ＋１是未知量，可以求得每一时刻的速度
值．根据下式可以求得每个时间步上的位移值．

ｕｉ＋１＝ｕｉ＋ｈ［βｖｉ＋（１－β）ｖｉ＋１］，β＝１－α
２．２　移动质量作用下Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ梁的离散

在时空有限元法中，移动质量的横向加速度可

以表示成如下的形式［６］：

　
ｄ２ｕ（υｍｔ，ｔ）
ｄｔ２

＝υ（ｘ，ｔ）ｔ ｘ＝υｍｔ
＋υｍ
υ（ｘ，ｔ）
ｘ ｘ＝υｍｔ

（１２）

考虑方程（１）右边的惯性项，乘以虚速度，在
时空域中积分得：

∫
ｈ

０∫
ｂ

０
Ｎｍδ（ｘ－υｍｔ）

２ｕ（υｍｔ，ｔ）
ｔ２

ｄｘｄｔ （１３）

移动质量在梁上的位置是变化的，所以总体质

９５
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量矩阵、刚度矩阵必须在每个时间步上建立．由式
（１３）得带有移动质量的梁单元质量矩阵和刚度矩
阵分别为：

Ｍｍ＝
ｍ
ｈ［Ｎ

］Ｔ［Ｎ１…Ｎ８］｜ｘ＝υｍｔ，

Ｋｍ＝ｍｈυ
２
ｍ［Ｎ］

Ｔ［α（１－α／２）Ｎ＂１…（α
２／２）Ｎ＂８］｜ｘ＝υｍｔ

Ｍｍ＝
ｍ
ｈ［－Ｍｍｓ｜Ｍｍｓ］ｘ＝υｍｔ，

Ｋｍ＝ｍｈυ
２
ｍ［α（１－α／２）Ｋｍｓ｜（α

２／２）Ｋｍｓ］｜ｘ＝υｍｔ
其中：

Ｍｍｓ＝

Ｎ１Ｎ１ Ｎ１Ｎ２ Ｎ１Ｎ３ Ｎ１Ｎ４
Ｎ２Ｎ１ Ｎ２Ｎ２ Ｎ２Ｎ３ Ｎ２Ｎ４
Ｎ３Ｎ１ Ｎ３Ｎ２ Ｎ３Ｎ３ Ｎ３Ｎ４
Ｎ４Ｎ１ Ｎ４Ｎ２ Ｎ４Ｎ３ Ｎ４Ｎ













４ ｘ＝υｍｔ

（１４）

Ｋｍｓ＝
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＂
３ Ｎ１Ｎ

＂
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＂
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＂
２ Ｎ２Ｎ

＂
３ Ｎ２Ｎ

＂
４

Ｎ３Ｎ
＂
１ Ｎ３Ｎ

＂
２ Ｎ３Ｎ

＂
３ Ｎ３Ｎ

＂
４

Ｎ４Ｎ
＂
１ Ｎ４Ｎ

＂
２ Ｎ４Ｎ

＂
３ Ｎ４Ｎ

＂













４ ｘ＝υｍｔ

（１５）

最终的时空有限元方程为：

　［ＫＬ ＋ＫＬｍ］｛ｕｉ｝＋［ＫＲ ＋ＫＲｍ］｛ｕｉ＋１｝＝｛Ｆ｝（１６）

３　时空有限元法求解步骤

由式（１１），得时空有限元法求解步骤：
　１、形成质量矩阵Ｍ，刚度矩阵Ｋ；
　２、计算力向量：

Ｆ＝ｆｎ－ｓｎ－［Ｋ（１－α／２）αｈ－（１／ｈ）Ｍ］ｖｎ； （１７）
　３、求解方程

［Ｋ（α２／２）ｈ＋（１／ｈ）Ｍ］ｖｎ＋１＝Ｆ； （１８）
　４、求位移

ｕｎ＋１＝ｕｎ＋ｈ［αｖｎ＋（１－α）ｖｎ＋１］； （１９）
　５、节点力

ｓｎ＝Ｋｕｎ； （２０）

４　梁的时空有限元数值结果

算例 １：有一长度 Ｌ＝２ｍ，弹性模量 Ｅ＝２．
０９ｅ１１Ｐａ，惯性矩 Ｉ＝１．６５ｅ－６ｍ４，线密度 ｍ＝３５．
４９ｋｇ／ｍ的悬臂梁，梁上有一移动质量 ｍｍ＝１７．８ｋｇ
的作用．

当移动质量速度ｖｍ＝１０ｍ／ｓ时，悬臂梁自由端
的位移和速度响应如图２和图３所示．移动质量移
动到０．１４ｓ时悬臂梁自由端的位移和速度度响应

的几种算法比较如表１．

图２　悬臂梁自由端位移响应

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｆｒｅｅｅｎｄｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

图３　悬臂梁自由端速度响应

Ｆｉｇ．３　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｔｈｅｆｒｅｅｅｎｄｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

表１　几种算法所得值与解析解比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｓｐｏｎｓｅｂｅｔｗｅｅｎｓｅｖｅｒａｌ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ａｌｇｏｎｉｔｈｍ Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ（ｍ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙ（ｍ／ｓ） ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ
Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ７．７５７６Ｅ－４ ０．０１０３Ｅ－６ －
Ｓｐａｃｅ－ｔｉｍｅ ７．７４８９Ｅ－４ ０．０１０３Ｅ－６ ０
Ｎｅｗｍａｒｋ－β ７．６２５２Ｅ－４ ０．００９９Ｅ－６ ３．８９％
Ｗｉｌｓｏｎ－θ ７．６２１２Ｅ－４ ０．００６８Ｅ－６ ３３．９８％

算例２：使用与算例１相同的悬臂梁系统，改
变移动质量的运动状态，假设移动质量以初速度为

零进行匀加速运动，加速度值ａｍ＝１ｍ／ｓ时，当移动
质量移动到１ｓ时悬臂梁自由端的位移和速度度响
应的几种算法比较如表２

表２　几种算法所得值与解析解比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｓｐｏｎｓｅｂｅｔｗｅｅｎｓｅｖｅｒａｌ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ａｌｇｏｎｉｔｈｍ Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ（ｍ）Ｖｅｌｏｃｉｔｙ（ｍ／ｓ） ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ
Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ １．１７２５Ｅ－４ ４．４７７６Ｅ－４ －
Ｓｐａｃｅ－ｔｉｍｅ １．１７１９Ｅ－４ ４．４７０８Ｅ－４ １．５０％
Ｎｅｗｍａｒｋ－β １．１６７４Ｅ－４ ４．４６１８Ｅ－４ ３．５３％
Ｗｉｌｓｏｎ－θ １．１６５７Ｅ－４ ４．４５７１Ｅ－４ ４．４８％

０６
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从悬臂梁梁的位移和速度响应结果中看到，时

空有限元法解精度明显高于 Ｎｅｗｍａｒｋ－β法和
Ｗｉｌｓｏｎ－θ法，精度的优势从速度值可以明显的看
出．从而可以看出时空有限元法在解决移动载荷作
用下梁的振动问题的高精度性．

５　结论

移动质量与梁的耦合振动方程为时变系数的

微分方程，为了分析移动质量作用下梁的动态响

应，建立了移动质量作用下梁的时空有限元模型．
本文利用时空有限元法，推导出时空域中求解结构

动态响应的算法格式，通过几种算法对移动质量作

用下悬臂梁自由端动态响应值进行了比较，可以看

出本文的时空有限元法的计算精度比 Ｎｅｗｍａｒｋβ
法和Ｗｉｌｓｏｎθ法高，不失为一种高精度的数值计算
方法，而传统的数值算法解的精度稍差．
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