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带有未知参数的驱动 －响应网络的自适应同步

王锦成

（漳州师范学院数学与信息科学系，漳州　３６３０００）

摘要　研究由带有未知参数的混沌系统作为节点动力学构成的驱动 －响应网络的自适应同步．基于 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ稳定性理论以及ＬａＳａｌｌｅ不变原理，设计合适的控制器和参数更新规则，使得驱动系统与响应网络达

到同步．为了验证理论的正确性，选择加权网络和ＢＡ无标度网络作为数值例子，并比较相同网络结构下不

同的节点动力学对同步时间的影响．数值仿真表明了该控制方案的有效性．

关键词　驱动－响应网络，　自适应同步，　无标度网络，　混沌

引 言

混沌是确定性系统产生的一种对初值具有敏

感依赖性的类随机运动．１９９０年，Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ
开创性地实现混沌同步［１］．由于混沌同步在许多领
域拥有巨大的潜在应用，许多学者广泛地开展了混

沌控制与同步的研究．人们先后提出了一系列可以
实现混沌同步的有效方法，如 Ｐ－Ｃ方法［１］，主动

控制［２］，线性反馈控制［３］，自适应反馈控制［４］，滑

模控制［５］等．
另一方面，自从１９９８年Ｎａｔｕｒｅ上的“小世界网

络”［６］和１９９９年 Ｓｃｉｅｎｃｅ上的“无标度网络”［７］两
篇开创性文章发表之后，复杂网络的研究掀起了一

股热潮．复杂网络的同步同样得到了广泛的研
究［８－１６］．针对单个网络的同步研究，目前已经有了
大量的研究成果［８－１２］．近年来，人们渐渐地考虑了
双网络之间的同步即“外同步”［１３，１４］．此外，胡满峰
等首先提出了驱动 －响应网络模型［１５，１６］．文献
［１５］采用单个部分线性系统驱动响应网络，实现
了投影同步．文献［１６］研究了驱动 －响应网络的
投影聚类同步．文献［１５，１６］研究的驱动 －响应网
络显示地把驱动系统放在了网络模型里．这样，网
络的同步目标态就可以显示地表达在网络模型里．
在已有的单个网络同步（称“内同步”）的研究文献

上，其实存在一个目标系统充当驱动系统的角色．
而把驱动系统显示放在网络模型里的优点就是可

以研究多种同步类型，如完全同步、广义同步、投影

同步等［１７］．这样可以扩展网络同步的实际应用范
围．文献［１８］进一步研究了网络节点动力学完全
相同的驱动－响应网络的函数投影同步．文献［１５，
１６，１８］考虑的混沌系统要求为部分线性系统，这样
限制了其适用范围．考虑到驱动系统存在不确定性
以及网络节点的动力学不同，文献［１９］针对此类
驱动－响应网络研究了其函数投影同步．在实际应
用中，混沌系统的参数可能是不同、未知或者不确

定［２０，２１］．同样，驱动系统以及网络节点的动力系统
的参数可能未知或者失配．然而，目前针对带有未
知参数的驱动－响应网络的研究相对较少．基于以
上的讨论及启发，为简单起见，本文试图研究带有

未知参数的驱动－响应网络的完全同步．基于Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ稳定性理论以及结合自适应控制方法，本文
设计了相应的控制器以及参数更新规律实现驱动

－响应网络的同步．最后，分别采用加权网络和ＢＡ
无标度网络作为例子验证本文方法的有效性．

１　问题描述

本文主要是研究单个驱动系统与响应网络之

间的同步．考虑带有未知参数的混沌系统作为驱动
系统，其状态方程可以写为：

ｘ＝ｆ（ｘ）＋Ｆ（ｘ）α （１）
其中，ｘ∈Ｒｎ为状态变量，ｆ（ｘ）∈Ｒｎ，Ｆ（ｘ）∈Ｒｎ×ｍ为
非线性矩阵函数，α∈Ｒｍ为系统的未知参数向量．
假设ΩＲｎ为混沌系统（１）的吸引域．

考虑由Ｎ个带有未知参数的混沌系统组成的
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线性耗散耦合的响应网络，其相应的状态方程可以

写为：

ｙｉ＝ｆ（ｙｉ）＋Ｆ（ｙｉ）αｉ＋ｃ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊΓｙｊ＋ｕｉ（ｔ），

　　　　　ｉ＝１，２，…，Ｎ （２）
其中，ｙｉ∈Ｒ

ｎ为第 ｉ个节点的状态变量，αｉ∈Ｒ
ｍ为

第ｉ个节点未知参数向量，常数ｃ＞０为网络的耦合

强度，矩阵Ａ＝（ａｉｊ）Ｎ×Ｎ表示网络的拓扑结构，称为

外耦合矩阵，并且满足耗散耦合条件∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ＝０，ｉ＝

１，２，…，Ｎ，Γ∈Ｒｎ×ｎ为内耦合矩阵，ｕｉ（ｔ）为控制器．
本文的基本目标是设计合适的控制器实现响

应网络的每个节点和驱动系统同步，即

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｘ－ｙｉ‖＝０，ｉ＝１，２，…，Ｎ （３）

其中，‖·‖表示欧式范数，即向量 ｘ∈Ｒｎ的范数

定义为：‖ｘ‖＝ ｘＴ槡 ｘ．

２　控制器设计及稳定性分析

为了实现以上目标，这里需要做出以下假设：

Ｈ１：假设连续函数ｆ在有界区域Ω上满足Ｌｉｐｓｃｈｉ
ｔｚ条件，即存在正常数Ｌｆ，使得

‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）‖≤Ｌｆ‖ｘ－ｙ‖ （４）
许多混沌系统满足Ｈ１，如 Ｌｏｒｅｎｚ系统，Ｃｈｅｎ系统，
Ｇｅｎｅｓｉｏ－Ｔｅｓｉ系统等．

定义误差变量 ｅｉ＝ｘ－ｙｉ，ｉ＝１，２，…Ｎ．则由
（１）、（２）可得到误差系统

ｅｉ＝ｆ（ｘ）－ｆ（ｙｉ）＋Ｆ（ｘ）α－Ｆ（ｙｉ）αｉ－

　ｃ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊΓｅｊ－ｕｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，Ｎ （５）

因此，驱动－响应网络之间的同步就转化为了误差
系统（５）的稳定性问题．
定理１：　如果驱动系统满足 Ｈ１，并且满足以下３
个条件：

条件（１）：ｕｉ（ｔ）＝Ｆ（ｘ）^α－Ｆ（ｙｉ）^αｉ＋θ
＾ｅｉ；

条件（２）：^α·＝ＦＴ（ｘ）∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ，^α

·

ｉ＝－Ｆ
Ｔ（ｙｉ）ｅｉ；

条件（３）：θ＾
·

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
‖ｅｉ‖

２；

其中，^α，^αｉ分别为α，αｉ的参数估计，ｉ＝１，２，…，Ｎ．
则驱动－响应网络可以实现同步．

证明：　选择Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ＝１２（∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉｅｉ＋∑

Ｎ

ｉ＝１
（αｉ－α^ｉ）

Ｔ（αｉ－α^ｉ）＋

　（α－α^）Ｔ（α－α^）＋（θ－θ＾）２） （６）

其中，θ待定常数．
则Ｖ沿误差系统（５）关于时间的导数为：

Ｖ· ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉｅｉ－∑

Ｎ

ｉ＝１
（αｉ－^αｉ）

Ｔα^·ｉ－（α－^α）
Ｔα^· －

　（θ－θ＾）θ＾
·

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｆ（ｘ）－ｆ（ｙｉ）＋Ｆ（ｘ）α－

　Ｆ（ｙｉ）αｉ－ｃ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊΓｅｊ－ｕｉ（ｔ））－∑

Ｎ

ｉ＝１
（αｉ－

　α^ｉ）
Ｔα^·ｉ－（α－α^）

Ｔα^· －（θ－θ＾）θ＾
·

＝

　∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｆ（ｘ）－ｆ（ｙｉ）＋∑

Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉＦ（ｘ）（α－α^）－

　∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉＦ（ｙｉ）（αｉ－α^ｉ）－ｃ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ∑

Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊΓｅｊ－

　∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉθ
＾ｅｉ）－∑

Ｎ

ｉ＝１
（αｉ－^αｉ）

Ｔα^·ｉ－（α－^α）
Ｔα^· －

　（θ－θ＾）θ＾
·

（７）

因为

α^·＝ＦＴ（ｘ）∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅｉ，^α

·

ｉ＝－Ｆ
Ｔ（ｙｉ）ｅｉ，θ

＾·＝∑
Ｎ

ｉ＝１
‖ｅｉ‖

２

（８）

所以（７）式可以改写为：

Ｖ· ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｆ（ｘ）－ｆ（ｙｉ））－ｃ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ∑

Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊΓｅｊ－

　∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉθ
＾ｅｉ－（θ－θ

＾
）θ＾
·

≤Ｌｆ∑
Ｎ

ｉ＝１
‖ｅｉ‖

２－

　ｃ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｅ

Ｔ
ｉｅｊ－∑

Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉθ
＾ｅｉ－（θ－θ

＾
）θ＾
·

≤

　∑
Ｎ

ｉ＝１
（Ｌｆ－θ）‖ｅｉ‖

２－ｃ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｅ

Ｔ
ｉΓｅｊ （９）

另一方面，

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｅ

Ｔ
ｉΓｅｊ＝ｅ

ＴＡΓｅ＝１２ｅ
Ｔ（ＱＴ＋

　Ｑ）ｅ≥λｍｉｎ（
ＱＴ＋Ｑ
２ ）‖ｅ‖２ ＝

　λｍｉｎ（
ＱＴ＋Ｑ
２ ）∑

Ｎ

ｉ＝１
‖ｅｉ‖

２ （１０）

这里，ｅ＝（ｅＴ１，ｅ
Ｔ
２，…，ｅ

Ｔ
Ｎ）

Ｔ∈ＲｎＮ，Ｑ＝ＡΓ，λｍｉｎ

（
ＱＴ＋Ｑ
２ ）为

ＱＴ＋Ｑ
２ 的最小特征值，从而，

Ｖ·≤∑
Ｎ

ｉ＝１
（Ｌｆ－ｃλｍｉｎ（

ＱＴ＋Ｑ
２ ）－θ）‖ｅｉ‖

２ ＝

　 －∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉｅｉ≤０ （１１）

２３
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这里，θ＝Ｌｆ－ｃλｍｉｎ（
ＱＴ＋Ｑ
２ ）＋１．

由ＬａＳａｌｌｅ不变原理［２２］，可以得到：

‖ｅｉ‖→０（ｔ→∞），ｉ＝１，２，…，Ｎ．
从而，误差系统（５）是渐近稳定的，即驱动 －响应
网络实现了同步．

３　数值仿真

为了验证本文方法的有效性，下面采用两个例子

进行分析．以下均考虑内耦合矩阵为Γ＝
１　０　０
０　１　０









０　０　１
，

耦合强度为ｃ＝５．
例１：　考虑驱动系统和响应网络的节点为

Ｃｈｅｎ混沌系统，其状态方程为：

　

ｘ１
ｘ２
ｘ









３

＝

　０
－ｘ１ｘ３
　ｘ１ｘ









２

＋

ｘ２－ｘ１ ０ ０

－ｘ１ ｘ１＋ｘ２ ０

０ ０ －ｘ









３

α１
α２
α









３

（１２）
当α１＝３５，α２＝２８，α３＝３时，系统呈现混沌现象，
如图１．

图１　Ｃｈｅｎ混沌系统吸引子

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆＣｈｅｎｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

假设响应网络由５个节点组成的加权网络，其邻接
矩阵：

Ａ＝

－５ １ ２ ０ ２
０ －３ １ ２ ０
０ １ －４ ２ １
１ ０ ０ －１ ０
３ ２ １ １ －















７

（１３）

系统的初值及参数估计的初值为０～２的随机
数，采用Ｍａｔｌａｂ软件进行仿真可以得到误差图，如
图２．从图２，可以看出误差系统很快收敛到零点，
进一步说明了驱动—响应网络实现了同步．

图２　误差图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ

例２：　考虑驱动系统和响应网络的节点为 Ｌｏｒｅｎｚ
混沌系统，其状态方程为：

　

ｘ１
ｘ２
ｘ









３

＝

　　０
－ｘ２－ｘ１ｘ３
　ｘ１ｘ









２

＋

ｘ２－ｘ１ ０ ０

０ ｘ１ ０

０ ０ －ｘ









３

α１
α２
α









３

（１４）

当α１＝１０，α２＝２８，α３＝
８
３时，系统呈现混沌现

象，如图３．

图３　Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统吸引子

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆＬｏｒｅｎｚｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

图４　误差图（ＢＡ无标度网络的节点为Ｌｏｒｅｎｚ系统）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ（ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｏｆ

ｔｈｅｎｏｄｅｉｓＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍ）

假设响应网络由节点数目为５０，初始为３个
孤立节点，新增加的节点优先连接３条边生成的
ＢＡ无标度网络．系统的初值及参数估计的初值为

３３
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０～２的随机数，采用 Ｍａｔｌａｂ软件进行仿真可以得
到误差图，如图４．从图４，可以看出误差系统很快
收敛到零点，进一步说明了驱动—响应网络实现了

同步．对于例１，我们同样考虑其网络结构为ＢＡ无
标度网络，可以得到如图５的误差图．比较图４、图
５，同步时间跟节点的动力学紧密相关．

图５　误差图（ＢＡ无标度网络的节点为Ｃｈｅｎ系统）

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ（ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｏｆ

ｔｈｅｎｏｄｅｉｓＣｈｅｎｓｙｓｔｅｍ）

４　结论

本文基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，设计合适的
控制器和参数更新律，实现了带有未知参数的驱动

－响应网络的自适应同步．分别采用加权网络和无
标度网络验证了该方法的有效性．同时，比较了相
同的网络结构下不同动力学对同步时间的影响．最
后，数值仿真说明了该方法是可行的．
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