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非对称强非线性振动特征分析

李银山　潘文波　吴艳艳　李欣业
（河北工业大学 机械工程学院 力学系，天津　３００１３０）

摘要　提出了构造一类非线性振子解析逼近周期解的的初值变换法．用Ｒｉｔｚ－Ｇａｌｅｒｋｉｎ法，将描述动力系统

的二阶常微分方程，化为以振幅、角频率和偏心距为独立变量的不完备非线性代数方程组；关键是考虑初值

变换，增加补充方程，构成了以角频率、振幅和偏心距为变量的完备非线性代数方程组．作为例子利用初值

变换法求解了相对论修正轨道方程的六种分岔周期解．给出了非对称振动的幅频曲线和偏频（偏心距与角

频率的关系）曲线．发现了固有角频率漂移现象．

关键词　初值变换法，　非对称振动，　分岔，　偏－频曲线，　固有角频率漂移

引 言

在传统的非线性振动研究中，周期解的定性分

析与定量分析是相分离的．Ｃ－Ｌ方法［１］（陈予恕

和ＬａｎｇｆｏｒｄＷ．Ｆ．１９８８）把两者统一在了一起．Ｃ－
Ｌ方法建立了周期解的拓扑结构和系统参数之间
的关系，把经典的非线性振动理论发展到可求整个

参数空间中的周期解问题［２］，统一了世界文献上对

非线性参数系统似乎矛盾的结果［３，４］．
传统的周期解摄动法［４，５］是在线性振动周期解

的基础上摄动的，控制微分方程的摄动与初始条件

是相分离的．因此，传统的摄动法对许多具有周期解
的问题无法求解．对于一般的强非线性振动系统，由
于情况复杂，虽然取得了可喜的成果［６～８］，但目前还

缺乏象弱非线系统那样一整套通用的近似求解方

法．特别是对非对称强非线性振动问题探讨较少．
文献［９－１１］采用初值变换法的思想求解了

对称强非线性振动问题；文献［１２，１３］采用初值变
换法的思想求解了非对称强非线性振动问题．

本文对相对论修正轨道方程进行了分岔分析，

采用初值变换法求解了相对论修正轨道方程的六

种非对称周期解，首次绘出了偏 －频（偏心距与角
频率）的关系曲线，发现了固有角频率漂移现象，并

分析了产生的原因．

１　初值变换法

李银山［９－１３］提出的初值变换法，其基本思想

是把一个非线性微分方程组的解，用两项谐波的组

合来解析逼近．首先采用谐波平衡法，得到以振幅，

角频率和偏心距为未知数的不完备非线性代数方

程组（未知数减去方程数等于一）；然后利用能量

守恒原理，对初始条件进行变换，把用位移和速度

表示的初始条件变换成振幅，角频率和偏心距之间

的协调方程（增加了一个补充方程），从而构成了

关于振幅，角频率和偏心距为未知数的完备非线性

代数方程组；对这个非线性代数方程组进行求解，

就可以得到振幅，角频率和偏心距．

考察方程

ｘ̈＋ｆ（ｘ）＝０ （１ａ）

为存在周期解的动力系统．这里，ｆ（ｘ）是其变量 ｘ

的任意非线性函数．初始条件为：

ｘ（０）＝ｘ０，　ｘ（０）＝ｘ０ （１ｂ）

首先对方程（１ａ）进行奇异性分析，判断是否

有周期解，是对称周期解，还是非对称周期解，然后

根据周期解的类型分别进行求解．

１．１　考虑初值变换的单项谐波平衡法

? 单项谐波平衡

设动力系统（１ａ）的非对称周期解为

ｘ＝ａ０＋ａ１ｃｏｓ（ωｔ） （２）

令ψ＝ωｔ用Ｒｉｔｚ－Ｇａｌｅｒｋｉｎ平均法得到：

∫
２π

０
［̈ｘ＋ｆ（ｘ）］ｃｏｓ（ｓψ）ｄψ＝０，（ｓ＝０，１） （３ａ）

即单项谐波平衡解偏—幅—频关系．
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? 初值变换
变换初始条件（１ｂ），增加补充方程

（ａ０＋ａ１）
２＝（ｘ０－ｅ）

２＋
ｘ２０
ω２

（３ｂ）

这里ｅ为中心坐标．

? 确定振幅、角频率和偏心距
由（３）联立可解得ω，ａ０，ａ１．

１．２　考虑初值变换的两项谐波平衡法

? 两项谐波平衡
设动力系统（１ａ）的非对称周期解为
ｘ＝ａ０＋ａ１ｃｏｓ（ωｔ）＋ａ２ｃｏｓ（２ωｔ） （４）

令ψ＝ωｔ用Ｒｉｔｚ－Ｇａｌｅｒｋｉｎ平均法得到：

∫
２π

０
［̈ｘ＋ｆ（ｘ）］ｃｏｓ（ｓψ）ｄψ＝０，（ｓ＝０，１，２）（５ａ）

可得到两项谐波平衡解偏—幅—频关系．

? 初值变换
变换初始条件（１ｂ）增加补充方程

（ａ０＋ａ１＋ａ２－ｅ）
２＝（ｘ０－ｅ）

２＋
ｘ２０
ω２

（５ｂ）

? 确定振幅、角频率和偏心距
由方程组（５）联立可解得ω，ａ０，ａ１，ａ２．

２　应用

一行星围绕太阳运行之轨道方程为带有参数

ｃ０，ｃ２的二次非线性哈密顿系统：

ｘ̈＋ω２０ｘ＋ｃ０＋ｃ２ｘ
２＝０ （６ａ）

其中ｃ２ｘ
２是相对论修正项，不妨取 ω０＝１．其初始

条件为：

ｘ（０）＝ｘ０，　ｘ（０）＝ｘ０ （６ｂ）
２．１　周期解存在性和对称性分岔分析

方程（６ａ）有两个平衡点：

ｘ１ ＝
－ω２０＋ ω

４
０－４ｃ０ｃ槡 ２

２ｃ２
，

ｘ２ ＝
－ω２０－ ω

４
０－４ｃ０ｃ槡 ２

２ｃ２

　ｃ２≠０ （７）

哈密顿函数

Ｈ＝１２ｘ
２＋ｃ０ｘ＋

１
２ω

２
０ｘ
２＋１３ｃ２ｘ

３ （８）

势能函数

Ｖ＝ｃ０ｘ＋
１
２ω

２
０ｘ
２＋１３ｃ２ｘ

３ （９）

Ｖ
ｘ
＝０，　ｃ０＋ω

２
０ｘ＋ｃ２ｘ

２＝０ （１０）

２Ｖ
ｘ２
＝０，　２ｃ２ｘ＝０ （１１）

若两个平衡点中有一个是中心 ｘ＃＝ｅ，令 ｘ＝ｙ
＋ｅ，代入（１０）式，并令关于 ｙ的偶次项系数等于
零，得到

ｃ０＋ω
２
０ｅ＋ｃ２ｅ

２＝０　（常数项为零） （１２）
ｃ２＝０　　（二次项系数为零） （１３）
产生分岔满足的条件是（１０）～（１３）式．其中

（１０）式是平衡条件；（１１）式是稳定性条件；（１２）和
（１３）式是对称性条件．

方程（６ａ）具有对称周期解的有三种情况：
（ａ）ｃ０＝０，ｃ２＝０，ｅ＝０；
（ｂ）ｃ０＞，ｃ２＝０，ｅ＝－ｃ０；
（ｃ）ｃ０＜，ｃ２＝０，ｅ＝－ｃ０．

此时对应线性振动．

图１　无周期解的势函数

Ｆｉｇ．１　Ｐｏｔｅｎｔｉａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｎｏｎｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ

方程（６ａ）具有非对称周期解的有六种情况：
（ａ）ｃ０＝０，ｃ２＞０，ｅ＝０；
（ｂ）ｃ０＝０，ｃ２＜０，ｅ＝０；

（ｃ）０＜ｃ０＜
１
４ｃ２
，ｃ２＞０，ｅ＝ｘ１；

（ｄ）１４ｃ２
＜ｃ０＜０，ｃ２＜０，ｅ＝ｘ２；

（ｅ）ｃ０＜０，ｃ２＞０，ｅ＝ｘ１；

（ｆ）ｃ０＞０，ｃ２＜０，ｅ＝ｘ２．
如图１中所示的势能曲线，方程（６ａ）无周期

６１
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解的有四种情况：

（ａ）ｃ０＝
１
４ｃ２
，ｃ２＞０；

（ｂ）ｃ０＝
１
４ｃ２
，ｃ２＜０；

（ｃ）ｃ０＞
１
４ｃ２
，ｃ２＞０；

（ｄ）ｃ０＜
１
４ｃ２
，ｃ２＜０．

２．２　非对称强非线性自由振动的初值变换法
设方程（６ａ）的解为
ｘ＝ａ０＋ａ１ｃｏｓ（ωｔ）＋ａ２ｃｏｓ（２ωｔ） （１４）

令ψ＝ωｔ用Ｒｉｔｚ平均法：

∫
２π

０
［̈ｘ＋ｆ（ｘ）］ｃｏｓ（ｓψ）ｄψ＝０，（ｓ＝０，１，２）（１５）

单项谐波平衡解的幅—频－偏关系：

ｃ０＋ａ０＋
ｃ２
２（２ａ

２
０＋ａ

２
１）＝０ （１６ａ）

（１－ω２）＋２ｃ２ａ０＝０ （１６ｂ）
初始条件约束方程：

（ａ０＋ａ１－ｅ）
２＝（ｘ０－ｅ）

２＋
ｘ２０
ω２

（１６ｃ）

由方程组（１６）联立可解得ω，ａ０，ａ１．
两项谐波平衡解幅—频－偏关系

ｃ０＋ａ０＋
ｃ２
２（２ａ

２
０＋ａ

２
１＋ａ

２
２）＝０ （１７ａ）

（１－ω２）＋ｃ２（２ａ０＋ａ２）＝０ （１７ｂ）

（１－４ω２）ａ２＋
ｃ２
２（４ａ０ａ２＋ａ

２
１）＝０ （１７ｃ）

初始条件约束方程

（ａ０＋ａ１＋ａ２－ｅ）
２＝（ｘ０－ｅ）

２＋
ｘ２０
ω２

（１７ｄ）

由（１７）联立可解得ω，ａ０，ａ１，ａ２．
２．３　非对称精确周期解相轨曲线

保守系统（６），中心在（ｅ，０）的非对称精确周
期解相轨曲线为

Ｈ＝１２ｘ
２＋１２ｘ

２＋ｃ０ｘ＋
１
３ｃ２ｘ

３＝Ｈｃｏｎｓｔ （１８）

常数Ｈｃｏｎｓｔ可由初始条件确定．非对称精确周
期解的周期为

Ｔ＝∫ ｄｘ
２［ＨｃｏｎｓｔＶ（ｘ槡 ）］

（１９）

非对称精确周期解的圆频率

ω＝２πＴ （２０）

２．４　非对称周期解的幅频曲线和偏频曲线
２．４．１　中心在零点ｃ０＝０，ｃ２≠０

幅－频关系（第一谐波振幅与频率的关系，其
中Ａ１＝｜ａ１｜）

ω２＝ ω２０－２ｃ
２
２Ａ槡
２
１ （２１ａ）

偏－频关系（偏心矩与频率的关系，其中Ａ０＝｜ａ０｜）

Ａ２０＝
（ω２－ω２０）

２

４ｃ２２
（２１ｂ）

当ｃ０＝０，ｃ２＜０，ｅ＝０时，图２（ａ）给出了幅频
曲线；图２（ｂ）给出了偏频曲线．

图２　骨干曲线（ｃ０＝０，ｃ２＜０，ｅ＝０）

Ｆｉｇ．２　ＢａｃｋｂｏｎｅＣｕｒｖｅｓ（ｃ０＝０，ｃ２＜０，ｅ＝０）

当ｃ２≠０时，二次非线性系统具有软弹簧特
征．偏频曲线是非线性非对称振动特有的现象．
２．４．２　中心不在零点

幅－频关系（第一谐波振幅与角频率的关系，
其中Ａ１＝｜ａ１｜）

图３　骨干曲线（ｃ０＝－１，ｃ２＞０，ｅ＝ｘ１）

Ｆｉｇ．３　ＢａｃｋｂｏｎｅＣｕｒｖｅｓ（ｃ０＝－１，ｃ２＞０，ｅ＝ｘ１）

图４　骨干曲线（ｃ０＝１，ｃ２＜０，ｅ＝ｘ２）

Ｆｉｇ．４　ＢａｃｋｂｏｎｅＣｕｒｖｅｓ（ｃ０＝１，ｃ２＜０，ｅ＝ｘ２）

７１
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ω２＝ ω２０－４ｃ０ｃ２－２ｃ
２
２Ａ
２
１槡 ） （２２ａ）

偏－频关系（偏心矩与角频率的关系，其中 Ａ０＝｜
ａ０－ｅ｜）

Ａ２０＝
ω２－ω２０
２ｃ２( )－ｅ

２

（２２ｂ）

固有角频率漂移

珚ω２０＝ω
２
０－４ｃ０ｃ２，　ω０＝１ （２２ｃ）

当ｃ０＝－１，ｃ２＞０，ｅ＝ｘ１ 时，图３（ａ）给出了
幅频曲线；图３（ｂ）给出了偏频曲线．

当ｃ０＝１，ｃ２＜０，ｅ＝ｘ２ 时，图４（ａ）给出了幅
频曲线；图４（ｂ）给出了偏频曲线．

当ｃ０≠０时，产生固有频率漂移现象．当 ｃ０和
ｃ２同号（ｃ０·ｃ２＞０）时固有角频率向左漂移，即 珚ω０
＜ω０；当ｃ０和ｃ２异号（ｃ０·ｃ２＜０）时固有角频率向
右漂移，即珚ω０＞ω０．

３　数值解

图５和图６给出了二次非线性保守系统方程
（６）的相轨迹：（ａ）单项谐波平衡法解与解析法解
的比较；（ｂ）两项谐波平衡法解与解析法解的比

较．
１）ｃ０＝０，ｃ２＝１，中心在ｅ＝０，初始条件ｘ０＝－

０．８，ｘ０＝０时，方程（１０）的相轨迹如图５所示．
解析法解：

ｘ＝－０．８＋１．２７６１ｃｎ２（０．５２４７７ｔ，０．８７８８４），

ω＝０．７４９８４；
单项谐波平衡法解：

ｘ＝－０．２１７０３－０．５８２９７ｃｏｓ（０．７５２２９ｔ）；
两项谐波平衡法解：

ｘ＝－０．２８４９７－０．６２８２５ｃｏｓ（０．７３７０８ｔ）＋
　０．１１３２２ｃｏｓ（１．４７４２ｔ）．
２）ｃ０＝１，ｃ２＝－１／５，中心在ｅ＝－０．８５４１０，初

始条件ｘ０＝５，ｘ０＝０时，方程（１０）的相轨迹如图６
所示．

解析法解：ω＝０．７９０５７；
单项谐波平衡法解：

ｘ＝０．８６１２７＋４．１３８７ｃｏｓ（０．８０９６３ｔ）；
两项谐波平衡法解：

ｘ＝１．５８２２＋４．４４５２ｃｏｓ（０．７５６７０ｔ）－
　１．０２７４ｃｏｓ（１．５１３４ｔ）．

表１　初值变换法与解析法求解方程（６）的周期对比［取ｃ０＝０，ｃ２＝１］

Ｔａｂｌｅ１　Ｐｅｒｉｏｄｉｃｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｉｎｉｔｉａｌ－ｖａｌｕｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ（６）［ｗｈｅｎｃ０＝０，ｃ２＝１１］

ＥｎｅｒｇｙＨ Ｎｏｒｍｋ ＡｎｇｌｅΘ ＡｍｐｌｉｔｕｄｅＡ
Ｃｅｎｔｒａｌ
ｏｆｆｓｅｔＡ０

Ａｎｇｕｌａｒ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙω

ＰｅｒｉｏｄＴ ＰｅｒｉｏｄＴ

０ ０ １．０４７２０ ０ ０ １ ６．２８３２ ６．２８３２
０．００１６７ ０．２７２８１ ０．９８０３５ ０．０５７８５ ０．００１１２ ０．９９８６０ ６．２９２０ ６．２９２０
０．０１０００ ０．４１８７９ ０．８８２２２ ０．１４２２３ ０．００６７９ ０．９９１４６ ６．３３７３ ６．３３７４
０．０２０００ ０．４９３６３ ０．８１１３７ ０．２０２３５ ０．０１３８４ ０．９８２４８ ６．３９５２ ６．３９５５
０．０４０００ ０．５８３４１ ０．７０５８８ ０．２８９８８ ０．０２８８４ ０．９６２９６ ６．５２４９ ６．５２６０
０．０６０００ ０．６４６４０ ０．６１８２０ ０．３６０２３ ０．０４５３１ ０．９４０８２ ６．６７８４ ６．６８１４
０．０８０００ ０．６９８８９ ０．５３６９４ ０．４２２９７ ０．０６３６９ ０．９１５１２ ６．８６６０ ６．８７２７
０．１００００ ０．７４７１４ ０．４５６４８ ０．４８２３４ ０．０８４７３ ０．８８４２１ ７．１０６０ ７．１２０２
０．１２０００ ０．７９５３２ ０．３７１７３ ０．５４１４９ ０．１０９７９ ０．８４４８５ ７．４３７０ ７．４６８１
０．１４０００ ０．８４８７９ ０．２７４３４ ０．６０４６４ ０．１４２０４ ０．７８８７６ ７．９６５９ ８．０４５５
０．１６０００ ０．９２４８４ ０．１３４２４ ０．６８５３０ ０．１９４３０ ０．６７４８５ ９．３１０５ ９．７７８４
１／６ １ ０ ０．７５ ０．２５ ０ ∞ ∞

　　Ｔ—解析法得到的周期；Ｔ—初值变换法得到
的周期．

Ｔ—Ｐｅｒｉｏｄｂｙａｎａｌｙｔｉｃｍｅｔｈｏｄ；Ｔ—Ｐｅｒｉｏｄｂｙ
ｍｅｔｈｏｄｏｆｉｎｉｔｉａｌ－ｖａｌｕｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ．

表１给出初值变换法与解析法求得方程（６）
［取ｃ０＝０，ｃ２＝１］的周期比较．其中，Ｈ为哈密顿能
量函数，Ａ为振幅，Ａ０为偏心距，ω为角频率．

４　结论

１）相对论修正轨道方程属于典型的非对称强
非线性振动问题．这个方程具有分岔特征，包括六
种非对称周期轨道．采用初值变换法，可以方便地
求解，其结果简单，精确．
２）在非对称强非线性振动问题中，不仅存在幅
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－频关系和相 －频关系，而且存在偏 －频关系．偏
－频关系是非对称强非线性振动问题特有的特性，
在工程中必须给予足够的重视．

图５　相轨迹（ｃ０＝０，ｃ２＝１，ｅ＝０，ｘ０＝－０．８，ｘ０＝０）

°°°初值变换法，———解析法

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｓ（ｃ０＝０，ｃ２＝１，ｅ＝０，ｘ０＝－０．８，ｘ０＝０）

°°°ｍｅｔｈｏｄｏｆｉｎｉｔｉａｌ－ｖａｌｕｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，——— ａｎａｌｙｔｉｃｍｅｔｈｏｄ

图６　相轨迹（ｃ０＝１，ｃ２＝－０．２，ｅ＝－０．８５４１０，ｘ０＝５，ｘ０＝０）

°°°初值变换法，———解析法

Ｆｉｇ．６　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｓ（ｃ０＝０，ｃ２＝１，ｅ＝０，ｘ０＝－０．８，ｘ０＝０）

°°°ｍｅｔｈｏｄｏｆｉｎｉｔｉａｌ－ｖａｌｕｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，——— ａｎａｌｙｔｉｃｍｅｔｈｏｄ

３）发现了非对称周期轨道的固有角频率漂移
现象．固有角频率漂移现象是由于非线性微分方程
中存在常数而引起的；对于线性微分方程中存在的

常数，可以通过坐标平移消去，但非线性微分方程

中的常数是不能消去的，必须引起重视．
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