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对接梁 Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型的建模与动态特性分析
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摘要　采用相对描述方式建立了Ｓａｎｄｉａ国家实验室结构连接件与界面研究中提出的对称连接梁Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ

问题的对称和反对称动力学模型，解析分析了系统的模态特性．解析模型中连接段采用挠性根部法模拟其

变形势能，根部挠性参数则根据试验结果识别．并采用虚拟材料法模拟连接段进行了有限元分析．两种方法

均获得了该Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型与其模态试验结果一致的动态特性．

关键词　Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型，　对接梁，　挠性根部法，　虚拟材料法

引 言

连接与界面的模拟一直是困扰工程结构分析的

主要难题之一．２０００年，美国 Ｓａｎｄｉａ国家实验室征
求知名工程研究人员、学者和项目管理者的建议，提

出了研究连接与界面建模问题的 Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模
型［１，２］：对称连接梁模型（如图１所示），分别加工整
体梁和螺栓连接梁以进行对比研究，不同团队对此

Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型的动力学特性进行了深入的实验与
数值研究，取得了重要进展［１，３６］．结合其长期积累的
研究成果，Ｓａｎｄｉａ的研究团队于２００３年提出了连接
件建模的总路线图［７９］，建议通过试验研究间隙接

触引起的微／宏观滑移和能量耗损现象，然后从唯
象的观点出发，采用 Ｉｗａｎ模型建立连接单元等方
法来模拟间隙接触产生的各种非线性现象．

目前，对称连接梁 Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型动力学特性
的研究尚缺乏解析理论分析结果．同时，连接件精细
建模技术，要求很高的软、硬件能力，例如，其结构连

接件动力学分析模型中，一个连接件的自由度就达

到了５００万．对于很多工程分析课题，很难达到如此
高的软、硬件能力，需发展适合实际能力的建模技

术．笔者所在团队从上世纪九十年代后期以来，经过
多年的工程分析工作积累，逐渐发展了一套以虚拟

材料模拟连接件的动力学建模方法［１０］，该方法可根

据实际的软硬件能力建立合适的求解规模，适宜数

值结合试验研究连接结构的宽频带随机动力学问

题，可获得满意的结果．本文首先根据对称连接梁

Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ问题的结构特点，将其分解为对称模态模
型和反对称模态模型，采用相对描述方式建立系统

的对称和反对称动力学模型［１１，１２］，解析分析其动态

特性；然后采用虚拟材料法模拟连接段，用有限元分

析结构的动态特性；再与文献中的试验结果进行比

较，以验证两种分析方法的有效性．

１　动力学建模与动态特性分析

对于图１所示 Ｓａｎｄｉａ国家实验室结构连接件
与界面研究中提出的对称连接梁Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型，

图１　Ｓａｎｄｉａ对接梁Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型的构形

Ｆｉｇ．１　ＣｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆＳａｎｄｉａｎｂｅｎｃｈｍａｒｋｍｏｄｅｌｏｆｊｏｉｎｔｅｄｂｅａｍ

本文首先采用如下的建模方法解析分析系统的动

态特性：根据系统的对称性，从梁的轴向几何中心

将其分解为对称模态模型和反对称模态模型，分别

建立其动力学方程（组）并解析分析系统的对称和

反对称动态特性；对于分解的模型，采用相对描述

方式建立系统的动力学模型［１１，１２］，即将连接段处

理为平动（对称）／转动（反对称）刚体，采用简化的
方法考虑连接段的变形能与惯性，其惯性由平均平
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动／平均转动惯性近似，变形能由连接外部截面的
平动／转动挠性变形能模拟；被连接细长梁的相对
变形则采用ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论进行建模处理．
１．１　对称模态模型动力学建模与动态特性分析

采用如图２所示方法建立浮动坐标系描述细
长梁的相对变形．设Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型中梁的总长为
Ｌ；连接的细长梁长Ｌ１，横截面积为Ａ１，转动惯量为
Ｉ１，密度为ρ１，弹性模量为Ｅ１；连接段长为Ｒ＝（Ｌ－
２Ｌ１）／２，质量为珚ｍ；对称模态模型模拟的平动刚度
为Ｋｓｔ；转动刚度为Ｋｓｒ．

图２　对称模态模型坐标系及其变量

Ｆｉｇ．２　ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓａｎｄＶａｒｉａｂｌｅｓｏｆｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｍｏｄａｌｍｏｄｅｌ

细长梁在惯性坐标系Ｏ－ＸＹ中的位矢为

珒ｒ＝（Ｒ＋ｘ）珒ｅ１＋（ｙ０＋ｒ０＋ｘα＋ｙ）珒ｅ２ （１）
对称模态模型的总动能为

Ｔｓ＝（１／２）珚ｍｙ
２
０＋（１／２）∫

Ｌ１

０
ρ１Ａ１（ｙ０＋ｒ０＋

　ｘα＋ｙ）２ｄｘ （２）
其总势能为

Ｕｓ＝（１／２）Ｋｓｔｒ
２
０＋（１／２）Ｋｓｒα

２＋

　（１／２）∫
Ｌ１

０
Ｅ１Ｉ１（ｙ

＂）２ｄｘ （３）

由Ｈａｍｉｌｔｏｎ最小作用量原理可得到系统的线
性动力学方程组

Ｅ１Ｉ１ｙ
（４）＋ρ１Ａ１（̈ｙ０＋ｒ̈０＋ｘ̈α＋ｙ̈）＝０

珚ｍ̈ｙ０＋ρ１Ａ１Ｌ１（̈ｙ０＋ｒ̈０＋Ｌ１α̈／２）＋∫
Ｌ１

０
ρ１Ａ１ｙ̈ｄｘ＝０

ρ１Ａ１Ｌ１（̈ｙ０＋ｒ̈０＋Ｌ１α̈／２）＋∫
Ｌ１

０
ρ１Ａ１ｙ̈ｄｘ＋Ｋｓｔｒ０ ＝０

（ρ１Ａ１Ｌ
２
１／２）（ｙ̈０＋ｒ̈０＋２Ｌ１α̈／３）＋∫

Ｌ１

０
ρ１Ａ１ｘｙ̈ｄｘ＋Ｋｓｒα＝０

ｙ（０，ｔ）＝０，ｙ′（０，ｔ）＝０；ｙ＂（Ｌ１，ｔ）＝０，ｙ（Ｌ１，ｔ）＝

















０
（４）

动力学方程组（４）可以刻画系统的整体刚体
平动模态、细长梁相对连接段的平动与转动模态以

及细长梁的各阶相对变形模态．若重点关注细长梁

的变形模态，可将方程组（４）第一式方程中梁挠度
的加速度项 ｙ̈用其余项表出，然后代入后三个方程
式中的积分项，利用边界条件分步积分，消除积分

项后，联立求解出两个平动自由度的加速度表达式

ｙ̈０、̈ｒ０和转动自由度的加速度表达式 α̈后再代入第
一式，即可得到细长梁变形模态满足的动力学方程

Ｅ１Ｉ１ｙ
（４）＋ρａＡ１ｙ̈＝ρ１Ａ１Ｅ１Ｉ１［（１／珚ｍ）ｙ（０，ｔ）－

　（１／Ｋｓｒ）ｘ̈ｙ
＂（０，ｔ）＋（１／Ｋｓｔ）̈ｙ（０，ｔ）］

ｙ（０，ｔ）＝０，ｙ′（０，ｔ）＝０；ｙ＂（Ｌ１，ｔ）＝０，ｙ（Ｌ１，ｔ）＝
{

０

（５）
引进无量纲化参数

ξ＝ｘ／Ｌ１，ｚ＝ｙ／Ｌ１，ｃｍ＝ρ１Ａ１Ｌ１／珚ｍ

β１＝ ρ１Ａ１Ｌ
４
１／Ｅ１Ｉ槡 １，εｓｔ＝Ｅ１Ｉ１／ＫｓｔＬ

３
１，εｓｒ＝Ｅ１Ｉ１／ＫｓｒＬ

{
１

（６）
且仍不妨记ｘ为 ξ，则线性动力学模型（５）无量纲
化为

ｚ（４）＋β２１̈ｚ＝ｃｍｚ（０，ｔ）εｓｒβ
２
１ｘ̈ｚ

＂（０，ｔ）＋εｓｔβ
２
１̈ｚ（０，ｔ）

ｚ（０，ｔ）＝０，ｚ′（０，ｔ）＝０；ｚ＂（１，ｔ）＝０，ｚ（１，ｔ）＝{ ０
（７）

设

ｚ（ｘ，ｔ）＝ｗ（ｘ）ｅｉωｔ （８）
将（８）代入（７）得到微分特征方程
ｗ（４）－λ４ｗ＝ｃｍｗ（０）＋εｓｒλ

４ｘｗ＂（０）－εｓｔλ
４ｗ（０）

ｗ（０）＝０，ｗ′（０）＝０；ｗ（１）＝{ ０
（９）

式中λ＝ β１槡 ω．
引入线性变换

ｖ＝ｗ＋（ｃｍ／λ
４－εｓｔ）ｗ（０）＋εｓｒｗ

＂（０）ｘ （１０）
则（９）变换为
ｖ（４）－λ４ｖ＝０

ｖ（０）－（ｃｍ／λ
４－εｓｔ）ｖ（０）＝０，

　ｖ′（０）－εｓｒｖ
＂（０）＝０；ｖ＂（１）＝０，ｖ（１）＝

{
０

（１１）

由（９）或（１１）可得到满足的代数特征方程
　１＋ｃｏｓλｃｈλ＋λεｓｒ（ｃｏｓλｓｈλ－ｓｉｎλｃｈλ）＋

（λ４εｓｔ－ｃｍ）［εｓｒ（１－ｃｏｓλｃｈλ）－
（１／λ）（ｃｏｓλｓｈλ＋ｓｉｎλｃｈλ）］＝０ （１２）

特征方程（１１）相应的特征向量为
　ｖｊ（ｘ）＝［（ηｊ－ψｊ）＋λｊεｓｒ］ｃｏｓλｊｘ＋［ζｊ－（ζｊ－

ψｊ）λｊεｓｒ］ｓｉｎλｊｘ＋［（ηｊ＋ψｊ）＋λｊεｓｒ］ｃｈλｊｘ－
［ζｊ－（ζｊ＋ψｊ）λｊεｓｒ］ｓｈλｊｘ，ｊ＝１，２，３，… （１３）

８６３
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式中λｊ为代数特征方程（１２）中的第ｊ阶特征值，而

　ξｊ＝
１－ｃｏｓλｊｃｈλｊ

ｃｏｓλｊｓｈλｊ－ｓｉｎλｊｃｈλｊ
，ηｊ＝

１＋ｃｏｓλｊｃｈλｊ
ｃｏｓλｊｓｈλｊ－ｓｉｎλｊｃｈλｊ

，

　ψｊ＝
ｓｉｎλｊｓｈλｊ

ｃｏｓλｊｓｈλｊ－ｓｉｎλｊｃｈλｊ
，ζｊ＝

ｃｏｓλｊｓｈλｊ＋ｓｉｎλｊｃｈλｊ
ｃｏｓλｊｓｈλｊ－ｓｉｎλｊｃｈλｊ

，

ｊ＝１，２，３，…．
通过变换式（１０）反变换即可得到特征方程（９）

的特征向量．显然，对于整体梁与螺栓连接梁，其代
数特征方程和特征向量的形式是完全相同的，即分

别为式（１２）和式（１３），只是对于两种不同梁，其中的
挠性参数的值不相同，需分别根据各自的模态试验

结果进行识别．下述反对称情形的结论与此一致．
１．２　反对称模态模型动力学建模与动态特性分析

类似图２或参考文［９］，可建立反对称模态模
型的动力学方程．由于反对称模态中连接段变形较
小，可不考虑平动挠性，其变形能全由转动挠性模

拟．此时，其动能为

Ｔａ ＝（１／２）Ｊ
－θ·２＋（１／２）∫

Ｌ１

０
ρ１Ａ１［ｒ０＋ｘα＋ｙ＋

　（Ｒ＋ｘ）θ·］２ｄｘ （１４）
式中θ为连接段的整体转角变量；Ｊ－为连接段的转
动惯量．

反对称模态模型的总势能为

Ｕａ＝（１／２）Ｋａｒα
２＋（１／２）∫Ｌ１０Ｅ１Ｉ１（ｙ

＂）２ｄｘ（１５）
式中Ｋａｒ为反对称模态模型的转动刚度．

同理，由Ｈａｍｉｌｔｏｎ最小作用量原理可得到反对
称模态模型的线性动力学方程组

Ｅ１Ｉ１ｙ
（４）＋ρ１Ａ１［（Ｒ＋ｘ）θ

¨＋ｘ̈α＋ｙ̈］＝０

Ｊ
－
θ¨＋∫

Ｌ０

０
ρ１Ａ１（Ｒ＋ｘ）［（Ｒ＋ｘ）θ

¨＋ｘ̈α＋ｙ̈］ｄｘ＝０

∫
Ｌ０

０
ρ１Ａ１ｘ［（Ｒ＋ｘ）θ

¨＋ｘ̈α＋ｙ̈］ｄｘ＋Ｋｓｒα＝０

ｙ（０，ｔ）＝０，ｙ′（０，ｔ）＝０；ｙ＂（Ｌ１，ｔ）＝０，ｙ（Ｌ１，ｔ）＝















０

（１６）
化简（１６）有
Ｅ１Ｉ１ｙ

（４）＋ρ１Ａ１ｙ̈＝ρ１Ａ１Ｅ１Ｉ１｛［（Ｒ＋ｘ）／Ｊ
－
］×

　［Ｒｙ（０，ｔ）ｙ＂（０，ｔ）］（１／Ｋａｒ）ｘ̈ｙ
＂（０，ｔ）｝

ｙ（０，ｔ）＝０，ｙ′（０，ｔ）＝０；ｙ＂（Ｌ１，ｔ）＝０，ｙ（Ｌ１，ｔ）＝
{

０

（１７）

将（１７）无量纲化有
ｚ（４）＋β２１̈ｚ＝ｃｉ（ａ＋ｘ）［ａｚ（０，ｔ）－

　ｚ＂（０，ｔ）］－εａｒβ
２
１̈ｚ
＂（０，ｔ）ｘ

ｚ（０，ｔ）＝０，ｚ′（０，ｔ）；ｚ＂（１，ｔ），ｚ（１，ｔ）＝
{

０

（１８）

式中ａ＝Ｒ／Ｌ１，ｃｉ＝ρＡ１Ｌ
３
１／Ｊ
－
，εａｒ＝Ｅ１Ｉ１／ＫａｒＬ１．

将（８）代入（１８）有
ｗ（４）λ４ｗ＝ｃｉ（ａ＋ｘ）［ａｗ（０）ｗ

＂（０）］＋εａｒλ
４ｘｗ＂（０）

ｗ（０）＝０，ｗ′（０）＝０；ｗ＂（１）＝０，ｗ（１）＝{ ０
（１９）

引入线性变换

ｖ＝ｗ＋（ｃｉ／λ
４）（ａ＋ｘ）［ａｗ（０）－

　ｗ＂（０）］＋εａｒｘｗ
＂（０） （２０）

则（１９）变换为
ｖ（４）－λ４ｖ＝０

ｖ（０）＋（ｃｉａ／λ
４）ｖ＂（０）－（ｃｉａ

２／λ４）ｖ（０）＝０，

ｖ′（０）＋（ｃｉ／λ
４－εａｒ）ｖ

＂（０）－（ｃｉａ／λ
４）ｖ（０）＝０；

ｖ＂（１）＝０，ｖ（１）＝













０
（２１）

特征方程（１９）、（２１）的特征值满足的代数特征方
程为

　１＋ｃｏｓλｃｈλ＋（２ｃｉａ／λ
２）ｓｉｎλｓｈλ＋（λεａｒ＋

ｃｉ／λ
３）（ｃｏｓλｓｈλ－ｓｉｎλｃｈλ）＋

（ｃｉａ
２／λ）（ｃｏｓλｓｈλ＋ｓｉｎλｃｈλ）－

ｃｉａ
２εａｒ（１－ｃｏｓλｃｈλ）＝０ （２２）

特征方程（２１）相应的特征向量为
　ｖｊ（ｘ）＝［（１＋ｃｉａ／λ

２
ｊ）－（ｃｉａ

２／λｊ）（ξｊ＋ψｊ）］ｃｏｓλｊｘ＋

［（ηｊ＋ψｊ）－（ｃｉａ／λ
２
ｊ）（ξｊ－ψｊ）＋

（ｃｉａ
２／λｊ）ζｊ］ｓｉｎλｊｘ－［（１－ｃｉａ／λ

２
ｊ）－

（ｃｉａ
２／λｊ）（ξｊ－ψｊ）］ｃｈλｊｘ＋［（ηｊ－ψｊ）＋

（ｃｉａ／λ
２
ｊ）（ξｊ＋ψｊ）＋（ｃｉａ

２／λｊ）ζｊ］ｓｈλｊｘ （２３）
式中λｊ为代数特征方程（２２）中的第 ｊ阶特征值．
通过变换式（２０）作反变换即可得到特征方程（１９）
的特征向量．
１．３　参数识别及与试验对比

对于图１所示的 Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型，根据文［２，
４］第１、３阶模态试验结果（对称）识别式（１２）、
（１３）中的挠性参数εｒｔ、εｓｔ，根据第３阶模态试验结
果（反对称）识别式（２２）、（２３）中的挠性参数 εａｒ．

整体梁的识别结果为 εｓｒ＝１．３５９７×１０
－２，εｓｔ＝６．

８８０９×１０－５，εａｒ＝１．１３２９×１０
－２；螺栓连接梁的识

别结果为εｓｒ＝４．５５９９×１０
－２，εｓｔ＝６．０２９１×１０

－４，

εａｒ＝４．６７６６×１０
－２．识别结果表明，对于对称模型，

平动挠性参数很小，表明其对系统对称模态影响较

小，可以忽略．忽略平动挠性后，整体梁识别的转动

９６３
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挠性参数为 εｓｒ＝１．３６５１×１０
－２；螺栓连接梁识别

的转动挠性参数为 εｓｒ＝４．６０８９×１０
－２．然后根据

识别的参数分别预测第４阶模态（反对称）和第５
阶模态（对称），预测结果如表１所示．表１预测频
率中，每栏上面的值为双参数分析频率，下面的值

为单参数分析频率．
表１　解析预测频率及其与试验的相对误差

Ｔａｂｌｅ１　ＡｎａｌｙｔｉｃａｌＦｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｉｔｓｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｅｒｒｏｒｖｓ．

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｎｏ．

Ｍｏｎｏｌｉｔｈｉｃｂｅａｍ Ｊｏｉｎｔｅｄｂｅａｍ

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（Ｈｚ）

Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（Ｈｚ）

ｅｒｒｏｒ
（％）

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（Ｈｚ）

Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（Ｈｚ）

ｅｒｒｏｒ
（％）

１ １３９．０４
１３９．０４
１３９．０４

０．００％
０．００％

１３２．２６
１３２．２６
１３２．２６

０．００％
０．００％

２ ３４１．３２ ３４１．３２ ０．００％ ３３６．８０ ３３６．８０ ０．００％

３ ７５７．９９
７５７．９９
７５９．１９

０．００％
０．１６％

７１５．４３
７１５．４４
７２５．３７

０．００％
１．３９％

４ １０９２．６４ １０９９．７６ ０．６５％ １０５２．３７ １０６０．８３ ０．８０％

５ １９６２．５７
１９７９．１０
１９９０．２６

０．８４％
１．４１％

１８４６．６２
１８１２．７３
１９０９．５３

１．８４％
３．４１％

表１的比较结果表明：

ａ．整体梁和螺栓连接梁固有频率的预测误差

均在５％以内，具有较高的预测精度；

ｂ．整体梁固有频率的预测精度高于螺栓连接

梁的预测精度，螺栓连接非线性对高阶频率具有一

定程度的影响；

ｃ．本文的解析方法是有效的．

２　有限元分析与参数识别

下面采用虚拟材料法模拟连接段建立系统的

有限元分析模型，采用 ＡＮＳＹＳ商业软件分析其动

态特性．建立的有限元模型如图３所示，其中采用

图３　系统有限元模型

Ｆｉｇ．３　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

Ｓｏｌｉｄ４５实体单元离散，整体自由度为２９４０．分析参

数为：细长梁和连接段的密度为 ρ１＝ρ２＝７７５０ｋｇ／

ｍ３；泊松比为ｖ１＝ｖ２＝０．３；细长梁弹性模量为Ｅ１＝

２００ＧＰａ；连接段弹性模量需根据模态试验结果识

别．根据文献［２，４］模态试验结果识别的参数和分

析结果如表２所示．

表２　有限元计算频率及其与试验的相对误差

Ｔａｂｌｅ２　ＦｒｅｑｕｅｎｃｙｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙＦＥＭａｎｄｉｔｓｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ

ｅｒｒｏｒｖｓ．ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｎｏ．

ＭｏｎｏｌｉｔｈｉｃｂｅａｍＥ２＝２００ＧＰａ ＪｏｉｎｔｅｄｂｅａｍＥ２＝５６ＧＰａ

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（Ｈｚ）

Ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（Ｈｚ）

ｅｒｒｏｒ
（％）

Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（Ｈｚ）

Ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（Ｈｚ）

ｅｒｒｏｒ
（％）

１ １３９．０４ １３９．６６ ０．４５ １３２．２６ １３２．３２ ０．０５
２ ３４１．３２ ３４１．３０ －０．０１ ３３６．８０ ３３８．２９ ０．４４
３ ７５７．９９ ７５７．９３ －０．０１ ７１５．４３ ７１３．６２ －０．２５
４ １０９２．６４ １１００．６７ ０．７３ １０５２．３７ １０７２．７８ １．９４
５ １９６２．５７ １９７１．２９ ０．４４ １８４６．６２ １８３８．７７ －０．４３

表２的比较结果表明，虚拟材料法模拟对接梁

Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型具有很好的精度，该分析方法是有

效的．

３　讨论

本文根据 Ｓａｎｄｉａ对称连接梁 Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型

特点，将其分解为对称模态模型和反对称模态模

型，采用相对描述方式建立了各自的动力学模型，

解析分析了系统的动态特性；并采用虚拟材料法模

拟连接段进行了有限元分析．两种方法均获得了该

Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ模型与其模态试验结果一致的动态特

性，表明两种分析方法是有效的．

另外，本文虽然没有分析系统的阻尼性能，但

只要在解析分析时，增加细长梁的粘性阻尼项和连

接段的阻尼项，也可以识别分析系统的阻尼特性．
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