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柔性板的模态价值降阶及其主动控制研究

章敏　蔡国平
（上海交通大学工程力学系，上海　２００２４０）

摘要　对柔性板的模型降阶和主动控制进行研究，并且进行实验验证．首先采用假设模态方法给出系统的

动力学方程，然后采用价值模态分析方法进行降阶研究．考虑到弱阻尼系统，文中给出了一种价值模态分析

方法的近似公式．控制律采用最优控制方法进行设计．仿真和实验结果显示，价值模态分析方法能够有效地

显示出系统各阶模态的重要程度，因此能够有效地对系统模型进行降阶．

关键词　柔性板，　模型降阶，　模态价值分析方法，　主动控制，　实验

引 言

２０世纪７０年代以来，为了实现复杂功能和延
长航天器的使用寿命，柔性附件在航天器中大量引

入，如大型太阳阵和大型空间天线等，而且这些附

件多为悬臂外伸薄板结构［１］．然而柔性附件的引入
为动力学建模与控制带来了困难．为了准确描述航
天器的运动，必须在动力学模型中充分考虑其柔性

特征，使得所建立的动力学模型的自由度数目通常

很大，而控制的设计和实现则要求系统模型的阶数

应尽可能地低［２］．这就要求对模型进行降阶处理，
而且降阶后的模型既要能真实地反映出系统的动

力学特性，阶数也要足够低，以便进行控制设计和

实现．另外从动力学仿真角度看，为提高动力学仿
真的计算效率，模型阶数也不应太高［２］．

模型降阶一般可以从两方面考虑［３］：一方面是

从建模的角度进行降阶，即根据经典的假设模态

法，选择具有良好正交性的模态集，截取少数低阶

模型以构成系统模型．另一方面是选择合适的降阶
准则进行降阶，即根据系统价值函数的大小，确定

出那些对系统特性贡献较大的少数主要模态，并以

这些模态组成系统模型，以达到模型降阶的目的．
目前常采用的降阶准则有惯性完备性准则［４］、模态

价值分析准则［５－７］、内平衡准则［８］等，其中模态价

值分析准则是根据各阶模态的模态价值对系统价

值函数的贡献来决定对该模态的取舍，保留那些价

值高的模态，略去价值很小的模态．模态价值分析

准则通过计算模态价值提供了一种截断模态的方

法，由于它直接将模态选择与控制目标联系起来，

因而与其他方法相比其降阶更加合理．
本文采用模态价值分析方法对柔性板的模型

降阶进行研究，并且进行主动控制设计，通过数值

仿真和实验对比验证模态价值分析方法的有效性．

１　动力学方程

考虑图１所示的柔性悬臂板．将板的横向位移

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）展开成模态叠加形式ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１
∑
∞

ｊ＝１
Ｗｉｊ

（ｘ，ｙ）ηｉｊ（ｔ），其中Ｗｉｊ（ｘ，ｙ）＝Ｘｉ（ｘ）Ｙｊ（ｙ）为板的第
ｉｊ阶模态试函数，Ｘｉ（ｘ）为板的第阶模态坐标，Ｙｊ
（ｙ）采用固定－自由悬臂梁的模态函数，采用自由
－自由梁的模态函数，详见文献［１］．假定截取板
的前阶模态作为结构的真实响应，则可得出柔性板

的动力学方程为：

图１　柔性板结构示意图

Ｆｉｇ．１　ＳｔｒｕｃｔｕｒａｌｍｏｄｅｌｏｆＦｌｅｘｉｂｌｅｐｌａｔｅ

Ｍｑ̈＋Ｄｑ＋Ｋｑ＝珔Ｂｕ
ｙ＝珔Ｃｄｑ＋珔Ｃｒ{ ｑ

（１）
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式中，ｑ∈Ｒｎ为物理坐标列向量；Ｍ∈Ｒｎ×ｎ、Ｄ∈
Ｒｎ×ｎ、Ｋ∈Ｒｎ×ｎ分别为质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩
阵，且有Ｍ＝ＭＴ＞０，Ｄ＝ＤＴ０，Ｋ＝ＫＴ０；ｕ∈Ｒｒ１

为控制力列阵，ｒ１为作动器的个数；珔Ｂ∈Ｒ
ｎ×ｒ１为作

动器的分布矩阵；ｙ∈Ｒｒ２×１是需要由控制系统抑制
的输出量，珔Ｃｄ∈Ｒ

ｒ２×ｎ和 珔Ｃｒ∈Ｒ
ｒ２×ｎ分别为位移观测

矩阵和速率观测矩阵．

２　模态价值分析

模态价值分析准则是由 Ｓｋｅｌｔｏｎ等人［５－７］提出

来的动力学模型降阶方法，它考虑了扰动作用和控

制性能要求对模态选择的影响，是一种较为广泛应

用的模型降阶方法．它提供了一种方法，以确定系
统中各组成要素对控制目标函数的贡献．这些要素
可以是物理上的子系统，也可以是如模态坐标这样

的数学子系统，它们通称为分量（Ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ）．对于
一般意义上的分量，这一方法称为分量价值分析

（ＣｏｍｐｏｎｅｎｔＣｏｓｔＡｎｓｌｙｓｉｓ，简称 ＣＣＡ）．当取模态作
为子系统时，则称为模态价值分析（ＭｏｄａｌＣｏｓｔＡ
ｎａｌｙｓｉｓ，简称ＭＣＡ）．

（１）ＭＣＡ的基本理论
采用正则模态矩阵 Ｔ，可将式（１）变换到正则

模态空间：

η̈＋ｄｉａｇ（２ζｉωｉ）η＋ｄｉａｇ（ω
２
ｉ）η＝^Ｂｕ

ｙ＝Ｃｄη＋Ｃｒ{ η
（２）

其中，Ｃｄ＝珔ＣｄＴ，Ｃｒ＝珔ＣｒＴ，^Ｂ＝Ｔ
Ｔ珔Ｂ，η为模态坐标列

向量，ωｉ、ζｉ分别为第 ｉ阶模态的固有频率和阻尼
比．

将方程（２）转成状态方程形式，有：
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ{ｙ＝Ｃｘ （３）

其中，ｘ＝［η１，ω１η１，…ηｎ，ωｎηｎ］，Ａ＝ｄｉａｇ（Ａｉ），Ｂ＝

［ＢＴ１，…，Ｂ
Ｔ
ｎ］

Ｔ，Ｃ ＝ ［Ｃ１，…，Ｃｎ］；Ａｉ ＝
－２ζｉωｉ －ωｉ
ωｉ[ ]０

，Ｂｉ＝
ｂｉ[ ]０ ，Ｃｉ＝［Ｃｒｉ，Ｃｄｉ／ωｉ］；ｂｉ

是Ｂ＾的第ｉ行，Ｃｒｉ、Ｃｄｉ分别为Ｃｒ、Ｃｄ的第ｉ列．
由于方程（３）中的状态分量为模态坐标，故分

量价值即为模态价值．第阶模态的模态价值计算公
式为［２］：

Ｖｉ＝ｔｒ［ＸＣ
ＴＱＣ］ｉｉ （４）

其中，ｔｒ（·）代表矩阵的迹；Ｑ表示输出 ｙ中各分

量相对重要性的权矩阵；Ｘ为系统状态的协方差矩
阵，为以下Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程的解：

ＸＡＴ＋ＡＸ＋ＢＢＴ＝０ （５）
模态价值也可按照以下方法进行计算．记：
Ｘ＝［Ｘ（１）１ 　Ｘ

（２）
１ 　…　Ｘ

（１）
ｎ 　Ｘ

（２）
ｎ ］

Ｔ，

Ｃ（１）ｉ ＝Ｃｒｉ，Ｃ
（２）
ｉ ＝Ｃｄｉ／ωｉ （６）

则第ｉ阶模态的模态价值为［２］：

Ｖｉ＝ｔｒ［ＸＣ
ＴＱＣ］ｉｉ＝Ｖｉ１＋Ｖｉ２ （７）

式中，

Ｖｉ１＝Ｘ
（１）
ｉ Ｃ

ＴＱＣ（１）ｉ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
［２ωｉωｊ（ζｊωｉ＋ζｉωｊ）

ｄｉｊ
Δｉｊ
Ｃ（１）Ｔｊ ＱＣ

（１）
ｉ ＋

　ωｊ（ω
２
ｊ－ω

２
ｉ）
ｄｉｊ
Δｉｊ
Ｃ（２）Ｔｊ ＱＣ

（１）
ｉ］

Ｖｉ２＝Ｘ
（２）
ｉ Ｃ

ＴＱＣ（２）ｉ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
［２ωｉωｊ（ζｊωｉ＋ζｉωｊ）

ｄｉｊ
Δｉｊ
Ｃ（２）Ｔｊ ＱＣ

（２）
ｉ ＋

　ωｊ（ω
２
ｊ－ω

２
ｉ）
ｄｉｊ
Δｉｊ
Ｃ（１）Ｔｊ ＱＣ

（２）
ｉ















 ］

（８）

其中，ｄｉｊ＝ｂｉｂ
Ｔ
ｊ，Δｉｊ＝４ωｉωｊ（ζｉωｉ＋ζｊωｊ）（ζｊωｉ＋

ζｉωｊ）＋（ω
２
ｊ－ω

２
ｉ）
２．

由上式可见，Ｖｉ不仅包含第 ｉ阶模态的贡献，
还包含其它模态的贡献，即模态价值并不是价值解

耦的，Ｖｉ＝０并不意味着可略去第阶模态而不影响
其它模态价值．所以模态价值分析准则就是根据各
阶模态价值对系统价值函数的贡献来决定对该阶

模态的取舍．系统的价值函数Ｖ为各阶模态价值之
和：

Ｖ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｖｉ （９）

Ｓｋｅｌｔｏｎ和Ｈｕｇｈｅｓ曾引入模型品质指标（Ｍｏｄｅｌ
ＱｕａｌｉｔｙＩｎｄｅｘ，简称ＭＱＩ）［５－７］：

ＭＱＩ＝（∑
ｒ

ｉ＝１
Ｖｉ）／（∑

ｎ

ｉ＝１
Ｖｉ）＝（∑

ｒ

ｉ＝１
Ｖｉ）／Ｖ （１０）

其中，∑
ｒ

ｉ＝１
Ｖｉ表示保留下的模态价值，ｒ为保留模态

的个数，ｎ为系统总的模态数．ＭＱＩ接近于１时表
示该模型品质最理想．

通过计算各阶模态价值，按照模态价值的大小

对模态进行排列，一般讲模态价值并不按频率大小

排列．模型降阶时，保留那些价值高的模态，略去那
些价值很小的模态．若模态价值分析要求保留的模
态数过多，则应修改控制目标，即改变作动器在结

构中的位置，也即改变方程（１）中的珔Ｂ矩阵，使只

９４３
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需保留合理的模态数．一般地讲，保留模态的选择
是个反复的过程．

（２）弱阻尼、频率足够分开时模态价值的近似
计算

前面给出的是模态价值计算公式的一般形式．
下面介绍一种计算弱阻尼系统模态价值的近似公

式．
由表达式Δｉｊ＝４ωｉωｊ（ζｉωｉ＋ζｊωｊ）（ζｊωｉ＋ζｉωｊ）

＋（ω２ｊ－ω
２
ｉ）
２可知，当ｉ＝ｊ时，有：

Δｉｉ＝１６ζ
２
ｉω
４
ｉ （１１）

当ｉ≠ｊ时，对于阻尼比ζ１的弱阻尼系统，当
相应的模态频率足够分开，即当满足以下条件时，

４ωｉωｊ（ζｉωｉ＋ζｊωｊ）（ζｊωｉ＋ζｉωｊ）（ω
２
ｊ－ω

２
ｉ）
２

（１２）
有：

Δｉｊ≈（ω
２
ｊ－ω

２
ｉ）
２ （１３）

于是，

　Ｖｉ１＝
ｄｉｉＣ

（１）Ｔ
ｉ ＱＣ

（１）
ｉ

４ζｉωｉ
＋∑
ｉ≠ｊ
［
２ωｉωｊ（ζｊωｉ＋ζｉωｊ）ｄｉｊ

（ω２ｊ－ω
２
ｉ）
２ ×

Ｃ（１）Ｔｊ ＱＣ
（１）
ｉ ＋

ωｊｄｉｊ
（ω２ｊ－ω

２
ｉ）
Ｃ（２）Ｔｊ ＱＣ

（１）
ｉ ］≈

ｄｉｉＣ
（１）Ｔ
ｉ ＱＣ

（１）
ｉ

４ζｉωｉ
＝
ＣＴｒｉＱＣｒｉｄｉｉ
４ζｉωｉ

　Ｖｉ２＝
ｄｉｉＣ

（２）Ｔ
ｉ ＱＣ

（２）
ｉ

４ζｉωｉ
＋∑
ｉ≠ｊ
［
２ωｉωｊ（ζｊωｉ＋ζｉωｊ）ｄｉｊ

（ω２ｊ－ω
２
ｉ）
２ ×

Ｃ（２）Ｔｊ ＱＣ
（２）
ｉ －

ωｊｄｉｊ
（ω２ｊ－ω

２
ｉ）
Ｃ（１）Ｔｊ ＱＣ

（２）
ｉ ］≈

ｄｉｉＣ
（２）Ｔ
ｉ ＱＣ

（２）
ｉ

４ζｉωｉ
＝
ＣＴｄｉＱＣｄｉｄｉｉ
４ζｉωｉ

（１４）

所以第ｉ阶模态的模态价值近似为［２］：

Ｖｉ＝Ｖｉ１＋Ｖｉ２≈
（ＣＴｄｉＱＣｄｉ＋ω

２
ｉＣ
Ｔ
ｒｉＱＣｒｉ）σ

２
ｉ

４ζｉω
３
ｉ

（１５）

式中，σ２ｉ＝ｄｉｉ＝ｂｉｂ
Ｔ
ｉ＝（Ｂ

＾ＢＴ^）ｉｉ，下标 ｉ表示取矩阵
的第ｉ个对角元素．

３　主动控制设计

假设采用模态价值分析方法所确定的重要模

态数目为ｒ，并假定对这ｒ个模态进行控制，作动器
的个数为ｒ１．受控模态方程为：

ｘｃ＝Ａｃｘｃ＋Ｂｃｕ （１６）

其中，ｘｃ∈Ｒ
２ｒ为由受控模态所组成的系统状态，Ａ

∈Ｒ２ｒ×２ｒ为受控模态状态方程的系统矩阵，Ｂ∈

Ｒ２ｒ×ｒ１为受控模态状态方程的作动器位置矩阵，ｕ∈
Ｒｒ１×１为控制力列向量．

根据最优控制理论，取性能指标：

Ｊ＝∫
＋∞

０
［ｘＴｃ（ｔ）珚Ｑｘｃ（ｔ）＋ｕ

Ｔ（ｔ）珚Ｒｕ（ｔ）］ｄｔ

（１７）
其中，珚Ｑ∈Ｒ２ｒ×２ｒ和珚Ｒ∈Ｒｒ１×ｒ１为正定对称增益矩阵．
可以得到最优控制律为：

ｕ（ｔ）＝－珚Ｒ－１ＢＴｃ珔Ｓｘｃ（ｔ） （１８）

其中，珔Ｓ∈Ｒ２ｒ×２ｒ为正定对称矩阵，为如下 Ｒｉｃｃａｔｉ矩
阵方程的解：

珔ＳＡｃ＋Ａ
Ｔ
ｃ珔Ｓ－珔ＳＢｃ珚Ｒ

－１ＢＴｃ珔Ｓ＋珚Ｑ＝０ （１９）

４　数值仿真与实验对比

本节进行仿真计算．悬臂板为铝合金板，尺寸
为０．６ｍ×０．３ｍ×０．００１５ｍ，密度为２７６６ｋｇ／ｍ３，弹
性模量为 ６９ＧＰａ，泊松比为 ０．３２，阻尼比取为 ０．
５％．假定在悬臂板的右下角点处施加一个外力，使
得该点产生２ｃｍ的初始位移，即（ｘ０，ｙ０）＝（０．６，
０），初始速度为０．然后去掉外力，板在该初始条件
下自由振动．仿真计算时，截取板的前５阶模态作
为板的真实响应，即ｎ＝５．则控制矩阵和观测矩阵
为：

　珔Ｂ＝［Ｘ１（ｘ０）Ｙ１（ｙ０）　Ｘ１（ｘ０）Ｙ２（ｙ０）　Ｘ２（ｘ０）Ｙ１（ｙ０）

　Ｘ２（ｘ０）Ｙ２（ｙ０）　Ｘ３（ｘ０）Ｙ１（ｙ０）］
Ｔ

　珔Ｃｄ＝［Ｘ１（ｘ０）Ｙ１（ｙ０）　Ｘ１（ｘ０）Ｙ２（ｙ０）　Ｘ２（ｘ０）Ｙ１（ｙ０）

　Ｘ２（ｘ０）Ｙ２（ｙ０）　Ｘ３（ｘ０）Ｙ１（ｙ０）］
Ｔ

　珔Ｃγ＝０
表１　模态价值计算结果

Ｔａｂｌｅ１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｏｄａｌｃｏｓｔａｎａｌｙｓｉｓ

Ｍｏｄａｌ
ｏｒｄｅｒ

Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（Ｈｚ）

Ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｔｒｏｌ Ｗｉｔｈｃｏｎｔｒｏｌ
Ｖ１ Ｖ２ ＭＱＩ Ｖ１（１０９）Ｖ２（１０９） ＭＱＩ

１ ３．５６６９０．１３３７０．１３３７０．９５１９ ０．４２４４ ０．４２４４ ０．７７４７
２ １５．１７３００．００５９０．００５９０．０４１７ ０．０５７７ ０．０５７７ ０．１０５４
３ ２２．３５３４０．０００５０．０００５０．００３９ ０．０３６７ ０．０３６８ ０．０６７１
４ ４９．８２３１０．０００３０．０００３０．００２３ ０．０１１４ ０．０１１４ ０．０２０９
５ ９８．１１３１２．４７ｅ５２．４７ｅ５０．０００２ ０．０１７５ ０．０１７５ ０．０３２０

表１中第３－５列给出了模态价值结果，其中
Ｖ１为采用公式（４）所得出的精确解，Ｖ２为采用近似
公式（７）的结果，ＭＱＩ为各阶模态价值占总价值的
百分比．计算时，因为方程（１）中的观测点为板右
下角点，因此公式（４）中 Ｑ为标量，取值为１．因为
本文考虑的柔性板为弱阻尼和频率足够分开，因此

０５３



第４期 章敏等：柔性板的模态价值降阶及其主动控制研究

Ｖ１的结果和Ｖ２的基本相同，这也验证了模态价值
近似解在弱阻尼、频率足够分开的情况下是适用

的．同时可以看到，对于自由响应模态分析，前两阶
模态价值之和已经达到总价值的９９．３６％，所以只
需要截取第一、第二阶模态便可以很好的对原高阶

系统进行近似，因此取前两阶模态组成降阶系统．
图２（ａ）中虚线给出了采用原高阶系统所得出的柔
性板右下角点的响应时程，采用降阶系统所得出的

该点的时程和原系统的吻合良好，局部放大图如图

２（ｂ）所示．图３为原系统的频率响应，图４为降阶
系统的频率响应，可看出，降阶系统能够较好地逼

近原系统．

图２　柔性板右下角点（Ｄ点）的仿真结果

Ｆｉｇ．２　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｏｉｎｔＤ

图３　原系统的频率响应　　　图４　降阶系统的频率响应

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆ
ｏｒｉｇｉｎａｌｓｙｓｔｅｍ

　　Ｆｉｇ．４　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆ
ｒｅｄｕｃｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

考虑采用两片压电作动器对板的自由振动进

行控制．压电片尺寸为 ０．０６ｍ×０．０１５ｍ×０．
０００５ｍ，密度为 ７６００ｋｇ／ｍ３，横向弹性模量 Ｅ１１为

６９ＧＰａ，轴向弹性模量Ｅ３３为５４ＧＰａ，压电常数ｄ３１为

－１．７５×１０－１０．压电材料用于结构控制会引起附

加质量和刚度效应［９］，因为本文中板的尺寸远大于

压电作动器，因此可忽略压电作动器所引起的质量

和刚度效应．文献［１０］采用粒子群优化方法对柔
性板上作动器的优化位置进行了详细研究，本文中

两片压电作动器的位置放置在文献［１０］中所确定
出的优化位置，压电作动器沿长度方向中点在板坐

标系 ＸＹ中的坐标为（０．０６７ｍ，０．０２８５ｍ）和（０．
４５ｍ，０．２１３５ｍ），如图１所示．此时方程（１）中，珔Ｂ∈
Ｒ５×２与两个压电作动器的位置有关；因为观测点仍

为板的右下角点，因此珔Ｃｄ、珔Ｃｒ仍如前所示．模态价
值结果如表１中第６－８列所示，可看出，对于施加
控制的情况，前两阶模态价值之和也高达总价值的

８８．０１％，因此也只需截取前两阶模态组成降阶系
统，以进行控制设计．控制设计时，取公式（１７）中
的增益矩阵为珚Ｑ＝ｄｉａｇ（［１００，１００，１，１］），珔Ｒ＝ｄｉａｇ
（４×１０－７，４×１０－８）．施加控制后，柔性板右下角点
的响应时程如图２（ａ）中实线所示．

为了验证以上仿真结果的正确性，在此开展实

验研究．实验系统以 ＤＳＰＴＭＳ３２０Ｆ２８１２为核心进
行构建，实验系统流程如图５所示．在悬臂板根部
位置粘贴两片电阻应变片，用于板振动信号的拾

取．应变片为浙江黄岩测试仪器厂生产，型号为
ＢＸ１２０－４ＡＡ，应变片在板坐标系 ＸＹ中的坐标为
（０．０３１ｍ，０．１４７５ｍ）和（０．０３４ｍ，０．２５４ｍ），见图１．
压电作动器尺寸如上所示，为江苏联能电子技术有

限公司生产．图６给出了实验结果，为柔性板右下
角点的响应时程，其中虚线为自由振动的结果，实

线是施加控制的结果．对比图６和图２（ａ）可看出，
结果吻合较好．关于模态坐标的提取和模态控制力
向实际控制力的转换可参考文献［１０］．

图５　实验系统流程图

Ｆｉｇ．５　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｙｓｔｅｍ

图６　柔性板右下角点（Ｄ点）的实验结果

Ｆｉｇ．６　ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｏｆｐｏｉｎｔＤ

５　结论

对柔性板模型降阶的模态价值分析方法和主

动控制进行了研究，并且开展了实验验证．考虑到
弱阻尼的情况，给出了一个模态价值的近似计算公

式．研究结果显示出，模态价值分析方法能够显示

１５３
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出结构各阶模态的重要程度，因此模态截断可以据

此而进行．当系统为弱阻尼和固有频率足够分开
时，可以采用模态价值的近似公式进行降阶．本文
的实验结果也验证了模态价值分析方法的有效性．
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