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轴向受力梁结构线弹性碰撞问题求解

黄志斌１，２　罗旗帜２
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摘要　研究了质点对轴向受力的Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁结构任意位置的横向撞击问题．把撞击体系简化为质量

－弹簧体系模型，采用积分变换方法，对撞击体系的控制微分方程、边界条件和连续条件进行Ｌａｐｌａｃｅ变换，

在频域内求得其解析表达式，然后采用Ｃｒｕｍｐ逆变换方法进行数值反演，得到时域内的各种动力响应．数值

算例给出了撞击力、弯曲应力和剪力随时间变化的曲线，通过与有限元比较验证了本方法的正确性．最后研

究了撞击位置、轴向压力、撞击质量、撞击速度和柔度系数等参数对撞击力的影响，得出了一些有用的结论．

关键词　Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁，　撞击，　轴力，　任意撞击位置，　Ｌａｐｌａｃｅ变换，　Ｃｒｕｍｐ法

引 言

结构的弹性撞击问题是一个经典问题可以追

溯到二十世纪初叶．Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ曾建立了钢球中心
冲击简支梁问题的非线性积分方程，并用分段数值

求积方法进行了求解，后来许多研究者对这问题做

了更深入的的研究［１－４］．但是，这些研究均是以
Ｈｅｒｔｚ接触理论为基础的，它并不代表物体间所有
真实接触过程，也不能反映物体间相互撞击时波的

传播过程．
近年来，发展了另一种求解弹性碰撞问题的直

接模态叠加方法（ＤＭＳＭ）［５］，它把结构弹性撞击

问题看成是撞击结构系统振动的初值问题，从而使

复杂的碰撞问题简单化．这种方法不但可以用来分
析平动结构的碰撞问题，还可以用来分析机构的各

种弹性锁定问题．文献［６］得到了质点、杆分别与
简支梁跨中横向碰撞问题的解析解，并借助数值分

析方法探讨碰撞问题的动态响应特性，分析了冲击

载荷的收敛性．文献［７］扩大研究的适用范围，讨
论撞击点位于梁上任意位置的撞击力变化情况．

由于梁受质点撞击作用的时间极短，了解梁的

瞬态变形和应力变化规律是很重要的，若采用振动

解答，由于频带较宽，尽管级数取很多项，但还是很

难得到满意的结果，所以本文采用了积分变换方法

求解．而且本文扩大了研究的适用范围，在文献
［７］的基础上，研究撞击点位于梁上任意位置的撞

击问题，对控制微分方程增加了轴力的影响，运用

Ｌａｐｌａｃｅ变换和 Ｃｒｕｍｐ逆变换方法［８－１０］求得了梁

与质点线弹性碰撞问题的解析表达式．

１　基本方程频域内求解

考虑轴力的Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的控制微分方
程为［１１］

４ｙ
ｘ４
＋ＮＥＩ
２ｙ
ｘ２
＋ρＡＥＩ
２ｙ
ｔ２
＝０ （１）

其中ｘ为梁的轴线坐标；ｙ为梁的挠度；ｔ为时间；Ｅ
为梁的弹性模量；Ｉ为截面惯性矩；Ｎ为轴力；ρ为
密度；Ａ为截面面积．

令α＝ρＡＥＩ、β＝
Ｎ
ＥＩ，考虑到梁初始位移和速度为

零（ｙｔ＝０＝０、
ｙ
ｔｔ＝０

＝０），所以对上式关于 ｔ进行

Ｌａｐｌａｃｅ变换为
４ｙ～

ｘ４
＋β

２ｙ～

ｘ２
＋αｐ２ｙ～＝０ （２）

上式的特征方程为：

λ４＋βλ２＋αｐ２＝０ （３）
其四个特征值为ｎ１、－ｎ１、ｎ２、－ｎ２
则方程（２）的基本解形式为
　ｙ～（ｘ，ｐ）＝ｃ１ｅ

ｎ１ｘ＋ｃ２ｅ
ｎ１ｘ＋ｃ３ｅ

ｎ２ｘ＋ｃ４ｅ
ｎ２ｘ（０≤ｘ≤ｌ２）（４ａ）

　ｙ～（ｘ，ｐ）＝ａ１ｅ
ｎ１ｘ＋ａ２ｅ

ｎ１ｘ＋ａ３ｅ
ｎ２ｘ＋ａ４ｅ

ｎ２ｘ（ｌ１≤ｘ≤０）

（４ｂ）
其中ｃ１、ｃ２、ｃ３、ｃ４、ａ１、ａ２、ａ３、ａ４为待求系数，ｌ１、ｌ２分
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别为撞击两侧的梁长．
梁上任一点的转角 θ，弯矩 Ｍ，剪力 Ｑ与梁挠

度ｙ的关系分别为：

θ＝ｙｘ
，Ｍ＝－ＥＩ

２ｙ
ｘ２
，Ｑ＝－ＥＩ

３ｙ
ｘ３

对其进行Ｌａｐｌａｃｅ变换，代入式（４）则

　θ
～
（ｘ，ｐ）＝ｎ１ｃ１ｅ

ｎ１ｘ－ｎ１ｃ２ｅ
ｎ１ｘ＋ｎ２ｃ３ｅ

ｎ２ｘ－ｎ２ｃ４ｅ
ｎ２ｘ（５）

　Ｍ
～
（ｘ，ｐ）＝ｋ１ｃ１ｅ

ｎ１ｘ＋ｋ１ｃ２ｅ
ｎ１ｘ＋ｋ２ｃ３ｅ

ｎ２ｘ＋ｋ２ｃ４ｅ
ｎ２ｘ

（６）

　Ｑ
～
（ｘ，ｐ）＝ｋ３ｃ１ｅ

ｎ１ｘ－ｋ３ｃ２ｅ
ｎ１ｘ＋ｋ４ｃ３ｅ

ｎ２ｘ－ｋ４ｃ４ｅ
ｎ２ｘ

（７）
其中ｋ１＝－ＥＩｎ

２
１，ｋ２＝－ＥＩｎ

２
２，ｋ３＝－ＥＩｎ

３
１，ｋ４＝－

ＥＩｎ３２．将式（５）－（７）中的 ｃｉ改为 ａｉ同样可以得到
当（ｌ１≤ｘ≤０）时转角、弯矩和剪力的表达式．

图１　撞击示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｃｈｏｆｉｍｐａｃｔ

精确求解梁的撞击问题是很困难的，实用时常

采用一些近似的方法来近似解决梁的横向冲击接

触问题．复旦大学的张文［１２］提出一种叫线化法的

简化方法，即把复杂的非线性碰撞问题在定性和定

量上用当量初速度和当量弹簧加以线性化，从而把

问题简化为线弹性系统的自由振动初值问题．文献
［１２］中证明了此计算方法的简便性和有较好的精
度，为分析弹性系统的撞击响应提供了一个实用方

法．
针对本文问题运用线化法，考虑一质量为 ｍ

物体以速度Ｖ横向撞击简支梁，撞击时物体和梁的
接触用一柔度系数为ｆ的弹簧模拟，如图１．其接触
平衡条件如下

ｍ
２ｕ
ｔ２
＋１ｆ（ｕ－ｙ）＝０ （８ａ）

１
ｆ（ｕ－ｙ）＝Ｑ１－Ｑ２ （８ｂ）

其中ｕ（ｔ）为撞击物的位移，Ｑ１、Ｑ２近似地取撞击点
正、负侧的剪力值，即 Ｑ１≈Ｑ｜ｘ＝０－，Ｑ２≈Ｑ｜ｘ＝０＋．进
行Ｌａｐｌａｃｅ变换，且由于撞击物初始位移为零，初始

速度为Ｖ（即ｕ＝０，ｄｕｄｔ＝Ｖ），则式（８）可简化为

ｍｐ２ｙ～｜ｘ＝０＋（Ｑ
～

１｜ｘ＝０－Ｑ
～

２｜ｘ＝０＋）×

　（ｍｐ２ｆ＋１）＝ｍＶ （９）
撞击正负两侧的位移、转角、弯矩为连续的，即

ｙ～｜ｘ＝０＋ ＝ｙ
～｜ｘ＝０－，

ｙ～

ｘ
｜ｘ＝０＋ ＝

ｙ～

ｘ
｜ｘ＝０－，

－ＥＩ
２ｙ～

ｘ２
｜ｘ＝０＋ ＝－ＥＩ

２ｙ～

ｘ２
｜ｘ＝０－ （１０）

对于梁的边界条件，有如下关系式

ｙ～｜ｘ＝－ｌ１＝０，－ＥＩ
２ｙ～

ｘ２
｜ｘ＝－ｌ１＝０，

ｙ～｜ｘ＝ｌ２＝０，－ＥＩ
２ｙ～

ｘ２
｜ｘ＝ｌ２＝０ （１１）

将式（４）－（７）代入（９）－（１１）可以求得系数
ｃ１、ｃ２、ｃ３、ｃ４、ａ１、ａ２、ａ３、ａ４，从而可以求得撞击力和
各种动力响应的表达式．

２　数值反演

应用Ｌａｐｌａｃｅ变换求时域响应的主要困难之一
就是迅速地获得其反演，这个问题往往对于简单的

有理函数也不能轻易解决．研究表明 Ｌａｐｌａｃｅ逆变
换是一个病态问题，得到解析的 Ｌａｐｌａｃｅ逆变换结
果一般很困难，常采用数值逆变换的方法．比较常
见的 Ｌａｐｌａｃｅ数值反演方法有 Ｄｕｂｅｒ法和 Ａｂａｔｅ
法、Ｄｕｒｂｉｎ法、Ｓｔｅｆｅｓｔ法、Ｃｒｕｍｐ法、Ｓｃｈａｐｅｒｙ法、
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式法、Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式法等许多方法，
针对本问题的具体特点以及各种方法的优缺点，本

文采用Ｃｒｕｍｐ法．
定义函数ｆ（ｔ）的Ｌａｐｌａｃｅ变换式为：

Ｆ（ｓ）＝∫
∞

０
ｆ（ｔ）ｅ－ｓｔｄｔ （１２）

Ｌａｐｌａｃｅ逆变换求ｆ（ｔ）的公式为：

ｆ（ｔ）＝ １２πｉ∫
β＋ｉ∞

β－ｉ∞
Ｆ（ｓ）ｅｓｔｄｓ （１３）

式中：ｓ＝β＋ｉｗ，β和ｗ分别为ｓ的实部和虚部，ｉ为
虚数单位．
采用Ｃｒｕｍｐ逆变换方法进行数值反演，其反演公式
如下

　ｆ（ｔ）≈ｅ
ａｔ

Ｔ｛
１
２Ｒｅ［Ｆ（ａ）］＋∑

Ｎ

ｋ＝１
Ｒｅ［Ｆ（ａ＋ｉｋπＴ）］×

ｃｏｓ（ｋπＴ）ｔ－∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｉｍ［Ｆ（ａ＋ｉｋπＴ）］ｓｉｎ（

ｋπ
Ｔ）ｔ｝ （１４）

式中：ｉ为虚数单位；Ｒｅ（ｓ）为求实部函数；Ｉｍ（ｓ）为

４４３



第４期 黄志斌等：轴向受力梁结构线弹性碰撞问题求解

求虚部函数；ａ＝α－ｌｎ（Ｅ′）／２Ｔ；α的取值要满足｜ｆ
（ｔ）｜≤Ｍｅａｔ，Ｍ为任意常数，Ｅ′为容许误差，可据需
要取为１０－５～１０－８；Ｔ＝０．８ｔｍａｘ；ｔｍａｘ为欲求的最大
时间，但因为ｔ越接近ｔｍａｘ，收敛越慢，故ｔｍａｘ也可取
为欲求的最大时间的两倍，以保证在所需要的时间

段内计算结果的准确性，当然计算点数须相应扩

大．需要补充说明，当ｔ＝０时，由式（１４）算得的值
应乘以２．式（１４）中无穷级数求和可用欧拉变换
方法或ＦＦＴ法等加速算法提高收敛速度，无穷级数
的求和项数可通过收敛计算确定．若不采用加速算
法，求和项一般需５００项以上才收敛．

３　算例分析

有关计算参数为：简支梁的密度 ７．８３×１０３

（ｋｇ／ｍ３），弹性模量 ２．０７×１０２（Ｇｐａ），梁长为 ５
（ｍ），梁的截面为 ０．２×０．２（ｍ２），撞击体的质量
５００（ｋｇ），撞击速度３（ｍ／ｓ），接触弹簧的柔度系数
０．２（ｍ／ＭＮ）．
３．１　算法的验证

由本文方法计算求得的撞击力响应与用 ＡＮ
ＳＹＳ有限元（１００个单元）求得的撞击力响应的对
比如图２所示，从图可以看出本文解与有限元解吻
合得非常好，说明本方法的正确性且有较好的精

度．从图２可以看出，物体撞击梁的撞击力最大值
为１１９．７１ｋＮ，比撞击刚性墙的撞击力１５０ｋＮ小；撞
击时间为５１ｍｓ，比撞击刚性墙的撞击时间３１．４ｍｓ
长，这说明了由于梁柔性的作用，使整个撞击体系

的刚度减少，从而导致撞击力减少，撞击时间增长．

图２　撞击力曲线

Ｆｉｇ．２　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｉｍｐａｃｔｌｏａｄｓ

图３～５分别是位移、弯曲应力和剪力响应图，
从图中可以看出，位移响应和弯曲应力响应都是呈

正对称分布，其最大位移和弯曲应力都在跨中．而
剪力响应呈反对称分布，其剪力变化幅度最大的位

置在两端边界上．

图３　位移响应图

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

图４　弯曲应力响应图

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｎｏｒｍａｌｓｔｒｅｓｓ

图５　剪力响应图

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｓｈｅａｒｆｏｒｃｅ

３．２　参数影响分析
图６为撞击位置分别在梁长 １／２、２／５和 １／５

位置的撞击力图，从图中看可以看出，撞击位置越

靠近边界，其最大撞击力越大，撞击时间越短．

图６　不同撞击位置的撞击力图

Ｆｉｇ．６　Ｉｍｐａｃｔｌｏａｄｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｍｐａｃｔｐｏｓｉｔｉｏｎ

图７为轴压力分别为０ｋＮ、２５００ｋＮ、５０００ｋＮ和
７５００ｋＮ的撞击力图，根据 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁弯曲
振动理论的特点［１３］，轴向压力可使梁的频率降低

和刚度减小，从图中可以看出，随着轴压力的增大，

５４３
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其最大撞击力略有减少，撞击时间也减少．
图８为撞击质量分别为２５０ｋｇ、５００ｋｇ和７５０ｋｇ

的撞击力图，从图中看可以看出，随着撞击质量的

增大，其最大撞击力增大，撞击时间也增长．

图７　不同轴压力的撞击力图

Ｆｉｇ．７　Ｉｍｐａｃｔｌｏａｄｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｘｉａｌｌｙ－ｌｏａｄ

图８　不同撞击质量的撞击力图

Ｆｉｇ．８　Ｉｍｐａｃｔｌｏａｄｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｍｐａｃｔｍａｓｓ

图９为撞击速度分别为 ３ｍ／ｓ、５ｍ／ｓ和 ７ｍ／ｓ
的撞击力图，从图中看可以看出，随着撞击速度的

增大，其最大撞击力也随着线性增大，撞击速度与

撞击时间无关．

图９　不同撞击速度的撞击力图

Ｆｉｇ．９　Ｉｍｐａｃｔｌｏａｄｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｍｐａｃｔｖｅｌｏｃｉｔｙ

图１０　不同柔度系数的撞击图

Ｆｉｇ．１０　Ｉｍｐａｃｔｌｏａｄｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

图１０为接触柔度系数分别为 ０．２ｍ／ＭＮ、０．
４ｍ／ＭＮ和０．８ｍ／ＭＮ的撞击力图，从图中看可以看
出，随着柔度系数的增大，其最大撞击力减小，撞击

时间增长．

４　结论

（１）通过对碰撞体系下 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的
控制微分方程、边界条件和连续条件进行 Ｌａｐｌａｃｅ
变换得到频域内的解析表达式，然后采用Ｃｒｕｍｐ逆
变换方法进行数值反演，最后得到时域内的各种动

力响应．数值算例中运用本文方法求解的结果与有
限元解吻合得非常好，说明了本方法的正确性且有

较高的精度．
（２）本文研究了撞击位置、轴向压力、撞击质

量、撞击速度和柔度系数等参数对撞击力和撞击时

间的影响，得出了一些有用的结论．
（３）本文方法可以研究撞击位置任意的预应

力梁结构，还可以方便的对其边界条件进行修改，

从而得到不同边界条件下各种动力响应的解答．
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