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摘要　研究了确定的和随机的神经放电数学模型中的鞍结分岔的动力学行为，随机模型中靠近鞍－结分岔

点的随机节律被揭示为随机更新过程；还研究了相应于分岔点附近的随机自共振机制．结果不仅揭示了鞍

－结分岔点附近的神经放电的统计特征和动力学机制，还给出了实用的鉴别现实神经系统中的鞍－结分岔

的指标．
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引 言

神经元是神经信息处理的基本单元，通过电、

化学活动进行信息处理，其有静息和放电两种基本

行为，从静息变为放电称为兴奋［１３］．生物学实验中
根据实验结果已经区分了不同的兴奋类型：在外加

电流刺激逐步增强的过程中，Ⅰ型兴奋的放电频率
从接近０Ｈｚ开始逐步增加，而Ⅱ型兴奋的放电频率
从几十Ｈｚ开始并基本保持不变［２４］．

非线性动力学概念和方法在研究兴奋的动力

学机理中发挥了关键作用．平衡点中的稳定焦点和
结点可以描述静息，周期或混沌吸引子可以描述放

电；分岔可以描述从静息到放电的转迁，包括 Ｈｏｐｆ
分岔和鞍结分岔，分别对应于实验中定义的Ⅱ型
和Ⅰ型兴奋［２４］．两类兴奋在外界电流激励下的表
现是不同的，说明两类兴奋的动力学表现和机理是

不同的，处理信息的动力学过程也是不同的［５］．
随着随机共振（ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅ）概念被引

入神经科学，两类兴奋在外界周期信号激励下的随

机共振得到了研究［６，１７］，揭示了噪声在神经信息处

理中会起关键的正面作用；同时也揭示了一类非周

期节律整数倍节律的特征和动力学机制．该节律
的峰峰间期（Ｉｎｔｅｒｓｐｉｋｅｉｎｔｅｒｖａｌ，ＩＳＩ）呈现为一个基
本ＩＳＩ（其大小等于外界信号的周期）的整数倍，ＩＳＩ
的统计直方图呈现出多个独立分布的峰（ｐｅａｋ），且
峰的幅值是指数衰减的［７］．

在没有外界周期信号激励的情况下，现实生物

的自发神经放电也发现了位于静息和周期１节律
之间的自发整数倍节律［８］；在确定性自治神经元数

学模型中，静息通过Ｈｏｐｆ分岔直接变为周期放电．
而考虑到现实的生物神经系统总是存在分子热涨

落等噪声或突触噪声这一事实，将随机因素的引入

确定性模型形成的随机模型模拟了从静息到整数

倍放电再到周期１放电的过程［８］；而自发整数倍节

律也被揭示为是经过随机自共振（Ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｓｔｏ
ｃｈａｓｔｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｏｒｃｏｈｅｒｅｎｃｅｒｅｓｏｎａｎｃｅ）机制在
Ｈｏｐｆ分岔点附近产生的，也是现实神经系统中Ⅱ
型兴奋的自发放电的真实表现［８］．

但是，到目前为止，对Ⅰ型兴奋在噪声作用下
的动力学特性的研究较少［９，１０］，Ⅰ型兴奋对应的
神经自发放电节律的特征还不清楚．在本文中，我
们主要用 ＭｏｒｒｉｓＬｅｃａｒ（ＭＬ）模型揭示噪声在鞍结
分岔点附近引起的放电节律的特征和随机自共振

现象，为认识现实生物Ⅰ型兴奋的自发放电和如何
利用噪声奠定基础．

１　ＭｏｒｒｉｓＬｅｃａｒ模型

ＭｏｒｒｉｓＬｅｃａｒ（ＭＬ）模型是目前最为常用的研究
神经Ｉ类兴奋的神经电活动模型．确定性 ＭＬ模型
由两个方程组成［１０，１１］：

ＣｄＶｄｔ＝－ｇＣａｍ∞（Ｖ）（Ｖ－ＶＣａ）－ｇＫω（Ｖ－

　ＶＫ）－ｇＬ（Ｖ－ＶＬ）＋Ｉ （１）

ｄω
ｄｔ＝φ

［ω∞（Ｖ）－ω］
τω（Ｖ）

（２）
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其中ｔ是时间，Ｖ表示膜电位，ω是 Ｋ＋通道打开的
概率．Ｉ是背景电流．ｇＣａ，ｇｋ，ｇｌ分别是 Ｃａ

２＋通道、

Ｋ＋通道和漏电流通道的电导，ＶＣａ，ＶＫ，ＶＬ分别是相

应于上述通道的平衡电位．ｍ∞，ω∞分别是 Ｃａ
２＋通

道和Ｋ＋通道打开概率的稳态值，τｗ是激活时间常
数，它们满足如下关系：ｍ∞ ＝０．５［１＋ｔａｎｈ

（
Ｖ－Ｖ１
Ｖ２
）］，ω∞ ＝０．５［１＋ｔａｎｈ（

Ｖ－Ｖ３
Ｖ４
）］，τω（Ｖ）＝

１／ｃｏｓｈ（
Ｖ－Ｖ３
２Ｖ４

）．

方程组模型中的各个参数的取值分别为：Ｃ＝
２０μＦ／ｃｍ２；ｇＫ ＝８μＳ／ｃｍ

２；ｇｌ ＝２μＳ／ｃｍ
２；Ｖｃａ ＝

１２０ｍＶ，Ｖｋ＝－８４ｍＶ，ＶＬ＝－６０ｍＶ，Ｖ１＝－１．２ｍＶ，

Ｖ２＝１８ｍＶ．当φ＝０．０６７；ｇＣａ＝４μＳ／ｃｍ
２；Ｖ３＝１２ｍＶ；

Ｖ４＝１７．４ｍＶ时，ＭＬ模型是Ⅰ型兴奋性的．时间单
位是ｍｓｅｃ．

现将高斯白噪声 ξ（ｔ）加到 ＭＬ模型方程的第
一个方程，保持第二个方程不变，就形成了随机ＭＬ
模型．白噪声ξ（ｔ）具有以下性质：（１）＜ξ（ｔ）＞＝
０，统计平均值为零；（２）＜ξ（ｔ）ξ（ｔ′）＞＝２Ｄδ（ｔ－
ｔ′），不同时刻的 ξ（ｔ）互不相关．其中 Ｄ是噪声强
度，δ（．）是Ｄｉｒａｃｔ－δ函数．

对于确定和随机ＭＬ模型，采用Ｍａｎｎｅｌｌａ数值
积分法［１２］进行数值积分，积分步长为０．０１ｍｓｅｃ．

２　确定性ＭｏｒｒｉｓＬｅｃａｒ模型的动力学行为

在确定性 ＭＬ模型中，当 Ｉ＜３９．９６时，计算表
明，不稳定焦点（虚线），鞍点（点线）和稳定结点

（细实线）共存，如图１和图２ｂ所示，此时ＭＬ模型
的行为为静息态，对应稳定结点．当 Ｉ＞３９．９６时，
不稳定焦点（虚线）和稳定极限环（粗实线，代表极

限环的最大幅值和最小幅值）共存（图１），如图３ｂ
所示，此时ＭＬ模型的行为是放电状态，它对应稳
定的极限环．当Ｉ≈３９．９６时，鞍点和结点汇合为鞍
结点，极限环变为通过该鞍结点且周期为无穷大的

不变环（Ｉｎｖａｒｉａｎｔｃｙｃｌｅ）．因此，Ｉ≈３９．９６为模型的
分岔点，称为为不变环上的鞍结分岔（ｓａｄｄｌｅｎｏｄｅ
ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｎａｎｉｎｖａｒｉａｎｔｃｙｃｌｅ）［２］，它是一类特殊
的鞍结分岔．

静息态（Ｉ＝３９．５）的动力学行为如图２ｂ所示，
以黑点，半黑点和小圆环分别代表稳定结点，鞍点

和不稳定焦点．鞍点的稳定流形和不稳定流形分别

对应细实线和点线．鞍点的稳定流形对应的线形成
一个阈值，当外界的刺激使得（Ｖ，ω）的值超过这个
阈值时，轨线首先沿着鞍点的不稳定流形远离鞍

点，然后如图２ｂ粗实线所示运行产生一次放电，放
电在稳定结点处结束；放电时程如图２ａ所示．

图１　确定性ＭＬ模型的不变圆鞍结分岔（Ｉ≈３９．９６）

Ｆｉｇ．１　Ｓａｄｄｌｅ－ｎｏｄｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｎａｎ

ｉｎｖａｒｉａｎｔｃｙｃｌｅｉｎｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃＭＬｍｏｄｅｌ（Ｉ≈３９．９６）

图２　静息（Ｉ＝３９．５）受扰后产生放电脉冲；对应的相图

Ｆｉｇ．２　 Ａｓｐｉｋｅｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｏｒｅｓｔ（Ｉ＝３９．５）；

 Ｔｈｅｐｏｒｔｒａｉｔｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏ

图３　确定性ＭＬ模型中放电： Ｉ＝３９．９７； Ｉ＝３９．９７的相图；

 Ｉ＝４１； ＩＳＩ和放电频率（插入图）随Ｉ的变化

Ｆｉｇ．３　ＦｉｒｉｎｇｉｎｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃＭＬｍｏｄｅｌ：

Ｉ＝３９．９７； Ｐｏｒｔｒａｉｔｏｆ；Ｉ＝４１；

 ＣｈａｎｇｅｓｏｆＩＳＩａｎｄｆｉｒｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｉｎｓｅｒｔｆｉｇｕｒｅ）ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏＩ

在靠近不变环的鞍结分岔点附近，与 Ｉ＝３９．
９７和Ｉ＝４１相应的放电分别如图３ａ和３ｃ所示，它
们都为周期１节律（极限环，如图３ｄ所示），但是两

３３３
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者之间的ＩＳＩ和放电频率有较大差异，虽然其参数
Ｉ的差异不大．放电和放电频率在随 Ｉ变化的变化
如图３ｄ所示．在靠近鞍结分岔点附近，极限环的
周期很大，放电频率接近０；随着 Ｉ的增加，放电频
率快速增加．这些都是Ⅰ型兴奋的重要特征．

３　随机ＭｏｒｒｉｓＬｅｃａｒ模型中的随机放电节律

在确定性ＭＬ模型中，Ｉ＝３９．５时其行为为静
息态，无放电．在随机ＭＬ模型中，在引入合适的噪
声强度（如Ｄ＝０．５）时，会有非周期放电节律产生．
其放电轨迹如图４ａ所示；其ＩＳＩ序列和回归映射如
图４ｂ和４ｃ所示，并无明显的规律；其统计直方图
如图４ｄ所示，从中可看出ＩＳＩ数量随 ＩＳＩ增加迅速
增加，后慢慢降低；如４ｄ的插入图所示，在对数坐
标中，该衰减为线性的．利用最小二乘法，可以得到
如下方程：ｌｏｇｙ＝３．０８８－２．７３１ｘ，其中ｌｏｇｙ与ｘ的
相关系数为－０．９８７，它揭示出ＩＳＩ的衰减大约遵循
指数衰减规律．

图４　随机ＭＬ模型中放电（Ｉ＝０．５和Ｉ＝３９．５）：

放电时程；ＩＳＩ序列； ＩＳＩ序列的首次回归映射；

ＩＳＩ序列的统计直方图；ＩＳＩ序列的自相关函数

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｆｉｒｉｎｇｉｎｔｈｅｓｔｏｃｈａｓｔｉｃＭＬｍｏｄｅｌ（Ｉ＝０．５ａｎｄＩ＝３９．５）：

 Ｔｒａｉｎｓ； ＩＳＩｓｅｒｉｅｓ； ＦｉｒｓｔｒｅｔｕｒｎｍａｐｏｆＩＳＩｓｅｒｉｅｓ；

 ＩＳＩＨｉｓｔｏｇｒａｍ； ＡｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆＩＳＩｓｅｒｉｅｓ

自相关函数是判别 ＩＳＩ序列是否更新过程还
是非更新过程的常用的、简便的重要指标．对于 ＩＳＩ
序列ＩＳＩ（ｉ），其自相关函数

　Ｃ（τ）＝＜ＩＳＩ（ｉ）ＩＳＩ（ｉ＋τ）＞
＜ＩＳＩ２＞

（ＩＳＩ＝ＩＳＩ＜ＩＳＩ＞，

其中＜ＩＳＩ＞表示对ＩＳＩ的平均）
与τ的关系如图４ｅ所示，在 τ＞０时全为０，说明
该ＩＳＩ序列是一个更新过程．放电的每一次产生，
与上一次放电无关，是随机的．

该放电与Ⅱ型兴奋时噪声诱发的整数倍节律
明显不同，其统计直方图是连续分布而不是孤立的

多峰分布．因此，噪声作用下的Ⅰ型兴奋的放电不
再象确定性模型中那么简单，产生了无规律的非周

期的随机节律，该非周期节律与与Ⅱ型兴奋的非周
期整数倍节律明显不同．这就为辨识现实神经系统
中Ⅱ型兴奋对应的自发放电节律提供了依据．

在随机ＭＬ模型中，如果取用合适的参数 Ｉ值
和噪声强度Ｄ的值，鞍结分岔点附近的稳定结点
处有非周期放电产生．Ｄ＝０．５时，Ｉ＜３２．５，为静息
态；在３２．５≤Ｉ＜６７．５，为非周期节律；６７．５≤Ｉ≤
９７．５，为周期１节律．

４　随机ＭｏｒｒｉｓＬｅｃａｒ模型中的随机自共振

对于放电时程 ｙ（ｔ），其自相关函数 Ｃ（τ）＝

＜ｙ（ｔ）ｙ（ｔ＋τ）＞
＜珋ｙ２＞

（其中珋ｙ＝ｙ－＜ｙ＞，＜ｙ＞表示对

ｙ的平均），以及由自相关函数计算的特征相关时

间τｃ ＝∫
∞

０
Ｃ２（ｔ）ｄｔ被广泛的用于刻画随机自共

振［１３］．τｃ反应了时间序列的相关程度．τｃ和 Ｄ的

关系如图Ｆｉｇ．５（ａ），τｃ在 Ｄ＝２时达到最大值，表
明产生了随机自共振现象，这也就说明了 ＩＳＩ序列
的相关程度达到最佳．

本文还利用 ＩＳＩ序列的变异系数 Ｒｐ ＝

Ｖａｒ（ＩＳＩ槡 ）

＜ＩＳＩ＞ （Ｖａｒ（ＩＳＩ槡 ）表示 ＩＳＩ的标准差）．因它能

够反应ＩＳＩ序列波动程度的指标，所以也是经常被
用来衡量随机自共振的指标［１３］．如图 Ｆｉｇ．５（ｂ）所

示，在噪声强度取Ｄ＝５时，有Ｒｐ达到最小，这说明
了随机自共振的产生．

放电时程或 ＩＳＩ序列的功率谱常被用来刻画

Ｈｏｐｆ分岔点附近的随机自共振［８］．在本研究中，我

们用快速傅立叶变换计算出放电时程的谱．在每次
谱分析中，采用 １０２４个数据点，采样频率为
２０００Ｈｚ；在进行１００次谱分析后进行平均得到平均

４３３
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谱．图５（ｃ）是 Ｉ＝３９．５时在三个不同噪声（Ｄ＝０．
５，Ｄ＝２，Ｄ＝５）强度下的功率谱，其中 Ｄ＝５时对
应的谱强度最大，这可能也是出现随机自共振的特

征之一．与Ｈｏｐｆ分岔点不同的是，功率谱没有出现
峰值，因此我们难以从中计算出相应的指标来刻画

随机自共振机制．这是因为在神经系统中，不变环
上的鞍结分岔点附近的稳定结点没有内在周期
性，但是，Ｈｏｐｆ分岔点附近的稳定焦点具有内在振
荡周期，所以在鞍 －结分岔点附近的功率谱中，没
有在某一频率处表现出随机自共振现象，而 Ｈｏｐｆ
分岔点附近的功率谱则会表现出随机自共振现

象［８］．

图５　随机ＭＬ模型中不同噪声强度下的

特征相关时间τｃ，变异系数Ｒｐ和放电的功率谱（Ｉ＝３９．５）

Ｆｉｇ．５　τｃ，ｖａｒｉａｂｉｌｉｔｙｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔＲｐａｎｄ

 ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｓｐｉｋｅｔｒａｉｎｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｎｏｉｓｅｄｅｎｓｉｔｙｉｎｔｈｅｓｔｏｃｈａｓｔｉｃＭＬｍｏｄｅｌ（Ｉ＝３９．５）

５　结论与讨论

本研究揭示了鞍 －结分岔附近的自发放电节
律是一个随机更新过程，放电之间的相互独立，没

有相关性，将放电节律与随机过程分析相联系；最

后，本研究还揭示了在不变圆的鞍结分岔附近的随

机自共振效应的表现，在功率谱中不表现随机共振

特征，这是与Ⅱ型兴奋（Ｈｏｐｆ分岔）的区别；为神经
在Ⅰ型兴奋时如何利用噪声提供了参考．

神经兴奋是重要的生理学问题，其所对应的分

岔是基本的动力学问题．以前的文献对于Ⅱ型兴奋
的研究较为详细和全面，而对于Ⅰ型兴奋，则相对
较少．这些研究注意了放电节律的 ＩＳＩ变异性较
大［９］，关注了强度随时间线性增加的电流作用下的

放电频率随电流强度的变化［２，３，１４］，这与本文研究

结果一致，还关注了外界激励引起响应的频率和幅

值关系［５］，以及外界激励下的随机共振［６］，但是，

几乎没有见到关于自发放电节律的研究结果．而实
际的神经系统，就有许多神经元处于自发状态，还

有的接受类似噪声的来自突触的信息［１８］，称为突

触噪声．当神经元处于这两种状态时，都与本研究

相对应．对于如何认识Ⅰ型兴奋对应的自发放电以
及突触噪声作用下的放电，目前还没有明确、可信

的指标．
本文的研究则揭示了Ⅰ型兴奋对应的不变圆

的鞍 －结分岔点附近的自发放电节律的特征：ＩＳＩ
序列，回归映射，ＩＳＩ统计直方图（含有指数衰减特
征），ＩＳＩ随机序列的自相关系数等，这为认识现实
生物学实验中自发的Ⅰ型兴奋对应的放电提供了
基础．回顾以前的研究，可以发现许多研究中有类
似本于文的研究的放电节律，例如文献［１５］中的
Ｆｉｇ．２ｂ和文献［１６］的 Ｆｉｇ．２，然而，当时的文献对
其认识并不清晰．到目前，还没有明确的从静息经
随机节律到周期１节律的Ⅰ型兴奋的自发放电的
实验例证．
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