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求解弱非比例阻尼系统实模态解的阻尼矩阵摄动法
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摘要　提出了一种求解弱非比例阻尼振动系统实模态解的摄动方法和将非比拟阻尼矩阵分解为比例阻尼

矩阵和余项阻尼矩阵的方法．对于弱非比例阻尼振动系统，通过同时对阻尼矩阵和响应矢量进行小参数摄

动，将原非比例阻尼系统分解为一系列的比例阻尼振动系统，在此基础上用正则模态变换将各阶比例阻尼

的摄动方程解耦，从而求得原非比例阻尼振动系统的近似解析解．计算实例表明，此方法的结果与数值计算

结果十分吻合．
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引 言

非比例阻尼广泛存在于机械、电气设备与建筑

结构振动中．与比例阻尼体系不同的是，非比例阻
尼系统的阻尼矩阵不满足对于体系无阻尼实模态

的正交性，因而对一般非比例阻尼系统而言，实模

态理论不再适用，而要用复模态理论进行求

解［１，２］．目前已建立了多种求解非比例阻尼系统的
复模态解的方法，如复模态的实模态摄动法、实振

型分解法和复模态矩阵摄动法等［１，３，４，５］．但是，由
于复模态分析方法涉及到复数运算尤其是复特征

值求解，相对实模态理论来说比较复杂，因而在工

程实际中应用不很普遍．
对于非比例阻尼系统来说，虽然传统的实模态

方法已不适用，但它所具有的优点和复模态理论的

不足又促使研究者们去寻找新的方法来替代复模

态方法．在工程实践中，最先建立的一种处理非比
例阻尼系统的近似方法是用一个等效的对角阻尼

矩阵来替代非比例阻尼矩阵，将原非比例阻尼系统

转化为比例阻尼系统，从而可以用实模态理论进行

求解．这种方法的缺点是误差较大［６，７］．此后，人们
又建立了处理非比例阻尼系统的近似解耦法、拟力

实模态叠加法、Ｒｉｔｚ向量法和高精度直接积分法及
多尺度法等方法［８］．本文首先建立了一种将非比例
阻尼矩阵分解为比例阻尼矩阵和余项阻尼矩阵的

方法，接着通过对弱非比例阻尼振动系统的阻尼矩

阵和响应矢量的小参数摄动将原非比例阻尼系统

转化为一个比例阻尼系统在初始条件下的自由振

动和一系列的激励作用下的强迫振动问题，并对系

统进行实模态变换解耦，从而求出系统的各阶解析

摄动解．本方法具有计算简便和精度较高的优点．

１　弱非比例阻尼系统的小参数摄动及解耦

１．１　阻尼矩阵的处理
设具有非比例阻尼振动系统的运动微分方程为

［Ｍ］｛̈ｘ｝＋［Ｃ］｛ｘ｝＋［Ｋ］｛ｘ｝＝｛０｝ （１）
设初始条件为

｛ｘ（０）｝＝｛ｘ０｝，｛ｘ（０）｝＝｛ｘ０｝＝｛ｖ０｝ （２）
其中，［Ｍ］，［Ｋ］分别是系统的ｎ×ｎ阶质量和刚度
矩阵，一般是正定的，而［Ｃ］是系统的非比例阻尼
矩阵．非比例阻尼的重要特征是引起主振型的耦
合．从物理上讲，非比例阻尼可看成有具有耗散能
量的比例阻尼部分和在各自由度之间转换能量的

非比例阻尼部分组成［８］，即非比例阻尼矩阵可以表

示成

［Ｃ］＝［Ｃ０］＋［Ｃｒ］ （３）
其中

［Ｃ０］＝α［Ｍ］＋β［Ｋ］，［Ｃｒ］＝［Ｃ］－［Ｃ０］（４）
［Ｃ０］代表非比例阻尼中起能量耗散作用的比例阻
尼部分，是非比例阻尼矩阵的比例阻尼矩阵，而

［Ｃｒ］是非比例阻尼中起能量转换作用的非比例阻
尼部分，是非比例阻尼矩阵的余项阻尼矩阵．已有
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的将非比例阻尼矩阵分解为比例阻尼矩阵［Ｃ０］和
余项阻尼矩阵［Ｃｒ］的最经典的方法是分区瑞雷阻

尼模型［９］．本文中我们将利用实模态变换来分解非
比例阻尼矩阵．为此对方程（１）及其初始条件（２）
作正则实模态变换

｛ｘ｝＝［Ａ］｛ｘＮ｝ （５）
得到

［Ｉ］｛̈ｘＮ｝＋［ＣＮ］｛ｘＮ｝＋［ＫＮ］｛ｘＮ｝＝０ （６）

｛ｘＮ｝＝［Ａ］
－１｛ｘ０｝，｛ｘＮ（０）｝＝［Ａ］

－１｛ｘ０｝（７）
其中，［Ａ］是系统（１）无阻尼正则实模态矩阵，｛ｘＮ｝

是实模态向量，［Ｉ］＝［Ａ］Ｔ［Ｍ］［Ａ］是单位矩阵，
［ＫＮ］＝［Ａ］

Ｔ［Ｋ］［Ａ］是模态刚度矩阵，为对角矩

阵，［ＣＮ］＝［Ａ］
Ｔ［Ｃ］［Ａ］为非比例阻尼的模态阻

尼矩阵，一般是非对角矩阵．由于比例阻尼的实模
态矩阵是对角矩阵，因此将矩阵［ＣＮ］分解为［ＣＮ］
＝［ＣＤ］＋［ＣＲ］，其中［ＣＤ］是［ＣＮ］的对角矩阵，是
非比例阻尼中的比例阻尼部分的模态矩阵，［ＣＲ］
是［ＣＮ］的非对角部分矩阵，是非比例阻尼中的非
比例阻尼部分的模态矩阵，他们的计算式如下

［ＣＤ］＝ｄｉａｇ［ＣＮ］＝ｄｉａｇ［［Ａ］
Ｔ［Ｃ］［Ａ］］，

［ＣＲ］＝［ＣＮ］－［ＣＤ］ （８）

另一方面，将式（３）两边左乘［Ａ］Ｔ右乘［Ａ］得到：
［ＣＮ］＝［Ｃ０Ｄ］＋［ＣｒＲ］，其中，

［Ｃ０Ｄ］＝［Ａ］
Ｔ［Ｃ０］［Ａ］，［ＣｒＲ］＝［Ａ］

Ｔ［Ｃｒ］［Ａ］ （９）
由于［Ｃ０］包含了非比例阻尼［Ｃ］的全部比例阻尼
部分，因而它必定是对角矩阵且［Ｃ０Ｄ］＝ｄｉａｇ［ＣＮ］
＝［ＣＤ］，再利用式（８）和（９），得到

［Ｃ０］＝［Ａ］
－Ｔ［Ｃ０Ｄ］［Ａ］

－１＝［Ａ］－Ｔ［ＣＤ］［Ａ］
－１＝

　［Ａ］－Ｔ（ｄｉａｇ［ＣＮ］）［Ａ］
－１ （１０）

由此确定了非比例阻尼系统（１）的比例阻尼
矩阵，再由式（３）可求得余项阻尼矩阵［Ｃｒ］．

对于［Ｃｒ］的各元素 ｃｒｉｊ远小于［Ｃ０］的各元素
ｃ０ｉｊ，即模态阻尼矩阵［ＣＮ］对角占优的情况，我们称
为弱非比例阻尼，本文研究的就是这一情况．对于
弱非比例阻尼系统，比例阻尼的模态矩阵［ＣＤ］是
［ＣＮ］的主部，而［ＣＲ］是一小的摄动．引入小参数 ε
（１），将系统（１）的模态阻尼矩阵［ＣＮ］展开成

［ＣＮ］＝［ＣＤ］＋ε［ＣＲ］ （１１）
１．２　非比例阻尼系统（１）的摄动解耦

将非比例阻尼模态矩阵的展开式（１１）代入模
态方程（６）得到

［Ｉ］｛̈ｘＮ｝＋［ＣＤ］｛ｘＮ｝＋［ＫＮ］｛ｘＮ｝＝
　－ε［ＣＲ］｛ｘＮ｝ （１２）
方程的左边代表一个比例阻尼系统，右边是微扰

项．方程（１２）表明，通过对弱非比例阻尼系统的阻尼
矩阵进行小参数摄动，可以将原非比例阻尼系统转换

为一个受到非比例阻尼小扰动的比例阻尼系统．
根据小参数摄动法，设方程（６）的模态坐标的

摄动解为

｛ｘＮ｝＝｛ｘ
（１）
Ｎ ｝＋ε｛ｘ

（２）
Ｎ ｝＋ε

２｛ｘ（３）Ｎ ｝＋… （１３）
将式（１３）代入方程（６）和初始条件（７），并令方程
两边ε的同次幂项的系数相等，我们得到

　
［Ｉ］｛̈ｘ（１）Ｎ ｝＋［ＣＤ］｛ｘ

（１）
Ｎ ｝＋［ＫＮ］｛ｘ

（１）
Ｎ ｝＝０

｛ｘ（１）Ｎ （０）｝＝［Ａ］
－１｛ｘ０｝，｛ｘ

（１）
Ｎ （０）｝＝［Ａ］

－１｛ｘ０{ ｝

（１４）

　
［Ｉ］｛ｘ̈（２）Ｎ ｝＋［ＣＤ］｛ｘ

（２）
Ｎ ｝＋［ＫＮ］｛ｘ

（２）
Ｎ ｝＝［ＣＲ］｛ｘ

（１）
Ｎ ｝

｛ｘ（２）Ｎ （０）｝＝０，｛ｘ
（２）
Ｎ （０）｝＝{ ０

　　…… （１５）

　
［Ｉ］｛ｘ̈（ｎ）Ｎ ｝＋［ＣＤ］｛ｘ

（ｎ）
Ｎ ｝＋［ＫＮ］｛ｘ

（ｎ）
Ｎ ｝＝［ＣＲ］｛ｘ

（ｎ１）
Ｎ ｝

｛ｘ（ｎ）Ｎ （０）｝＝０，｛ｘ
（ｎ）
Ｎ （０）｝＝{ ０

　　…… （１６）
上述各微分方程组的左边具有相同的形式．方程
（１４）表示一个比例阻尼系统的在初值下的自由振
动，摄动方程（１５）和（１６）各自描述比例阻尼系统
的强迫振动．至此，通过对系统（１）的阻尼矩阵［Ｃ］
和响应矢量｛ｘ｝进行小参数摄动，我们已将非比例
阻尼系统在初值下的自由运动问题转化为一个比

例阻尼系统在初值下的自由振动和一系列强迫振

动的叠加问题，这正是我们所需要的结果．
由于上述微分方程左侧的系数矩阵都是对角矩阵，

右侧的｛ｘ（１）Ｎ｝，｛ｘ
（２）
Ｎ｝，…｛ｘ

ｎ
Ｎ｝，…均可由前一组方程求得，

因而已完全解耦，将他们改写方程组的形式

ｘ̈（１）Ｎｉ ＋ＣＤｉｉｘ
（１）
Ｎｉ ＋ω

２
ｉｘ
（１）
Ｎｉ ＝０

ｘ（１）Ｎｉ（０）＝∑ｊＡ
－１
ｉｊｘ０ｊ，ｘ

（１）
Ｎｉ（０）＝∑ｊＡ

－１
ｉｊｘ０{

ｊ

　（ｉ＝１，２，…） （１７）
ｘ̈（２）Ｎｉ ＋ＣＤｉｉｘ

（２）
Ｎｉ ＋ω

２
ｉｘ
（２）
Ｎｉ ＝－∑ｊＣＲｉｊｘ

（１）
Ｎｊ

ｘ（２）Ｎｉ（０）＝０，ｘ
（２）
Ｎｉ（０）＝

{ ０
　（ｉ＝１，２，…） （１８）
ｘ̈（ｎ）Ｎｉ ＋ＣＤｉｉｘ

（ｎ）
Ｎｉ ＋ω

２
ｉｘ
（ｎ）
Ｎｉ ＝－∑ｊＣＲｉｊｘ

（ｎ－１）
Ｎｊ

ｘ（ｎ）Ｎｉ（０）＝０，ｘ
（ｎ）
Ｎｉ（０）＝

{ ０
　（ｉ＝１，２，…） （１９）

３２３
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其中，ＣＤｉｉ，ＣＤｉｊ，Ａ
－１
ｉｊ分别是矩阵［ＣＤ］，［ＣＲ］，［Ａ］

－１

的元素．方程组（１７）是原非比例阻 尼`系统中具有
比例阻尼子系统的各自由度无耦合的自由运动微

分方程．而方程组（１８）和（１９）则表示该子系统无
耦合的强迫激励运动微分方程．

２　非比例阻尼系统的进似解析解

方程组（１７）的解是
ｘ（１）Ｎｉ ＝ｅ

－ｎｉｔ（Ｆ（１）１ｉｃｏｓｐｉｔ＋Ｆ
（１）
２ｉｓｉｎｐｉｔ）

　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２０）
其中

ｎｉ＝
１
２ＣＤｉｉ，ｐｉ＝ ω

２
ｉ－ｎ

２
槡 ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２１）

Ｆ（１）１ｉ ＝ｘ
（１）
Ｎｉ（０），Ｆ

（１）
２ｉ ＝

ｘ（１）Ｎｉ（０）＋ｎｉｘ
（１）
Ｎｉ（０）

ｐｉ
　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２２）

将｛ｘ（１）Ｎ ｝的解（２０）代入方程（１８）得到

ｘ̈（１）Ｎｉ ＋２ｎｉｘ
（２）
Ｎｉ ＋ω

２
ｉｘ
（２）
Ｎｉ ＝ ∑

ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｅ－ｎｊｔ（Ｅ１ｉｊｃｏｓｐｊｔ＋

　Ｅ２ｉｊｓｉｎｐｊｔ）（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２３）
式中

Ｅ１ｉｊ＝ＣＲｉｊＦ
（１）
１ｊ，Ｅ２ｉｊ＝ＣＲｉｊＦ

（１）
２ｊ （２４）

这是一阻尼振子的强迫运动方程，初值为零，其解

为

ｘ（２）Ｎｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｅ－ｎｊｔ（Ｆ（２）１ｉｊｃｏｓｐｊｔ＋Ｆ

（２）
２ｉｊＦ２ｉｊｓｉｎｐｊｔ）

　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２５）
式中

　

Ｆ（２）１ｉｊ＝
（ｎ２ｊ－２ｎｉｎｊ－ｐ

２
ｊ＋ω

２
ｉ）Ｅ１ｉｊ－２（ｎｉ－ｎｊ）ｐｊＥ２ｉｊ

（ｎ２ｊ－２ｎｉｎｊ－ｐ
２
ｊ＋ω

２
ｉ）
２＋４（ｎｉ－ｎｊ）

２ｐ２ｊ

Ｆ（２）２ｉｊ＝
（ｎ２ｊ－２ｎｉｎｊ－ｐ

２
ｊ＋ω

２
ｉ）Ｅ２ｉｊ－２（ｎｉ－ｎｊ）ｐｊＥ１ｉｊ

（ｎ２ｊ－２ｎｉｎｊ－ｐ
２
ｊ＋ω

２
ｉ）
２＋４（ｎｉ－ｎｊ）

２ｐ２










ｊ

　
ｉ＝１，２，…，ｎ
ｊ＝１，２，…，ｎ
ｉ≠









ｊ

（２６）

依此类推，不难求得其他各阶摄动解，第 ｎ阶摄动
解如下

ｘ（ｎ）Ｎｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｅ－ｎｊｔ（Ｆ（ｎ）１ｉｊｃｏｓｐｊｔ＋Ｆ

（ｎ）
１ｉｊｓｉｎｐｊｔ）

　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２７）
式中

　

Ｆ（ｎ）１ｉｊ ＝
（ｎ２ｊ－２ｎｉｎｊ－ｐ

２
ｊ＋ω

２
ｉ）Ｇ１ｉｊ－２（ｎｉ－ｎｊ）ｐｊＧ２ｉｊ

（ｎ２ｊ－２ｎｉｎｊ－ｐ
２
ｊ＋ω

２
ｉ）
２＋４（ｎｉ－ｎｊ）

２ｐ２ｊ

Ｆ（ｎ）２ｉｊ ＝
（ｎ２ｊ－２ｎｉｎｊ－ｐ

２
ｊ＋ω

２
ｉ）Ｇ２ｉｊ－２（ｎｉ－ｎｊ）ｐｊＧ１ｉｊ

（ｎ２ｊ－２ｎｉｎｊ－ｐ
２
ｊ＋ω

２
ｉ）
２＋４（ｎｉ－ｎｊ）

２ｐ２










ｊ

　
ｉ＝１，２，…，ｎ
ｊ＝１，２，…，ｎ
ｉ≠









ｊ

（２８）

其中

Ｇ１ｉｊ＝ＣｒＮｉｊＦ
（ｎ－１）
１ｊ ，Ｇ２ｉｊ＝ＣｒＮｉｊＦ

（ｎ－１）
２ｊ （２９）

至此，我们已求出所有摄动方程的解，将摄动

方程的解（２６），（２４）和（２０）代入展开式（１３）得到
模态坐标ｘＮｉ的解为

ｘＮｋ＝∑ｌｘ
（ｌ）
Ｎｋ ＝∑ｌ ∑

ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｅ－ｎｊｔ（Ｆ（ｌ）１ｉｊｃｏｓｐｊｔ＋

　Ｆ（ｌ）２ｉｊｓｉｎｐｊｔ） （３０）
略去表示小量的符号 ε，由模态变换方程（５）

和展开式（１３）我们得到非比例阻尼系统（１）在初
始条件（２）下的近似解

｛ｘ｝＝［Ａ］｛ｘＮ｝＝［Ａ］∑ｉ｛ｘ
（ｉ）
Ｎ ｝ （３１）

即

　ｘｉ＝∑
ｎ

ｋ＝１
Ａｉｋ∑ｌｘ

（ｌ）
Ｎｋ＝∑

ｎ

ｋ＝１
Ａｉｋ（Ｆ

（１）
１ｋｃｏｓｐｋｔ＋Ｆ

（１）
２ｋｓｉｎｐｋｔ）＋

∑
ｌ＝２
∑
ｎ

ｋ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
Ａｉｋｅ

－ｎｊｔ（Ｆ（ｌ）１ｋｊｃｏｓｐｊｔ＋Ｆ
（ｌ）
２ｉｊＦ２ｋｊｓｉｎｐｊｔ）

　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （３２）
当展开式（１３）只取前两项，即｛ｘＮ｝＝｛ｘ

（１）
Ｎ ｝＋

ε｛ｘ（２）Ｎ ｝时，以上三式变成

ｘＮｉ＝ｘ
（１）
Ｎｉ ＋ｘ

（２）
Ｎｉ ＝∑

ｎ

ｊ＝１
ｅ－ｎｊｔ（Ｆ１ｉｊｃｏｓｐｊｔ＋Ｆ２ｉｊｓｉｎｐｊｔ）

（３３）
其中，Ｆ１ｉｉ＝Ｆ

（１）
１ｉ，Ｆ２ｉｉ＝Ｆ

（１）
２ｉ，Ｆ１ｉｊ＝Ｆ

（２）
１ｉｊ，Ｆ２ｉｊ＝Ｆ

（２）
２ｉｊ，（ｊ≠ｉ）

｛ｘ｝＝［Ａ］｛ｘＮ｝＝［Ａ］｛ｘ
（１）
Ｎ ＋ｘ

（２）
Ｎ ｝ （３４）

ｘｉ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ＡｉｋｘＮｋ＝∑

ｎ

ｋ＝１
Ａｉｋ∑

ｎ

ｊ＝１
ｅ－ｎｊｔ（Ｆ１ｋｊｃｏｓｐｊｔ＋

　Ｆ２ｋｊｓｉｎｐｊｔ） （３５）

３　误差分析

计算量和计算精度是表征近似方法优劣的重

要指标．我们通过以下的两个算例来分析本文所提
出的阻尼矩阵摄动法的精度．在两个算例中，数值
结果是用求解常微分方程的线性多步法求得，而本

文所建立的阻尼矩阵摄动法的计算结果是根据近

似解表达式（３３）求得．
算例１考虑一个三自由度非比例阻尼微分动

力系统，运动微分方程和初始条件如下

　
３　０　０
０　２　０









０　０　２

ｘ̈１
ｘ̈２
ｘ̈

{ }
３

＋
０．３５ ０．１５ ０
０．１５ ０．２５ １
０ ０．１ ０．









１

ｘ１
ｘ２
ｘ

{ }
３

＋

４２３
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４．５ ２ ０
２ ３ １
０ 









１ １

ｘ１
ｘ２
ｘ

{ }
３

＝０

ｘ１（０）

ｘ２（０）

ｘ３（０
{ }

）

＝{ }１０
０
，

ｘ１（０）

ｘ２（０）

ｘ３（０
{ }

）

＝{ }００
０

表１　例１摄动法和数值方法的结果

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅｅｘａｍｐｌｅ１

ｔｉｍｅ（ｓ） ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ８ １０ １２ １４ １６ １８ ２０

Ｘ１
ＰＳ
ＮＳ
１．０００００
１．０００００

０．３９１７６
０．３９１７６

０．４３５７６
０．４３５７２

０．４１６４２
０．４１６３７

０．０１８９３
０．０１８９９

０．０３５３２
０．０３５１７

０．０１４８２
０．０１４８３

０．２２４２５
０．２２４３３

０．４９０５０
０．４９０５７

０．３０５９３
０．３０５８９

０．１４６７７
０．１４６８２

０．０６８３７
０．０６８３１

０．０６０１８
０．０６０３２

０．１７６０９
０．１７６１９

Ｘ２
ＰＳ
ＮＳ
０．０００００
０．０００００

０．３５６４８
０．３５６４８

０．４９７２４
０．４９７２１

０．２１４４８
０．２１４４９

０．６８６８４
０．６８６７５

０．１６０２１
０．１６０１２

０．４２７６３
０．４２７５２

０．３９６５４
０．３９６３１

０．１１１４５
０．１１１３９

０．０２３２３
０．０２３１０

０．４５０１８
０．４５０２４

０．１６２３０
０．１６２２７

０．０９３８８
０．０９３８６

０．０２８４６
０．０２８５２

Ｘ３
ＰＳ
ＮＳ
０．０００００
０．０００００

０．０２３９９
０．０２３９９

０．２１０２６
０．２１０２７

０．４６７６０
０．４６７６２

０．３６８９７
０．３６８９９

０．１７１８９
０．１７１８８

０．６２３７８
０．６４５８７

０．０２９００
０．０２８８８

０．１３３９７
０．１３３９５

０．０３６９０
０．０３６９７

０．０６５９３
０．０６５８６

０．４６９８７
０．４６９８７

０．００７８１
０．００７７０

０．３５８９３
０．３５８９４

由近似解（３３）所求得的数值结果和用线性多步法

的数值方法的计算结果如表１所示

算例２在上例中，将阻尼增加到临界情况，即

Ｃ＝

３．２ １．２ ０

１．２ ２．２ １．０








０ １．０ １．０

．

表２　例２摄动法和数值方法的结果

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅｅｘａｍｐｌｅ２

ｔｉｍｅ（ｓ） ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ８ １０ １２ １４ １６ １８ ２０

Ｘ１
ＰＳ
ＮＳ
１．０００００
１．０００００

０．５５７２６
０．５５７６６

０．０６１１８
０．０６２９７

０．０９７３２
０．０９６０９

０．０７６６４
０．０７７８２

０．０３２２５
０．０３５５５

０．０２４８９
０．０１８２０

０．０４０５８
０．０３９３７

０．０４３０８
０．０４２９２

－０．００４３９
－０．００４９９

０．０２７４５
０．０２７０６

０．０３１５０
０．０３１４７

０．０１５４５
０．０１５７１

０．００５５６
０．００５１６

Ｘ２
ＰＳ
ＮＳ
０．０００００
０．０００００

０．２１７４５
０．２１７００

０．２６２６２
０．２６０５１

０．０９３０５
０．０９０９４

０．０３３８０
０．０３４０５

０．０６６３８
０．０６５３８

０．０６９４５
０．０６８０２

０．０９５４３
０．０９３６４

０．０７６３０
０．０７５３４

０．００２８３
０．００３５１

０．０５４８８
０．０５３３３

０．０６１７４
０．０６０９３

０．０２８８７
０．０２９１１

０．０１２９５
０．０１１９２

Ｘ３
ＰＳ
ＮＳ
０．０００００
０．０００００

０．０５１０２
０．０５１０７

０．２０２５２
０．２０２６３

０．２７２８３
０．２７２９８

０．１８６４６
０．１８７０９

０．０２５７５
０．０３７０５

０．１１００８
０．１０８７３

０．１９１１６
０．１９１５９

０．１１７５８
０．１１８７５

０．００５６０
０．００６７０

０．０８０３６
０．０７９８７

０．０９７６５
０．０９７９６

０．０５００９
０．０５１１７

０．０１６６２
０．０１５９９

而其它参数和初始条件都和例１中的一样．用本文

的摄动方法和数值方法计算所得结果如表２所示．

从表１和表２可以看出，本文所提出的阻尼矩

阵摄动法的计算结果和数值计算方法所得结果十

分吻合，这就表明本文建立的摄动方法对于非比例

阻尼系统具有很好的计算精度，即使系统处于临界

阻尼状态时其计算结果也十分可靠．

４　结论

４．１非比例阻尼系统是建筑、桥梁结构、机械、电

气设备中常见的一类动力学系统．本文提出了一种用

模态变换法将非比例阻尼矩阵分解为比例阻尼矩阵

和余项阻尼矩阵的方法．当系统为弱非比例阻尼时，

其比例阻尼可视为非比例阻尼的主部，而余项阻尼可

看着一个小摄动，根据这一思想，可以将原弱非比例

阻尼系统转化为一个受到小扰动的比例阻尼系统．

４．２利用模态变换和对阻尼矩阵与模态坐标

的摄动，可以将非比例阻尼振动系统分解为一个解

耦的比例阻尼振动系统和一系列的受到强迫激励

的解耦摄动比例阻尼系统．分别求解这些解耦的比

例阻尼系统，就可以得到非比例阻尼振动系统的近

似解析解．

４．３对各个算例的计算结果表明，用本文的矩

阵摄动方法所求得的解与数值方法的结果非常吻

合，本方法的精度相对于工程中常用的近似方法有

很大的提高，因而，本方法是解决非比例阻尼工程

结构十分有用．
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