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一个新的复混沌系统的动力学特性及其同步
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摘要　提出了一个新的复数形式的混沌系统，系统的研究了其对称性、耗散性、Ｌｙａｐｎｏｖ指数和吸引子等基

本动力学特性，接着根据无源控制原理设计控制器实现了混沌系统的同步，然后基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论

与无源控制原理从理论上证明了方法的有效性，最后又通过 ｍａｔｌａｂ软件对混沌同步系统进行数值仿真，仿

真结果显示两个混沌很快很好地达到了同步，从而进一步验证了该方法的有效性和可行性．

关键词　复数混沌系统，　动力学特性，　同步

引 言

１９６３年，ｌｏｒｅｎｚ在一个简单的三维自治系统中
首先发现了混沌吸引子，此后人们不断地发现新的

混沌系统，混沌系统的动力学特性、控制与同步被

广泛的研究．这些研究往往都是针对实数混沌系
统，而复数形式的混沌系统的许多性质还没有被广

泛而深入的研究，最近文献［１］研究了提出了陈复
数系统与吕复数系统并研究它们之间的同步问题．

由于混沌同步在保密通信、密码学、图像数据

加密等方面的广泛应用，人们提出了很多混沌同步

的方法，如反馈控制法［２］、耦合控制法［３］，基于状

态观测器［４］的混沌同步法、基于神经网络的同步

法［５］等．最近，基于无源控制的方法也被用来控制
与同步混沌系统［６－７］．

本文提出一个新的复数形式的混沌系统，采用

自适应的方法讨论了同步问题，基于稳定性理论从

理论上证明了方法的有效性，数值仿真的结果进一

步验证了理论的正确性．

１　系统描述

最近 Ｇｕｏ等在研究 ＬＯＲＥＮＺ系统时，在
ＬＯＲＥＮＺ系统的第一个状态变量上加上一个非线
性项，从而发现一种新的混沌系统［８］，形式如下：

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）＋ｙｚ
ｙ＝ｃｘ－ｙ－ｘｚ{
ｚ＝ｘｙ－ｂｚ

（１）

其中 ａ＞０，ｂ＞０，ｃ＞０．该系统与 ＣＨＥＮ系统，
ＬＯＲＥＮＺ系统和 ＬＵ系统有着不同的结构特点．当
参数ａ，ｂ，ｃ在一定的范围内取值时，系统的最大
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数大于零，系统处于混沌状态，呈现出
不同的混沌吸引子．

本文根据上述系统研究一个新的复数混沌系

统，动力学方程如下：

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）＋ｙｚ
ｙ＝ｃｘ－ｙ－ｘｚ

ｚ＝１２（珋ｘｙ＋ｘ珋ｙ）









 －ｂｚ
（２）

其中ｘ＝ｕ１＋ｉｕ２，ｙ＝ｕ３＋ｉｕ４是复变量，ｉ＝ －槡 １，ｚ

＝ｕ５，是实变量．对复数系统的虚实部进行分离，得

到混沌系统的实数形式为

ｕ１＝ａ（ｕ３－ｕ１）＋ｕ３ｕ５
ｕ２＝ｕ４ｕ５＋ａ（ｕ４－ｕ２）

ｕ３＝ｃｕ１－ｕ３－ｕ１ｕ５
ｕ４＝ｃｕ２－ｕ４－ｕ２ｕ５
ｕ５＝ｕ１ｕ３＋ｕ２ｕ４－ｂｕ













５

（３）

这个系统具有以下的特点：

１）对称性

（ｉ）系统是关于 ｕ５轴对称的．以（－ｕ１，－ｕ２，

－ｕ３，－ｕ４，ｕ５）替换（ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５）代入（２）式，

系统没有发生改变，由此可知它是关于 ｕ５轴对称

的．

（ｉｉ）系统关于ｕ１，ｕ３，ｕ５轴是对称的．以（ｕ１，－
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ｕ２，－ｕ３，－ｕ４，ｕ５）替换（ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５）代入（２）
式，系统没有发生改变，由此可知它是关于 ｕ１，ｕ３，
ｕ５轴对称的．

（ｉｉｉ）系统关于 ｕ２，ｕ４，ｕ５轴是对称的．以（－
ｕ１，ｕ２，－ｕ３，ｕ４，ｕ５）替换（ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕ５）代入（２）
式，系统没有发生改变，由此可知它是关于 ｕ２，ｕ４，
ｕ５轴对称的．
２）耗散性

ΔＶ＝
ｕ１
ｕ１
＋
ｕ２
ｕ２
＋
ｕ３
ｕ３
＋
ｕ４
ｕ４
＋
ｕ５
ｕ５
＝２ａｂ２，

只要－２ａ－ｂ－２＜０系统就是耗散的．它是指

数的收敛到一个零测度集：
ｄＶ
ｄｔ＝ｅ

－２ａ－ｂ－２，即 Ｖ（ｔ）

＝Ｖ０ｅ
（－２ａ－ｂ－２）ｔ，其中Ｖ０是系统体积的初始值．
３）系统的Ｌｙａｐｎｏｖ指数
根据ＷＯＬＦ法计算当参数ａ＝３５，ｂ＝１０，ｃ＝２５

时，选取初始值（１，１，１，１，１），得到系统的 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数谱如图１所示．可以看出随时间的演化，
系统的五个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数都趋于一固定常数．

图１　系统（３）的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（３）

由混沌理论可知，在状态空间混沌吸引子的相

邻轨线之间呈现彼此排斥的趋势，并以指数速率相

互分离，而 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数正是定量描述轨线收缩
和扩张的量．计算得这个新系统的五个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数分别为λＬ１＝１．４９９８，λＬ２＝０．００５１１６１，λＬ３＝－
０．００７３０３８，λＬ４＝－３６．００６，λＬ５＝－３５．８７０３．据此
我们可以得到新系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数为

ＤＬ＝ｊ＋
∑
ｊ

ｉ＝１
λＬｉ

∑
５

ｉ＝ｊ＋１
λＬｉ
＝２＋

λＬ１＋λＬ２
｜λＬ３＋λＬ４＋λＬ５｜

＝２＋

　 １．４９９８＋０．００５１１６１
－０．００７３０３８－３６．００６－３５．８７０３＝２．０２０９

由于系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数大于零，而且系统
的Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数不是整数，由此可以确定系统是

混沌的．
４）系统的吸引子
当选择参数ａ＝３５，ｂ＝１０，ｃ＝２５时，系统的混

沌吸引子如图２所示．

图２　混沌系统的吸引子

Ｆｉｇ．２　Ｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

２　基于无源控制原理的系统的同步

２．１　无源控制原理
考虑以下的非线性控制系统

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ　ｙ＝ｈ（ｘ） （４）
其中ｘ∈Ｒｎ，ｕ，ｙ∈Ｒｍ，ｇ：Ｒｎ→Ｒｎ×ｍ，ｈ：Ｒｎ→ｍ．这些
函数是局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，且ｆ（０）＝０，ｈ（０）＝０．

定义１　（Ｐａｓｓｉｖｉｔｙ）设非线性系统（４）的函
数，ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）存在，且均为光滑的向量场，ｈ（ｘ）
为光滑映射，则对于任意的 ｔ≥０，如果存在一个实
常数β，满足不等式

∫
ｔ

０
ｕＴ（τ）ｙ（τ）ｄτ≥β （５）

或者，存在ρ＞０和实常数β，使不等式

∫
ｔ

０
ｕＴ（τ）ｙ（τ）ｄτ＋β≥∫

ｔ

０
ρｙＴ（τ）ｙ（τ）ｄτ （６）

成立则系统为无源系统．
或者，如果系统（４）存在连续可微的非负库函

数Ｖ（ｘ）：Ｘ→Ｒ，Ｖ（０）＝０或连续正定库函数 Ｖ（ｘ）
和Ｓ（ｘ），对于ｘ∈Ｘ，有

Ｖ（ｘ）－Ｖ（０）≤∫
ｔ

０
ｙＴ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ （７）

或

Ｖ（ｘ）－Ｖ（０）＝∫
ｔ

０
ｙＴ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ－∫

ｔ

０
Ｓ（ｘ（ｓ））ｄｓ

（８）

８０３
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则系统（４）称为无源的或者称为严格无源的．
引理１　如果非线性系统（４）为无源系统，其

库函数Ｖ（ｘ）正定，且系统是局部零状态可检测的．
令φ为光滑函数，对于任意的非零 ｙ都存在 ｙＴφ
（ｙ）＞０，则存在控制律ｕ（ｔ）＝－φ（ｙ），可以使系统
在平衡点ｘ＝０渐近稳定．

从引理１可以看出，如果系统为无源系统，必
定存在一个控制器ｕ（ｔ）＝－φ（ｙ），使得无源系统
在平衡点ｘ＝０处是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定的．从这个思路
出发，通过构造系统的控制器，使混沌系统由非无

源系统等效为无源系统，从而实现系统在平衡点 ｘ
＝０处的稳定．
对于系统（４），如果在平衡点ｘ＝０处有关联度

［１，…，１］，且Ｌｇｈ（０）是非奇异的，则系统可以表示
为

ｚ＝ｆ０（ｚ）＋ｐ（ｚ，ｙ）ｙ

ｙ＝ｂ（ｚ，ｙ）＋ａ（ｚ，ｙ）{ ｕ
（９）

其中对于所有的（ｚ，ｙ），ａ（ｚ，ｙ）在（０，０）附近是非
奇异的．选择合适的控制器ｕ，系统（４）可以转化为
无源系统，且能使系统（４）在平衡点是一致渐近稳
定的．
２．２　新混沌系统的同步

现在我们来讨论混沌系统的同步问题．驱动系
统形式如下

ｘ１＝ａ（ｙ１－ｘ１）＋ｙ１ｚ１
ｙ１＝ｃｘ１－ｙ１－ｘ１ｚ１

ｚ１＝
１
２（珋ｘ１ｙ１＋ｘ１珋ｙ１）－ｂｚ










１

（１０）

其中ｘ１＝ｕ１１＋ｉｕ２１，ｙ１＝ｕ３１＋ｉｕ４１是复变量，ｚ１＝ｕ５１
为实变量．响应系统的形式为

ｘ２＝ａ（ｙ２－ｘ２）＋ｙ２ｚ２＋（ｖ１＋ｉｖ２）

ｙ２＝ｃｘ２－ｙ２－ｘ２ｚ２＋（ｖ３＋ｉｖ４）

ｚ２＝
１
２（珋ｘ２ｙ２＋ｘ２珋ｙ２）－ｂｚ２＋ｖ










５

（１１）

其中ｘ２＝ｕ１２＋ｉｕ２２，ｙ１＝ｕ３２＋ｉｕ４２，ｚ２＝ｕ５２，ｖ１＋ｉｖ２，
ｖ３＋ｉｖ４，ｖ５是待设计的控制器，控制驱动系统和响
应系统的同步．

为了确定待设计的控制器，定义误差状态变量

ｅｕ１＋ｉｅｕ２＝ｘ２ｘ１＝（ｕ１２ｕ１１）＋ｉ（ｕ２２ｕ２１）

ｅｕ３＋ｉｅｕ４＝ｙ２ｙ１＝（ｕ３２ｕ３１）＋ｉ（ｕ４２ｕ４１）

ｅｕ５＝ｚ２ｚ１＝ｕ５２ｕ
{

５１

（１２）

系统（１１）减去系统（１０）可得误差系统为

　

ｅｕ１＋ｉｅｕ２＝ａｅｕ１＋（ａ＋ｕ５１）ｅｕ３＋ｅｕ３ｅｕ５＋ｕ３１ｅｕ５＋

　ｉ（ａｅｕ２＋（ａ＋ｕ５１）ｅｕ４＋ｅｕ４ｅｕ５＋ｕ４１ｅｕ５）＋（ｖ１＋ｉｖ２）

ｅｕ３＋ｉｅｕ４＝（ｃｕ５１）ｅｕ１ｅｕ３ｅｕ１ｅｕ５ｕ１１ｅｕ５＋ｉ（（ｃ

　ｕ５１）ｅｕ２ｅｕ４ｅｕ２ｅｕ５ｕ２１ｅｕ５）＋（ｖ３＋ｉｖ４）

ｅｕ５＝ｅｕ１ｅｕ３＋ｕ３１ｅｕ１＋ｕ１１ｅｕ３＋ｅｕ２ｅｕ４＋

　ｕ２１ｅｕ４＋ｕ４１ｅｕ２ｂｅｕ５＋ｖ

















５

（１３）
对误差系统进行虚实部分离，误差系统转化为

　

ｅｕ１＝ａｅｕ１＋（ａ＋ｕ５１）ｅｕ３＋ｅｕ３ｅｕ５＋ｕ３１ｅｕ５＋ｖ１

ｅｕ２＝ａｅｕ２＋（ａ＋ｕ５１）ｅｕ４＋ｅｕ４ｅｕ５＋ｕ４１ｅｕ５＋ｖ２

ｅｕ３＝（ｃｕ５１）ｅｕ１ｅｕ３ｅｕ１ｅｕ５ｕ１１ｅｕ５＋ｖ３

ｅｕ４＝（ｃｕ５１）ｅｕ２ｅｕ４ｅｕ２ｅｕ５ｕ２１ｅｕ５＋ｖ４

ｅｕ５＝ｅｕ１ｅｕ３＋ｕ３１ｅｕ３＋ｕ１１ｅｕ３＋ｅｕ２ｅｕ４＋

　ｕ２１ｅｕ４＋ｕ４１ｅｕ２ｂｅｕ５＋ｖ

















５

（１４）

选择控制器 ｖ１＝－（ａ＋ｕ５１）ｅｕ３，ｖ２＝－（ａ＋ｕ５１）
ｅｕ４，ｖ３＝－（ｃ－ｕ５１）ｅｕ１，ｖ４＝－（ｃ－ｕ５１）ｅｕ２，ｖ５＝Ｕ，
则误差系统（１４）可以写为

ｅｕ１＝－ａｅｕ１＋ｅｕ３ｅｕ５＋ｕ３１ｅｕ５
ｅｕ２＝－ａｅｕ２＋ｅｕ４ｅｕ５＋ｕ４１ｅｕ５
ｅｕ３＝－ｅｕ３－ｅｕ１ｅｕ５－ｕ１１ｅｕ５
ｅｕ４＝－ｅｕ４－ｅｕ２ｅｕ５－ｕ２１ｅｕ５
ｅｕ５＝ｅｕ１ｅｕ３＋ｕ３１ｅｕ３＋ｕ１１ｅｕ３＋ｅｕ２ｅｕ４＋

　ｕ２１ｅｕ４＋ｕ４１ｅｕ２－ｂｅｕ５

















＋Ｕ

（１５）

现在要使驱动系统和响应系统能够一致同步，只要

设计控制器Ｕ，使得误差系统（１５）在零点是一致渐
近稳定的．有如下定理

定理１　当控制器Ｕ＝－ｅｕ１ｅｕ３－２ｕ３１ｅｕ１－ｅｕ２ｅｕ４
－２ｕ４１ｅｕ２＋（ｂ－α）ｅｕ５时，则误差系统（１５）是无源
系统，在零点是一致渐近稳定的．

证明：令Ｚ１＝ｅｕ１，Ｚ２＝ｅｕ２，Ｚ３＝ｅｕ３，Ｚ４＝ｅｕ４，Ｙ＝
ｅｕ５，则误差系统（１５）可写为

Ｚ·１＝－ａＺ１＋（ａ＋ｕ５１）Ｚ３＋Ｚ３Ｙ＋ｕ３１Ｙ

Ｚ·２＝－ａＺ２＋（ａ＋ｕ５１）Ｚ４＋Ｚ４Ｙ＋ｕ４１Ｙ

Ｚ·３＝（ｃ－ｕ５１）Ｚ１－Ｚ３－Ｚ１Ｙ－ｕ１１Ｙ

Ｚ·４＝（ｃ－ｕ５１）Ｚ２－Ｚ４－Ｚ２Ｙ－ｕ２１Ｙ

Ｚ·５＝Ｚ１Ｚ３＋ｕ３１Ｚ１＋ｕ１１Ｚ３－Ｚ２Ｚ４＋

　ｕ４１Ｚ２＋ｕ２１Ｚ４

















－ｂＹ＋Ｕ

（１６）

９０３
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根据无源控制原理有

ｚ＝ｆ０（ｚ）＋ｐ（ｚ，ｙ）ｙ

ｙ＝ｂ（ｚ，ｙ）＋ａ（ｚ，ｙ）{ Ｕ
其中

　

ｆ０（ｚ）＝［ａＺ１，ａＺ２，Ｚ３，Ｚ４］
Ｔ

ｐ（ｚ，ｙ）＝［ｕ３１＋Ｚ３，ｕ４１＋Ｚ４，Ｚ１ｕ１１，Ｚ２ｕ２１］
Ｔ

ｂ（ｚ，ｙ）＝Ｚ１Ｚ３＋ｕ３１Ｚ１＋ｕ１１Ｚ３Ｚ２Ｚ４＋

　ｕ４１Ｚ２＋ｕ２１Ｚ４ｂＹ

ａ（ｚ，ｙ）＝













１

（１７）

选择库函数

Ｖ（ｚ，ｙ）＝Ｗ（ｚ）＋ｙ２／２ （１８）
其中 Ｗ（ｚ）＝（Ｚ２１＋Ｚ

２
２＋Ｚ

２
３＋Ｚ

２
４）／２，是一个 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ函数，且Ｗ（０）＝０．则Ｗ（ｚ）的全导数为

　ｄｄｔＷ（ｚ）＝

ｚ
Ｗ（ｚ）ｆ０（ｚ）＝［Ｚ１，Ｚ２，Ｚ３，Ｚ４］×

［ａＺ１，ａＺ２，Ｚ３，Ｚ４］
Ｔ＝ａＺ２１ａＺ

２
２Ｚ

２
３Ｚ

２
４０（１９）

因为Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｗ·（ｚ）０，所以 ｆ０（ｚ）是一
致渐近稳定的，则Ｌｇｈ（０）＝１≠０是非奇异的．

函数Ｖ（ｚ，ｙ）关于误差系统（１５）的全导数为
ｄ
ｄｔＶ（ｚ，ｙ）＝


ｚ
Ｗ（ｚ）ｚ＋ｙｙ＝

ｚ
Ｗ（ｚ）ｆ０（ｚ）＋


ｚ

Ｗ（ｚ）ｐ（ｚ，ｙ）ｙ＋（ｂ（ｚ，ｙ）＋ａ（ｚ，ｙ）ｕ）ｙ （２０）

因为

ｚ
Ｗ（ｚ）ｆ０（ｚ）≤０，所以由（２０）式可得

ｄ
ｄｔＶ（ｚ，ｙ）≤


ｚ
Ｗ（ｚ）ｐ（ｚ，ｙ）ｙ＋（ｂ（ｚ，ｙ）＋ａ（ｚ，

ｙ）ｕ）ｙ （２１）
选择控制器

Ｕ＝β－１（ｚ，ｙ）×［－ｂ（ｚ，ｙ）－ｚ
Ｗ（ｚ）ｐ（ｚ，ｙ）－

αｙ＋η］＝－Ｚ１Ｚ３－２ｕ３１Ｚ１－Ｚ２Ｚ４－２ｕ４１Ｚ２＋ｂＹ＝－
ｅｕ１ｅｕ３－２ｕ３１ｅｕ１－ｅｕ２ｅｕ４－２ｕ４１ｅｕ２＋（ｂ－α）ｅｕ５ （２２）
其中α是一个正的实数，η是一个外部信号输入．
由此，

ｄ
ｄｔＶ（ｚ，ｙ）≤ηＹ－αＹ

２ （２３）

令η＝０，对上式两边同时积分可得

Ｖ（ｚ，ｙ）－Ｖ（ｚ０，ｙ０）≤－∫
ｔ

０
αＹ２（τ）ｄτ （２４）

令β＝Ｖ（ｚ０，ｙ０），因为Ｖ（ｚ，ｙ）≥０，所以我们有

β≥∫
ｔ

０
αＹ２（τ）ｄτ＋Ｖ（ｚ，ｙ）≥∫

ｔ

０
αＹ２（τ）ｄτ

（２５）

根据最优控制原理，（２５）式满足定义１，所以
误差系统（１５）在控制器（２２）的作用下转变为无源
系统，并且在零点是一致渐近稳定的，因此驱动系

统（１０）和响应系统（１１）实现了同步．定理得证．

３　数值仿真

本节通过ｍａｔｌａｂ软件，采用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算
法对同步系统进行仿真，取步长为０．０１，取驱动系统
的参数为ａ＝３５，ｂ＝１０，ｃ＝２５，反馈增益α＝１，驱动系
统（１０）与响应系统（１１）的初始值分别取为（ｘ１（０），
ｙ１（０），ｚ１（０））＝（１＋ｉ，１＋ｉ，１＋ｉ）与（ｘ２（０），ｙ２（０），
ｚ２（０））＝（１．５＋１．５ｉ，１．５＋１．５ｉ，１．５＋１．５ｉ），因此误
差系统的初始值为（ｅｕ１＋ｉｅｕ２，ｅｕ３＋ｉｅｕ４，ｅｕ５）＝（０．５＋
０．５ｉ，．５＋０．５ｉ，０．５）．驱动系统（１０）响应系统（１１）间
的同步的数值仿真如图３所示．

图３　驱动系统与响应系统的同步误差曲线

Ｆｉｇ．３　Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｄｒｉｖｅｓｙｓｔｅｍａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅｓｙｓｔｅｍ

从图３可以看出同步误差随时间的变化很快
趋于零值．驱动与响应系统很好的达到了同步．

４　结论

本文提出了一个新的复数形式的混沌系统，分

析了其基本性质、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ维数，
理论上的动力学分析和数值仿真都验证了系统的

０１３
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混沌特性．接着根据无源控制原理，设计控制器实
现了混沌系统的同步．通过选取适当的参数以及初
始值进行仿真，数值仿真结果标明了该方法简单，

易于操作，且控制效果良好，收敛的速度快，在实际

工程中有广泛的应用价值．
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