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多体系统中典型铰的摩擦力计算模型

齐朝晖　罗晓明　黄志浩
（大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室，大连　１１６０２３）

摘要　在铰内间隙很小的前提下，多体系统中铰仍具有运动学约束作用．但由于铰内接触形式与系统状态

相关，铰内摩擦力与约束反力之间具有复杂的函数关系．本文在假设铰内接触为刚性接触的前提下，基于分

布接触反力与点接触反力之间的等效关系，给出了几种典型铰内摩擦力的计算模型，并通过数值算例验证

了所提模型的正确性．
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引 言

实际机械系统中，铰中的摩擦几乎是不可避免

的．摩擦对很多机械系统的动力学行为有着不可忽
略的影响．例如，在接近真空环境工作的探测器中
的铰，由于不能采用液体润滑，摩擦效应非常突出，

对探测器的每一次操作都会引起结构的整体振动．
如果不能有效地抑制这种振动，探测器就不得不等

待振动衰减到一定幅度以下才能进行下一次动作．
在多体系统动力学中考虑铰中摩擦力的影响，无疑

会使分析结果更符合实际，从而为利用或减少摩擦

提供参考依据．
建立多体系统中铰内摩擦力的计算模型主要

有以下可两种方式：

１）认为铰所连接的两个物体在铰内做一系列
含摩擦接触碰撞运动［２］．其突出优点是可以利用单
面约束的相关研究成果［１－１５］，并且至少在形式上

更符合实际物理过程．然而，由于这种方法实际上
相当于通过铰内的接触碰撞体现铰的运动学约束

作用，相应的计算量过于庞大，以至于其现实性受

到质疑．
２）保持铰的运动学约束作用，考虑铰内的间

隙对接触形式的影响，但忽略碰撞效应［１６－１８］．这种
方法保持了铰的运动学约束，同时又避免了由于考

虑碰撞所引起的数值病态，因而具有很好的发展前

景．
铰的约束反力实际上是通过铰内的接触产生

的，铰中的摩擦力不仅与约束反力相关，还与铰内

的接触方式相关．例如，平面滑移铰中常见的四种
接触方式，如图１所示．第一种接触方式中：约束反
力的模ｆｎ＝｜ｆ１－ｆ３｜，摩擦力的大小为ｆＴ＝μ｜ｆ３＋ｆ１｜

≠μｆｎ；第二种接触方式中：约束反力的模 ｆｎ＝｜ｆ２－
ｆ４｜，摩擦力的大小为ｆＴ＝μ｜ｆ２＋ｆ４｜≠μｆｎ；第三种接
触方式中：约束反力的模ｆｎ＝｜ｆ１＋ｆ２｜，摩擦力的大
小为ｆＴ＝μ｜ｆ２＋ｆ１｜≠μｆｎ；第四种接触方式中：约束
反力的模ｆｎ＝｜ｆ３＋ｆ４｜，摩擦力的大小为ｆＴ＝μ｜ｆ３＋
ｆ４｜≠μｆｎ．

图１　平面棱柱铰的四种可能接触状态

Ｆｉｇ．１　Ｆｏｕｒｐｏｓｓｉｂｌｅｃｏｎｔａｃｔｓｔａｔｅｓｏｆｐｌａｎａｒｐｒｉｓｍａｔｉｃｊｏｉｎｔ

由此可见：即使忽略碰撞效应，铰内的摩擦力

计算模型也不是一个简单的问题．相关文献中大多
数采用凭直觉列出铰的可能接触形式，进而针对每

一种接触形式考虑摩擦力与铰约束反力之间的关

系．然而，这种方法难以分析稍稍复杂一些的万向
节、楞住铰等．

为了突出主要矛盾，我们假设：１）组成铰的构
件是刚体 ２）铰内的间隙为无穷小以至于碰撞效应
可以忽略 ３）铰内的面接触（线接触）可以等效为几
个点接触．在以上合理假设的基础上，本文给出了
几种典型铰的摩擦力计算模型．
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１　分布接触反力与点接触反力之间的等效

刚体Ｂａ和刚体 Ｂｂ之间发生面接触，刚体 Ｂａ
上的接触面为Ｐａ，其外法线矢量为ｎ，如图２所示．
Ｐａ内参考点ｐ的相对运动速度 ｖｐ＝ｖ１ｅ１＋ｖ２ｅ２，Ｐａ
内坐标为（ｘ，ｙ）点相对运动速度 ｖ＝（ｖ１－ωｙ）ｅ１＋
（ｖ２＋ωｘ）ｅ２，其中ω为Ｐａ的相对运动角速度．假设
Ｐａ上正压应力为 ｎσ（ｘ，ｙ），摩擦系数为 μ，则相应
的摩擦应力

图２　接触面内的相对运动

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｍｏｖｅｍｅｎｔｉｎｔｈｅｃｏｎｔａｃｔｓｕｒｆａｃｅ

τ＝－μσ｜ｖ｜（（ｖ１－ωｙ）ｅ１＋（ｖ２＋ωｘ）ｅ２） （１）

接触面上接触反力的合力及相对于 ｐ点的合力矩
分别为

ｆｎ＝ｎσ０ （２）
ｍｎ＝σ２ｅ１－σ１ｅ２ （３）

接触面上的摩擦力

ｆＴ＝－μ（τ０ｖ１－ωτ２）ｅ１－μ（τ０ｖ２＋ωτ１）ｅ２ （４）
ｍＴ＝－μ（τ１ｖ２－τ２ｖ１＋ωτ３）ｅ３ （５）

其中

σ０ ＝
Ｓ

σｄｘｄｙ；　σ１ ＝
Ｓ

σｘｄｘｄｙ；

σ２ ＝
Ｓ

σｙｄｘｄｙ （６）

τ０ ＝
Ｓ

σ
｜ｖ｜ｄｘｄｙ；　τ１ ＝

Ｓ

σ
｜ｖ｜ｘｄｘｄｙ；

τ２ ＝
Ｓ

σ
｜ｖ｜ｙｄｘｄｙ；

τ３ ＝
Ｓ

σ
｜ｖ｜（ｘ

２＋ｙ２）ｄｘｄｙ （７）

如果将分布式的接触力等效为接触面上几个点处

的集中接触力，两者必须形成等效力系，即

　∑
ｉ
ｆｉ＝σ０；　∑ｉ（ｆｉｙｉ）＝σ２；　∑ｉ（ｆｉｘｉ）＝σ１ （８）

∑
ｉ
ｆｉ

ｖｉ－ωｙｉ
（ｖ１－ωｙｉ）

２＋（ｖ２＋ωｘｉ）槡
( )２ ＝τ０ｖ１－ωτ２

（９）

∑
ｉ
ｆｉ

ｖ２＋ωｘｉ
（ｖ１－ωｙｉ）

２＋（ｖ２＋ωｘｉ）槡
( )２ ＝τ０ｖ２＋ωτ１

（１０）

∑
ｉ
ｆｉ
ｘｉｖ２－ｙｉｖ１＋ω（ｘ

２
ｉ＋ｙ

２
ｉ）

（ｖ１－ωｙｉ）
２＋（ｖ２＋ωｘｉ）槡

( )２ ＝
　τ１ｖ２－τ２ｖ１＋ωτ２ （１１）

如果接触面内各点的相对运动速度方向一致，即 ω
＝０，可以证明：只要（８）式满足，则（９）－（１１）式自
然成立．

２　圆柱铰

圆柱铰在两个接触端面上各有一个接触点，其

位置可用方位角θ１和θ２确定，如图３所示．接触点
处的正压力

图３　圆柱铰的接触点

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔａｃｔｐｏｉｎｔｓｏｆｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｊｏｉｎｔ

ｆ１＝－ｆ１ｃｏｓθ１ｅ３－ｆ１ｓｉｎθ１ｅ２ （１２）
ｆ２＝－ｆ２ｃｏｓθ２ｅ３－ｆ２ｓｉｎθ２ｅ２ （１３）
两个接触点处的相对速度分别为

ｖ１＝ｓ·ｅ１＋ωｅ１×Ｒ（ｃｏｓθ１ｅ３＋ｓｉｎθ１ｅ２） （１４）
ｖ２＝ｓ·ｅ１＋ωｅ１×Ｒ（ｃｏｓθ２ｅ３＋ｓｉｎθ２ｅ２） （１５）

式中，Ｒ为圆柱体半径，ｓ· 和 ω分别为圆柱铰的相
对滑移速度和相对转动角速度．两个接触点处摩擦
力分别为

ｆＴ１＝ｆ１（ｋｓｅ１－ｋｒｃｏｓθ１ｅ２＋ｋｒｓｉｎθ１ｅ３） （１６）
ｆＴ２＝ｆ２（ｋｓｅ１－ｋｒｃｏｓθ２ｅ２＋ｋｒｓｉｎθ２ｅ３） （１７）
铰内接触力矩

ｍ＝（Ｒｃｏｓθ１ｅ３＋Ｒｓｉｎθ１ｅ２－ｃｅ１）×（ｆ１＋ｆＴ１）＋
　（Ｒｃｏｓθ２ｅ３＋Ｒｓｉｎθ２ｅ２＋ｃｅ１）×（ｆ２＋ｆＴ２）（１８）

式中，Ｒ为外圆柱体半径，２ｃ为圆柱铰左右端面距
离．记接触区域中心处的约束反力ｆｃ＝ｆｃ１ｅ１＋ｆ

ｃ
２ｅ２＋

ｆｃ３ｅ３，约束反力矩 ｍ
ｃ＝ｍｃ１ｅ１＋ｍ

ｃ
２ｅ２＋ｍ

ｃ
３ｅ３，由于接

触力系与约束反力系相互等效，因而

５９２
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ｃ

ｆ１ｓｉｎθ１
ｆ２ｃｏｓθ１
ｆ２ｓｉｎθ２
ｆ２ｃｏｓθ




















２

（１９）
式中，等效摩擦系数

ｋｒ＝－
μωＲ

ｓ·＋ω２Ｒ槡
２
；

ｋｓ＝－
μｓ·

ｓ·＋ω２Ｒ槡
２

（２０）

将式（１９）中的系数矩阵（简记作 Ａ）的逆 Ａ－１分解
为两个２×４阶矩阵Ｂ１和Ｂ２，对式（１９）求逆可得：

ｆ１［ｓｉｎθ１　ｃｏｓθ１］＝［ｆ
ｃ
２　ｆ

ｃ
３　ｍ

ｃ
２　ｍ

ｃ
３］Ｂ

Ｔ
１ （２１）

ｆ２［ｓｉｎθ１　ｃｏｓθ１］＝［ｆ
ｃ
２　ｆ

ｃ
３　ｍ

ｃ
２　ｍ

ｃ
３］Ｂ

Ｔ
２ （２２）

从中可得

ｆ１＝
１

（ｆｃ２ｆ
ｃ
３ｍ

ｃ
２ｍ

ｃ
３）Ｂ

Ｔ
１Ｂ１（ｆ

ｃ
２ｆ
ｃ
３ｍ

ｃ
２ｍ

ｃ
３）槡
Ｔ
（２３）

ｆ１＝
１

（ｆｃ２ｆ
ｃ
３ｍ

ｃ
２ｍ

ｃ
３）Ｂ

Ｔ
２Ｂ２（ｆ

ｃ
２ｆ
ｃ
３ｍ

ｃ
２ｍ

ｃ
３）槡
Ｔ
（２４）

摩擦力引起的轴向力和轴向力矩

ｆＴ＝ｋｓ（ｆ１＋ｆ２）ｅ１ （２５）
ｍ＝ｋｒＲ（ｆ１＋ｆ２）ｅ１ （２６）

３　旋转铰

与圆柱铰相比，理想旋转铰的左右端面是封闭

的，当内圆柱体在铰内做相对运动时可能与其发生

接触．假设旋转铰内的接触形式都是点接触，则可
能的接触点只有四个，如图４所示．

图４　旋转铰的接触点

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｔａｃｔｐｏｉｎｔｓｏｆｒｅｖｏｌｕｔｅｊｏｉｎｔ

以内外圆柱体中心重合并且轴线平行位置作

为参照，内圆柱体在铰内的相对位置可由内圆柱体

中心的相对位移 ｕ１，ｕ２，ｕ３，相对转角 β２，β３以及旋
转铰内外半径差 δ描述．其中，左端面方位角为 θＬ
点处的位移

ｕＬ１
ｕＬ２
ｕＬ

{ }
３

＝

ｕ１
ｕ２
ｕ

{ }
３

－

０ －ＲｃｏｓθＬ ＲｓｉｎθＬ
ＲｃｏｓθＬ ０ ｃ

－ＲｓｉｎθＬ －ｃ









０

０

β２
β

{ }
３

（２７）
式中，Ｒ为内圆柱体半径，２ｃ为旋转铰左右端面间
的距离．接触点ｐ３的方位角θ３对应ｕ

Ｌ
１－ｕ１的极值

点，即：

ｕＬ１
θθ＝θ３

＝０→ｓｉｎθ３＝κ１β３；　ｃｏｓθ３＝－κ１β２（２８）

相应的极值ｍ１＝－κ１Ｒ（β
２＋γ２）应小于零，因而

０＜κ１＝
１
β２２＋β槡

２
３

（２９）

右端面方位角为θＲ点处的位移

ｕＲ１
ｕＲ２
ｕＲ

{ }
３

＝

ｕ１
ｕ２
ｕ

{ }
３

－

０ －ＲｃｏｓθＲ ＲｓｉｎθＲ
ＲｃｏｓθＲ ０ ｃ

－ＲｓｉｎθＲ －ｃ









０

０

β２
β

{ }
３

（３０）
接触点 ｐ４的方位角 θ４应使 ｕ

Ｒ
１－ｕ１最大，由此可

得：

ｓｉｎθ４＝－κ１β３；　ｃｏｓθ４＝κ１β２ （３１）
接触点ｐ１与左端面圆心之间的距离为δ，因而其方
位角θ１满足方程

ｕ２－ｃβ３＝δｓｉｎθ１；　ｕ３＋ｃβ２＝δｃｏｓθ１ （３２）
同理可知：接触点ｐ２的方位角θ２满足方程

ｕ２＋ｃβ３＝δｓｉｎθ２；　ｕ３－ｃβ２＝δｃｏｓθ２ （３３）
由式（３２）及式（３２）可得

β２＝δ（ｃｏｓθ１－ｃｏｓθ２）／２ｃ；

β３＝δ（ｓｉｎθ２－ｓｉｎθ１）／２ｃ （３４）
ｕ２＝δ（ｓｉｎθ２＋ｓｉｎθ１）／２；
ｕ３＝δ（ｃｏｓθ２＋ｃｏｓθ１）／２ （３５）

利用上式，求出比例系数 κ１，进而得到接触点方位
角之间的关系：

ｓｉｎθ３＝
（ｓｉｎθ２－ｓｉｎθ１）
２－２ｃｏｓ（θ２－θ１槡 ）

；

ｃｏｓθ３＝
（ｃｏｓθ２－ｃｏｓθ１）
２－２ｃｏｓ（θ２－θ１槡 ）

（３６）

ｓｉｎθ４＝－ｓｉｎθ３；　ｃｏｓθ４＝－ｃｏｓθ３ （３７）
由于内圆柱体不可能同时接触左右端面，轴向接触

反力

ｇ３＝ｇ３ｅ１；　ｇ４＝－ｇ４ｅ１ （３８）
满足互补方程

６９２
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０≤ｇ３⊥ｇ４≥０ （３９）

记铰中心处的约束反力 ｆｃ＝ｆｃ１ｅ１＋ｆ
ｃ
２ｅ２＋ｆ

ｃ
３ｅ３，约束

反力矩ｍｃ＝ｍｃ１ｅ１＋ｍ
ｃ
２ｅ２＋ｍ

ｃ
３ｅ３．其中，ｆ

ｃ
１由轴向接

触力合成，即

ｆｃ１＝ｇ３－ｇ４ （４０）
结合互补条件式（３９）可知：

ｇ３＝ｆ
ｃ
１；ｇ４＝０（ｆ

ｃ
１＞０）

ｇ４＝－ｆ
ｃ
１；ｇ３＝０（ｆ

ｃ
１＜０{ ）

（４１）

接触点 ｐ１，ｐ２的法向接触反力及其相对于铰中心
的力矩分别为：

ｆｎ１＝－ｆ１（ｓｉｎθ１ｅ２＋ｃｏｓθ１ｅ３）；

ｍｎ１＝ｃｆ１（ｓｉｎθ１ｅ３－ｃｏｓθ１ｅ２） （４２）

ｆｎ２＝－ｆ２（ｓｉｎθ２ｅ２＋ｃｏｓθ２ｅ３）；

ｍｎ２＝－ｃｆ２（ｓｉｎθ２ｅ３－ｃｏｓθ２ｅ２） （４３）
式中，２ｃ为左右端面间的距离，并且 ｆ１≥０，ｆ２≥０．
接触点ｐ３，ｐ４的轴向接触反力相对于铰中心的力

矩分别为：

ｍｎ３＝ｇ３Ｒ（ｃｏｓθ３ｅ２－ｓｉｎθ３ｅ３）；

ｍｎ４＝－ｇ４Ｒ（ｃｏｓθ４ｅ２－ｓｉｎθ４ｅ３） （４４）
接触点处的相对速度分别为：

ｖｉ＝ωＲ（ｓｉｎθｉｅ３－ｃｏｓθｉｅ２）（ｉ＝１，２，３，４） （４５）
由库伦摩擦定律，铰内接触点处的摩擦力及其相对

于铰中心的力矩分别为：

ｆＴ１＝－μｆ１（ｓｉｎθ１ｅ３－ｃｏｓθ１ｅ２）；

ｍＴ１＝－ｃμｆ１（ｃｏｓθ１ｅ３＋ｓｉｎθ１ｅ２） （４６）

ｆＴ２＝－μｆ２（ｓｉｎθ２ｅ３－ｃｏｓθ２ｅ２）；

ｍＴ２＝ｃμｆ２（ｃｏｓθ２ｅ３＋ｓｉｎθ２ｅ２） （４７）

ｆＴ３＝－μｇ３（ｓｉｎθ３ｅ３－ｃｏｓθ３ｅ２）；

ｍＴ３＝－ｃμｇ３（ｃｏｓθ３ｅ３＋ｓｉｎθ３ｅ２） （４８）

ｆＴ４＝－μｇ４（ｓｉｎθ４ｅ３－ｃｏｓθ４ｅ２）；

ｍＴ４＝ｃμｇ４（ｃｏｓθ４ｅ３＋ｓｉｎθ４ｅ２） （４９）
由约束反力系与接触力系之间的互等关系可得：

　　

ｆｃ２
ｆｃ３
ｍｃ２
ｍｃ













３

＝

－１ μ －１ μ
－μ －１ －μ －１
－ｃμ －ｃ ｃμ ｃ
ｃ －ｃμ －ｃ ｃ











μ

ｆ１ｓｉｎθ１
ｆ１ｃｏｓθ１
ｆ２ｓｉｎθ２
ｆ２ｃｏｓθ














２

＋

０ μ ０ μ
－μ ０ －μ ０
－ｃμ Ｒ ｃμ －Ｒ
－Ｒ ｃμ Ｒ －ｃ











μ

ｇ３ｓｉｎθ３
ｇ３ｃｏｓθ３
ｇ４ｓｉｎθ４
ｇ４ｃｏｓθ














４

（５０）

通过对系数矩阵求逆可得：

ｆｃ２

ｆｃ３

ｍｃ２

ｍｃ














３

＝

ｆ１ｓｉｎθ１
ｆ１ｃｏｓθ１
ｆ２ｓｉｎθ２
ｆ２ｃｏｓθ














２

＋

２ｃμ２－Ｒ －Ｒμ Ｒ （Ｒ－２ｃ）μ

（２ｃ＋Ｒ）μ －Ｒ －Ｒμ ２ｃμ２＋Ｒ

Ｒ （Ｒ－２ｃ）μ ２ｃμ２－Ｒ －Ｒμ

－Ｒμ ２ｃμ２＋Ｒ （２ｃ＋Ｒ）μ













－Ｒ

ｇ３ｓｉｎθ３

ｇ３ｃｏｓθ３

ｇ４ｓｉｎθ４

ｇ４ｃｏｓθ














４

（５１）

式中

ｆｃ２

ｆｃ３

ｍｃ２

ｍｃ














３

＝ １
２ｃ（１＋μ２）

－ｃ －ｃμ －μ １
ｃμ －ｃ －１ －μ
－ｃ －ｃμ μ －１
ｃμ －ｃ １











μ

ｆｃ２
ｆｃ３
ｍｃ２
ｍｃ













３

；　
ｇ３

ｇ( )
４

＝ １
２ｃ（１＋μ２）

ｇ３
ｇ( )
４

（５２）

将式（３６）和式（３７）代入式（５１）中，可求得接触反
力ｆ１和ｆ２，以及摩擦力引起的轴向力矩

ｍｃ１＝μＲ（ｆ１＋ｆ２＋ｇ３＋ｇ４） （５３）

４　万向节

万向节可以看作为两个旋转铰的组合．其中，
水平轴上的接触点方位角分别为 θ１，θ２，θ３，θ４；竖
直轴上接触点方位角分别为 θ５，θ６，θ７，θ８；其含义
与旋转铰相应变量相同，如图５所示．

图５　万向节接触点与接触反力

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔａｃｔｐｏｉｎｔｓａｎｄｃｏｎｔａｃｔｆｏｒｃｅｓｏｆｕｎｉｖｅｒｓａｌｊｏｉｎｔ

７９２
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不失一般性，假设水平转轴和内接物体相连，

竖直转轴和外接物体相连，作用在内接物体上的约

束反力在铰点处的等效力系为（ｆｃ，ｍｃ）．根据旋转
铰中铰点处约束反力与铰内接触反力之间的关系

可得：

ｆｃ２
ｆｃ３
ｍｃ２
ｍｃ













３

＝

－１ μ －１ μ
－μ －１ －μ －１
－ｃ１μ －ｃ１ ｃ１μ ｃ１
ｃ１ －ｃ１μ －ｃ１ ｃ１













μ

ｆ１ｓｉｎθ１
ｆ１ｃｏｓθ１
ｆ２ｓｉｎθ２
ｆ２ｃｏｓθ














２

＋

０ μ ０ μ
－μ ０ －μ ０
－ｃ１μ Ｒ１ ｃ１μ －Ｒ１
－Ｒ１ ｃ１μ Ｒ１ －ｃ１













μ

ｇ３ｓｉｎθ３
ｇ３ｃｏｓθ３
ｇ４ｓｉｎθ４
ｇ４ｃｏｓθ














４

（５４）

式中２ｃ１为水平轴的长度，Ｒ１为水平轴的半径．按
（４５）式求得水平方向接触反力ｇ３，ｇ４后，由上式就
可得到纵向接触反力ｆ１，ｆ２．水平方向的摩擦力矩

ｍｃ１＝μＲ１（ｆ１＋ｆ２＋ｇ３＋ｇ４） （５５）
将坐标基矢量做替换：ｅ１→ｅ２，ｅ２→ｅ３，ｅ３→ｅ１，竖直
轴上的接触反力就可按水平轴相应的方法计算．竖
直轴上的接触力（含摩擦力）与水平轴上的接触力

（含摩擦力）一起构成平衡力系：

－

ｆｃ３
ｆｃ１
ｍｃ３
ｍｃ













１

＝

－１ μ －１ μ
－μ －１ －μ －１
－ｃ２μ －ｃ２ ｃ２μ ｃ２
ｃ２ －ｃ２μ －ｃ２ ｃ２













μ

ｆ５ｓｉｎθ７
ｆ５ｃｏｓθ７
ｆ６ｓｉｎθ６
ｆ６ｃｏｓθ














６

＋

０ μ ０ μ
－μ ０ －μ ０
－ｃ２μ Ｒ２ ｃ２μ －Ｒ２
－Ｒ２ ｃ２μ Ｒ２ －ｃ２













μ

ｇ７ｓｉｎθ７
ｇ７ｃｏｓθ７
ｇ８ｓｉｎθ８
ｇ８ｃｏｓθ














８

（５６）

式中２ｃ２为竖直轴的长度，Ｒ２为竖直轴的半径．轴
向接触反由下式求得：

ｇ７＝ｆ
ｃ
２；　ｇ８＝０（ｆ

ｃ
２＞０）

ｇ８＝－ｆ
ｃ
２；　ｇ７＝０（ｆ

ｃ
２＜０{ ）

（５７）

沿竖直轴方向的摩擦力矩

－ｍｃ２＝μＲ２（ｆ５＋ｆ６＋ｇ７＋ｇ８） （５８）

５　数值算例

如图６所示单摆，其长Ｌ＝１ｍ，宽和高分别为ａ
＝ｂ＝０．１ｍ．单摆的质量密度为 ρ＝７８００ｋｇ／ｍ３，重
力加速度ｇ＝９．８０６６５，方向沿 ｙ轴负方向．单摆与

基座之间通过圆柱铰连接，圆柱铰的摩擦半径 Ｒ＝
０．０５ｍ，左右端面的距离为单位值，初始位置水平，
轴向初始速度为ｖ０＝１ｍ／ｓ，摩擦系数μ＝０．１．

图６　单摆模型

Ｆｉｇ．６　Ｓｉｎｇｌｅｐｅｎｄｕｌｕｍｍｏｄｅｌ

图７　轴向摩擦力

Ｆｉｇ．７　Ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅａｘｉｓ

图８　轴向摩擦力矩

Ｆｉｇ．８　Ｔｏｒｑｕｅｏｆｆｒｉｃｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅａｘｉｓ

图９　单摆的角速度

Ｆｉｇ．９　Ａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｔｈｅｓｉｎｇｌｅｐｅｎｄｕｌｕｍ

８９２
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计算结果如图７－图９所示，其中，线为ＡＤ
ＡＭＳ计算结果，—线为本文计算结果．

由以上结果可以看出，本文计算结果和 ＡＤ
ＡＭＳ结果是一致的，说明本文建立的摩擦力模型
是正确的．利用本文所述方法还可以容易地得到左
右端面的接触形式，如图１０－图１１所示．

图１０　方位角θ１

Ｆｉｇ．１０　Ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅθ１

图１１　方位角θ２

Ｆｉｇ．１１　Ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅθ２

６　结束语

实际机械系统中铰内的间隙都是很小的，但摩

擦力往往是不可忽略的．本文所提出的方法一方面
充分考虑了铰内间隙的影响，另一方面有又保留了

铰的运动学约束作用，是一种现实可行的方法．
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