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膜受迫振动方程的多辛格式及其守恒律
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摘要　基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ空间体系的多辛理论研究了膜强迫振动问题．利用 Ｒｕｎｇｅ
!

Ｋｕｔｔａ多辛格式构造了一

种９×３点半隐式的多辛离散格式，该格式满足多辛守恒律．数值算例结果表明该多辛离散格式不仅能够有

效提高数值计算精度，而且能够保持膜振动系统的局部性质．同时利用多辛格式模拟得到的波形图表明多

辛方法具有较好的长时间数值稳定性．

关键词　多辛，　龙格－库塔方法，　非守恒型方程

引 言

１９８４年冯康先生提出计算 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的辛
算法［１－３］，国内外学者把此方法推广到了无穷维

的正则Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程组［４－５］，但是这一理论在偏微

分方程辛离散方面存在局限性．为此，Ｂｒｉｄｇｅｓ和
Ｒｅｉｃｈ等提出基于守恒型偏微分方程多辛结构的多
辛积分概念，并针对 Ｚａｋｈａｒｏｖ－Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ方程、
ｓｈａｌｌｏｗ－ｗａｔｅｒ方程给出了相应的多辛格式及其守
恒律［６－９］，但是在这些实例中，很少涉及到二维偏

微分方程，因为二维偏微分方程无论是多辛格式的

构造、多辛守恒律的证明还是算法的实现都存在很

大困难，而对于非守恒型偏微分方程，其困难更大．
膜受迫振动方程正是一个非守恒型二维的偏

微方程．针对这一方程，本文导出了其多辛形式及
多辛守恒律，并给出了多辛守恒律的数学证明；然

后利用 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ离散方法构造了其离散格
式；最后以一个典型的数值算例验证了多辛算法的

有效性．

１　膜受迫振动方程的多辛形式

考虑膜受迫振动问题：

ｕｕ－ｃ
２（ｘｘｕ＋ｙｙｕ）＝Ｆ

′（ｕ）（ｘ，ｙ，ｔ）∈ｕＲ３

（１）
它具有典型的哈密尔顿体系下的多辛偏微分方程

形式［６－７］：

Ｍｔｚ＋Ｋ１ｘｚ＋Ｋ２ｙｚ＝ｚＳ（ｚ），ｚ∈Ｒ
ｄ （２）

式中：Ｍ，Ｋ１，Ｋ２∈Ｒ
ｄ×ｄ为反对称矩阵（可逆）；Ｓ：Ｒｄ

→Ｒ是光滑函数，为哈密尔顿函数，膜受迫振动方
程（１）的多辛形式（２）推导过程如下：

引入正交动量：

ｖ＝ｔｕ　ｗ＝ｘｕ　ｐ＝ｙｕ
振动方程（１）就可以写成如下的偏微分方程

形式：

－ｔｖ＋ｃ
２ｘｗ＋ｃ

２ｙｐ＝－Ｆ
′（ｕ）

ｔｕ＝ｖ

－ｃ２ｘｕ＝－ｃ
２ｗ

－ｃ２ｙｕ＝－ｃ
２













ｐ

（３）

定义状态变量：

ｚ＝［ｕ，ｖ，ｗ，ｐ］Ｔ∈Ｒ４

就可以得到反对称矩阵：

Ｍ＝

０ －１ ０ ０
１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０











０ ０ ０ ０

，Ｋ１＝

０ ０ ｃ２ ０
０ ０ ０ ０

－ｃ２ ０ ０ ０













０ ０ ０ ０

Ｋ２＝

０ ０ ０ ｃ２

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

－ｃ２













０ ０ ０

以及哈密尔顿函数：

Ｓ（ｚ）＝１２ｖ
２－１２ｃ

２（ｗ２＋ｐ２）－Ｆ（ｕ）
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２　多辛守恒律

多辛形式（２）备受学术界关注的原因之一是
其存在多辛守恒律．将多辛形式（２）中的某些基态
ｚ（ｘ，ｙ，ｚ）线性化后可得到其对应的变分方程：

ＭｔＺ＋Ｋ１ｘＺ＋Ｋ２ｙＺ＝Ｓｚｚ（ｚ）Ｚ （４）
假定Ｕ，Ｖ是变分方程（４）的两个解，那么Ｕ，Ｖ

必然满足：

ｔ（Ｕ
ＴＭＶ）＋ｘ（Ｕ

ＴＫ１Ｖ）＋ｙ（Ｕ
ＴＫ２Ｖ）＝０（５）

对于方程（５），引入预辛形式：
　ω（Ｕ，Ｖ）＝ＵＴＭＶ，ｋ１（Ｕ，Ｖ）＝Ｕ

ＴＫ１Ｖ，ｋ２（Ｕ，Ｖ）＝Ｕ
ＴＫ２Ｖ

那么方程（５）就等价于多辛守恒律（ＣＬＳ）：

ｔω＋ｘｋ１＋ｙｋ２＝０ （６）

将ω、ｋ１、ｋ２采用更为抽象的定义方式，即采用

外积定义方式［１０］：

ω＝１２ｄｚΛＭｄｚ，ｋ１＝
１
２ｄｚΛＫ１ｄｚ，ｋ２＝

１
２ｄｚΛＫ２ｄｚ

则对于膜受迫振动方程（１），多辛守恒律的具体形
式为：

ｔ（ｄｖΛｄｕ）＋ｃ
２［ｘ（ｄｖΛｄｗ）＋ｙ（ｄｖΛｄｐ）］＝０

（７）

３　利用Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ多辛格式离散多辛偏
微分方程组

考虑二维相空间上标准的哈密尔顿系统：

ｄｚ
ｄｔ＝ＪｚＨ（ｚ） （８）

其中ｚ为状态变量ｚ＝（ｐ，ｑ）Ｔ，Ｊ为 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵 Ｊ

＝
０ －１[ ]１ ０

，Ｈ（ｚ）∈Ｃ∞（Ｒ２）为哈密尔顿函数．

假定哈密尔顿系统是可分的，所谓可分的哈密

尔顿系统，是指该系统的哈密尔顿函数可以分成

Ｈ（ｚ）＝Ｈ（ｐ，ｑ）＝Ｕ（ｐ）＋Ｖ（ｑ）
这样，可分的哈密尔顿系统的运动方程为：

ｄ
ｄｔ[ ]ｐｑ＝Ｊ

Ｕ′ｐ
Ｖ[ ]′
ｑ

＝
ｆ（ｑ）
ｇ（ｐ[ ]） （９）

系统（９）一个相容的ｍ级Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式为：

ｚｋ＋１＝ｚｋ＋ｈ∑
ｍ

ｉ＝１
ｂｉＪＨ（ｋｉ）

ｋｉ＝ｚｋ＋ｈ∑
ｍ

ｊ＝１
ａｉ，ｊＪＨ（ｋｉ

{
）

　ｆｏｒｉ＝１，２，…，ｍ

（１０）

其中ｈ是时间步长，系数ｂｉ，ａｉ，ｊ满足阶条件
［１１－１２］．

格式（１０）成为辛格式当且仅当：
ｂｉａｉ，ｊ＋ｂｊａｊ，ｉ－ｂｉｂｊ＝０，ｉ，ｊ
为了构造格式的形式简单，再次引入３个中间

变量：Ｔ＝ｔｖ，Ｑ＝ｘｗ和 Ｒ＝ｙｐ．利用这些中间变
量，则多辛偏微分方程组（３）可以写成如下的３个
不同方向上的微分方程组的联合形式：

ｄ
ｄｔｖ＝Ｔ

ｄ
ｄｔ

{ ｕ＝ｖ
（ａ）　

ｄ
ｄｘｗ＝Ｑ

ｄ
ｄｘ

{ ｕ＝ｗ
（ｂ）　

ｄ
ｄｙｐ＝Ｒ

ｄ
ｄｙ

{ ｕ＝ｐ
（ｃ）　

（１１）
其中式（１１－ａ）对应时间ｔ方向，式（１１－ｂ）对应空
间ｘ方向，式（１１－ｃ）对应空间ｙ方向，同时中间变
量Ｔ、Ｑ、Ｒ满足：

Ｔ－ｃ２Ｑ－ｃ２Ｒ＝Ｆ′（ｕ） （１２）
下面我们就利用格式（１０）离散联合的微分方

程组（１１），假定三个方向的离散都是从第 ｎ层到
第ｎ＋１层，Δｔ为时间步长，Δｘ为空间 ｘ方向的步
长，Δｙ为空间 ｙ方向的步长．先采用 ｒ级 Ｒｕｎｇｅ－
Ｋｕｔｔａ辛格式离散时间ｔ方向的方程（１１－ａ），分别
采用ｓ级和ｌ级Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ辛格式离散ｘ方向和
ｙ方向的方程．

采用ｒ级 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ辛格式离散时间 ｔ方
向的方程得到ｔ方向 ｒ级 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式，该格
式满足守恒律：

ｄｕｎ＋１ｉ，ｊΛｄｖ
ｎ＋１
ｉ，ｊ －ｄｕ

ｎ
ｉ，ｊΛｄｖ

ｎ
ｉ，ｊ

Δｔ
＝∑

ｒ

ｍ＝１
ｂｍ（ｄＵ

ｍ
ｉ，ｊΛｄＴ

ｍ
ｉ，ｊ）

（１３）
采用ｓ级 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ辛格式离散时间 ｘ方

向的方程得到ｘ方向ｓ级Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式，该格
式满足守恒律：

ｄｕｋｎ＋１，ｊΛｄｗ
ｋ
ｎ＋１－ｄｕ

ｋ
ｎ，ｊΛｄｗ

ｋ
ｎ，ｊ

Δｘ
＝

　∑
ｓ

ｍ＝１
ｄｍ（ｄＵ

ｋ
ｍ，ｊΛｄＱ

ｋ
ｍ，ｊ） （１４）

采用ｌ级Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ辛格式离散时间 ｙ方
向的方程得到ｙ方向ｌ级Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式，该格
式满足守恒律：

ｄｕｋｉ，ｎ＋１Λｄｐ
ｋ
ｉ，ｎ＋１－ｄｕ

ｋ
ｉ，ｎΛｄｐ

ｋ
ｉ，ｎ

Δｙ
＝

　∑
ｌ

ｍ＝１
ｄ＾ｍ（ｄＵ

ｋ
ｉ，ｍΛｄＲ

ｋ
ｉ，ｍ） （１５）

在任意网格点上，中间变量满足：

Ｔｋｉ，ｊ－ｃ
２Ｑｋｉ，ｊ－ｃ

２Ｒｋｉ，ｊ＝Ｆ
′（ｕｋｉ，ｊ） （１６）

０９２
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联立ｔ方向的 ｒ级 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式、ｘ方向
的ｓ级 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式、ｙ方向的 ｌ级 Ｒｕｎｇｅ－
Ｋｕｔｔａ格式和式（１６）构成多辛偏微分方程组（３）的
一个差分格式，其截断误差为Ｏ（Δｔ２ｒ）＋Ｏ（Δｘ２ｓ）＋
Ｏ（Δｙ２ｌ）．下面首先说明该格式是多辛的．

方程（１２）对应的变分方程的离散形式是：
ｄＴｋｉ，ｊ－ｃ

２ｄＱｋｉ，ｊ－ｃ
２ｄＲｋｉ，ｊ＝Ｆ（ｕ

ｋ
ｉ，ｊ）ｄｕ

ｋ
ｉ，ｊ （１７）

联立（１３），（１４），（１５）和 （１７）式得到离散的多
辛守恒律：

∑
ｓ－１

ｉ＝０
∑
ｌ－１

ｊ＝０
ｅｉ＋１^ｅｊ＋１

ｄｕｎ＋１ｉ，ｊΛｄｖ
ｎ＋１
ｉ，ｊ －ｄｕ

ｎ
ｉ，ｊΛｄｖ

ｎ
ｉ，ｊ

Δｔ
＝

　ｃ２∑
ｒ

ｋ＝１
∑
ｌ－１

ｊ＝０
ｂｋ^ｅｊ
ｄｕｋｎ＋１，ｊΛｄｗ

ｋ
ｎ＋１，ｊ－ｄｕ

ｋ
ｎ，ｊΛｄｗ

ｋ
ｎ，ｊ

Δｘ
＋

　ｃ２∑
ｓ－１

ｉ＝０
∑
ｒ

ｋ＝１
ｅｉｂｋ
ｄｕｋｉ，ｎ＋１Λｄｐ

ｋ
ｉ，ｎ＋１－ｄｕ

ｋ
ｉ，ｎΛｄｐ

ｋ
ｉ，ｎ

Δｙ
（１８）

上式中，由∑
ｓ－１

ｉ＝０
ｅｉ＋１和∑

ｌ－１

ｊ＝０^
ｅｊ＋１＝１可以直接推得∑

ｓ－１

ｉ＝０

∑
ｌ－１

ｊ＝０
ｅｉ＋１^ｅｊ＋１＝１，同理可得，∑

ｒ

ｋ＝１
∑
ｌ－１

ｊ＝０
ｂｋ^ｅｊ＋１＝１和∑

ｓ－１

ｉ＝０
∑
ｒ

ｋ＝１
ｅｉ＋１

ｂｋ＝１，因此可以肯定（１８）式至少是（７）式的一阶
离散逼近．因此，由 ｔ方向的 ｒ级 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格
式、ｘ方向的ｓ级 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式、ｙ方向的 ｌ级
Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式和式（１６）构成的差分格式是多
辛的．

在该多辛格式中令ｒ＝ｓ＝ｌ＝１，并以此离散膜
受迫振动方程及其对应的多辛偏微分方程组，（１１
－ａ）及其守恒律对应的离散形式为：

ｖｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
＝ｖｋｉ＋１２，ｊ＋１２＋

１
２ΔｔＴ

ｋ＋１２
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２

ｕｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
＝ｕｋｉ＋１２，ｊ＋１２＋

１
２Δｔｖ

ｋ＋１２
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２

ｖｋ＋１ｉ＋１２，ｊ＋１２＝ｖ
ｋ
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２
＋ΔｔＴｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

ｕｋ＋１ｉ＋１２，ｊ＋１２＝ｕ
ｋ
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２
＋Δｔｖｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

（１９）

ｄｕｋ＋１ｉ＋１２，ｊ＋１２Λｄｖ
ｋ＋１
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２
－ｄｕｋｉ＋１２，ｊ＋１２Λｄｖ

ｋ
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２

Δｔ
＝

　ｄＵｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
ΛｄＴｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

（２０）

（１１－ｂ）及其守恒律对应的离散形式为：

ｗｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
＝ｗｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２
＋１２ΔｘＱ

ｋ＋１２
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２

ｕｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
＝ｕｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２
＋１２Δｘｗ

ｋ＋１２
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２

ｗｋ＋
１
２

ｉ＋１，ｊ＋１２
＝ｗｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２
＋ΔｘＱｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

ｕｋ＋
１
２

ｉ＋１，ｊ＋１２
＝ｕｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２
＋Δｘｗｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

（２１）

ｄｕｋ＋
１
２

ｉ＋１，ｊ＋１２
Λｄｗｋ＋

１
２

ｉ＋１，ｊ＋１２
－ｄｕｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２
Λｄｗｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２

Δｘ
＝

　ｄＵｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
ΛｄＱｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

（２２）

（１１－ｃ）及其守恒律对应的离散形式为：

ｐｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
＝ｐｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ
＋１２ΔｙＲ

ｋ＋１２
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２

ｕｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
＝ｕｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ
＋１２Δｙｐ

ｋ＋１２
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２

ｐｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋１
＝ｐｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ
＋ΔｙＲｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

ｕｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋１
＝ｕｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ
＋Δｙｐｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

（２３）

ｄｕｋ＋
１
２

ｉ＋１，ｊ＋１２
Λｄｗｋ＋

１
２

ｉ＋１，ｊ＋１２
－ｄｕｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２
Λｄｗｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２

Δｘ
＝

　ｄＵｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
ΛｄＱｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

（２４）

离散的多辛守恒律为：

ｄｕｋ＋１ｉ＋１２，ｊ＋１２Λｄｖ
ｋ＋１
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２
－ｄｕｋｉ＋１２，ｊ＋１２Λｄｖ

ｋ
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２

Δｔ
＝

ｃ２
ｄｕｋ＋

１
２

ｉ＋１，ｊ＋１２
Λｄｗｋ＋

１
２

ｉ＋１，ｊ＋１２
－ｄｕｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２
Λｄｗｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２

Δｘ
＋

ｃ２
ｄｕｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋１
Λｄｐｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋１
－ｄｕｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ
Λｄｐｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ

Δｙ

联立式（１９），（２１）和（２３），消去中间变量Ｔ，Ｑ，Ｒ，
得到多辛偏微分方程组（２）的多辛格式：

ｖｋ＋１ｉ＋１２，ｊ＋１２－ｖ
ｋ
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２

Δｔ
－ｃ２
ｗｋ＋

１
２

ｉ＋１，ｊ＋１２
－ｗｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２

Δｘ
－

　ｃ２
ｐｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋１
－ｐｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ

Δｙ
＝Ｆ′（ｕｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
）

ｕｋ＋１ｉ＋１２，ｊ＋１２－ｕ
ｋ
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２

Δｔ
＝ｖｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

ｕｋ＋
１
２

ｉ＋１，ｊ＋１２
－ｕｋ＋

１
２

ｉ，ｊ＋１２

Δｘ
＝ｗｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２

ｕｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ＋１
－ｕｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ

Δｙ
＝ｐｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋





















 １

２

（２５）

式中：ｕｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ
＝１２（ｕ

ｋ＋１
ｉ＋１２，ｊ

＋ｕｋｉ＋１２，ｊ）＝
１
４（ｕ

ｋ＋１
ｉ＋１，ｊ＋ｕ

ｋ＋１
ｉ，ｊ

＋ｕｋｉ＋１，ｊ＋ｕ
ｋ
ｉ，ｊ）等等．

进一步消去变量ｖ，ｗ和ｐ就得到一个９×３点
得的多辛格式：

δ２ｔ（ｕ
ｋ
ｉ＋１２，ｊ＋

１
２
＋ｕｋｉ＋１２，ｊ－１２＋ｕ

ｋ
ｉ－１２，ｊ＋

１
２
＋ｕｋｉ－１２，ｊ－１２）＝

１９２
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ｃ２δ２ｘ（ｕ
ｋ＋１２
ｉ，ｊ＋１２

＋ｕｋ＋
１
２

ｉ，ｊ－１２
＋ｕｋ－

１
２

ｉ，ｊ＋１２
＋ｕｋ－

１
２

ｉ，ｊ－１２
）＋

ｃ２δ２ｙ（ｕ
ｋ＋１２
ｉ＋１２，ｊ

＋ｕｋ－
１
２

ｉ＋１２，ｊ
＋ｕｋ＋

１
２

ｉ－１２，ｊ
＋ｕｋ－

１
２

ｉ－１２，ｊ
）＋

１
２［Ｆ

′（ｕｋ－
１
２

ｉ－１２，ｊ－
１
２
）＋Ｆ′（ｕｋ－

１
２

ｉ－１２，ｊ＋
１
２
）＋

Ｆ′（ｕｋ＋
１
２

ｉ＋１２，ｊ－
１
２
）＋Ｆ′（ｕｋ＋

１
２

ｉ＋１２，ｊ＋
１
２
）］ （２６）

式中：δ２为二阶中心差商算子，例如：δ２ｘｕ
ｋ
ｉ，ｊ＝（ｕ

ｋ
ｉ＋１，ｊ

－２ｕｋｉ，ｊ＋ｕ
ｋ
ｉ－１，ｊ）／Δｘ

２

４　数值实验

考虑如下的膜受迫振动问题：

ｕｕ－４（ｘｘｕ＋ｙｙｕ）＝ｃｏｓ（ｕ）

ｕ（ｘ，ｙ，０）＝４ａｒｃｔａｎ（ｅ槡
６
４ｘ＋

槡２
４ｙ）

ｕ（ｘ，ｙ，０）｜ｔ＝０
ｕ（０，ｙ，ｔ）＝ｕ（ａ，ｙ，ｔ）＝ｕ（ｘ，０，ｔ）＝ｕ（ｘ，ｂ，ｔ）＝０（２７）
有关该问题的精确解见参考文献［１３］．利用

格式（２６）在空间区域 Ｄ：［－４０，１０］×［－１０，１０］
内取时间步长Δｔ＝０．０２５，空间步长Δｘ＝０．１、Δｙ＝
０．０２对其进行数值模拟，得到不同时刻的数值解，
用以验证理论分析的正确性以及所构造格式具有

良好的长时间数值行为，图１和图２分别给出了方
程（１）在ｔ＝１和ｔ＝３０时刻的数值解．表１给出了
膜受迫振动问题（２７）在ｔ＝３０ｓ时刻部分网格点处
的精确解、利用本文的多辛算法得到的数值解以及

利用一般差分方法得到的数值解．

图１　时刻的数值波形图

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｗａｖｅｆｏｒｍａｔｔ＝１

表１的结果显示利用本文构造的多辛格式得
到的数值结果在计算精度方面与一般差分方法相

比有很大的提高．从图１和图２可以看出：本文利
用Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ辛格式构造的多辛格式能够有效
地模拟膜强迫振动的时间演化，并表现出了良好的

长时间数值稳定性．

图２　ｔ＝３０时刻的数值波形图

Ｆｉｇ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｗａｖｅｆｏｒｍａｔｔ＝３０

表１　精确解与数值解结果比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

ａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｂｙ
ｍｕｌｔｉｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍｅｔｈｏｄ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｂｙ
ｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ

０．０６５３５６２６２７３７２１ ０．０６５３５６２４７２５１５ ０．０６２０１４９７２０５２７
０．４２４４３９２９０３４２２７ ０．４２４４３８６４１７５３９ ０．４２８３１８２７５４４６１
１．０８９４５８０４７７５８０８ １．０８９４５７９８４５４７０ １．０８７３６８４２７３１９２
２．７９６４３９５９６５０３２０ ２．７９６４３９６１０４８０２７ ２．７６７２２３５０４１８１３
４．４８０２５６８１１１５５３１ ４．４８０２５６８０５８０７３５ ４．４８７００１６４９３３７０
７．１７７９４９１０３２１０９０ ７．１７７９４９０４０７６３７６ ７．１０６８１４３６４８７１３
１１．５７２１８５４７２８２３５６ １１．５７２１８５７５６０８１９ １１．２０７３５４８２１９１０７

５　结论

本文基于哈密尔顿空间体系的多辛理论研究

了膜受迫振动方程，讨论了利用 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ辛

格式离散多辛偏微分方程组得到相应多辛格式的

方法，并构造了一种９×３点半隐式的多辛离散格

式．数值实验的结果表明：利用本文得到的辛格式

构造方法构造的多辛格式是有效的，该格式具有良

好的长时间数值行为及稳定性．
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