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摘要 把柔性梁的离散坐标法 有限段法扩展到规则柔性板中，视柔性板为带关节柔性（刚度、阻尼）的

多刚体系统，详细阐述了离散坐标法的基本思想、理论依据，采用牛顿$欧拉方法建立了动力学方程(借助通

用有限元软件和动力学仿真程序验证了离散坐标法可以解决具有几何非线性变形的规则柔性板构件的多

体系统动力学问题(
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引言

机械系统向轻质、重载、高精度方向发展，使得

构件柔性的影响不能被忽略，航天器太阳帆板就是

一个典型的柔性多体系统，目前柔性太阳帆板的建

模大多采用浮动坐标系的刚体运动和模态柔性相结

合的混合坐标法(在太阳阵的研制过程中要做大量

的地面展开试验，以便验证太阳阵的释放、展开、锁

定等功能和性能，由于太阳阵的柔性，采用这种方法

建模时重力补偿和空气阻力等因素又成为一个新的

难题(如果采用刚体和柔性关节相结合的离散坐标

法对太阳阵进行建模，将更有利于模拟太阳阵的地

面展开试验(&-%&年./0123提出了柔性体动力学的

有限段模型［&］，+4562/789等将其进一步发展［!］，刘

又午又将其进一步完善［*］，但上述研究者提出的离

散坐标法都是针对梁式构件而言的(本文把离散坐

标法扩展到规则柔性板中，用多刚体和多点力单元

相结合的方法实现对柔性板的计算仿真(

! 离散坐标法的基本思想

离散坐标法的基本思想是将构件离散化为相

互连接的刚体，各刚体之间用假想的无质量弹簧和

黏性阻尼器等柔性关节连接，用离散的刚体表示柔

性体的质量和惯性特性，用刚体间的柔性关节代表

柔性体的弹性，建立由刚体间相对（角）速率的动力

学方程，柔性体只要划分的刚体足够小就可以比较

准确地描述柔性构件的运动(柔性体经离散坐标法

离散后，可视为带有关节柔性（刚度、阻尼）的多刚

体系统，关节柔性即为刚体内弹性和结构阻尼特性

向刚体间结点的等效移置，而作用于各刚体的主

动力和惯性力均向其质心等效移置，刚体间位移表

达了柔性体的弹性变形，弹性变形引起的弹性恢复

力（矩）则计入对广义主动力的贡献，最终归结为建

立柔性体的刚度方程［,］(

" 离散坐标法的理论依据

离散坐标法的理论依据是通过有限元中的

:;<+=静态凝聚技术，从一般有限元模型各结点

的自由度中选取一部分作为主自由度，而把其余的

结点自由度作为副自由度，并借助静力方程消去(
因为在较低的振动频率内，作用在副自由度的惯性

力很小，则副自由度上的作用力主要是相邻单元主

自由度传递的弹性力，因此，副自由度上的惯性力

可以略去，也就是将其质量略去，从而整个结构的

总质量也只分布在主自由度上(对于规则柔性板很

容易地能选取主自由度，最后柔性板可以用刚体和

多点力单元替代主节点的质量和弹性，从而达到用

带关节柔性的多刚体来仿真一块柔性板的目的(
"#! $%&’(静态凝聚过程

模型主自由度的选取原则可以参考文献［#］，

当主自由度选定后，可以根据结构特点选取合适的

子结构进行凝聚(当结构承受大变形且结构可以分

割成多块相同的部分时应该选取多个子结构(下面

以一个子结构且不含阻尼的有限元动力学模型为
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例说明静态凝聚过程［!］，动力学方程为

!"#!$#"% （"）

根据实际需要，可将有限元模型的结点自由度

分为主自由度和副自由度##、#$，## 为保留自由

度，#$则是去掉的自由度%据此，对有限元模型的自

由度重新进行排列，并进行分块处理，得

!## !#$
!$# !

!

"

#

$$$

"##
"#
%
&

’
(
)

*$
!
$## $#$
$$# $

!

"

#

$$$
&

##
#
%
&

’
(
)

*$
"
%#
%
%
&

’
(
)

*$
（#）

由上式的第二行得

!$#"##!!$$"#$!$$###!$$$#$"%$ （$）

根据静态凝聚的基本思想，认为结构在低频内

振动时，其惯性力对副自由度的影响比静力小%因

此，若略去惯性力并考虑为自由振动时，上式变为

$$###!$$$#$"%$ （%）

由此可得

#$"$’"$$%$’$’"$$$$### （&）

此式只考虑了主自由度与副自由度之间的弹

性联系，而未考虑惯性影响，所以是一种静态约束，

这种处理对结构的低频模态影响不大%
引入#&# 阶单位矩阵&，由上式可得
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式中’称为坐标转换矩阵%
凝聚前后系统的动能和势能可分别表示为
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结合式（!）和式（(）可得系统有限元模型凝聚后的

质量矩阵和刚度矩阵
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凝聚后的结点载荷向量为

)%"’’%"%#’$#$$’"$$%$ （*）

如果原始有限元中有阻尼阵*，则凝聚后的阻

尼矩阵为
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则式（"）凝聚后的有限元模型方程变为

)!"##!)*(##!)$## ")% （""）

于是，将一般模型（"）中的自由度数降低为只有凝

聚模型（""）中的主自由度的数目%
!%! 离散后刚体间弹性力（矩）的确定

柔性梁的关节柔性参数可以借助静力方程和弹

性理论知识得到，然后用无质量弹簧和阻尼器连接

段刚体，但对于柔性板，由于离散后各刚体的关联

性，刚体间的弹性和阻尼特性只能通过刚度、阻尼矩

阵或刚度矩阵、阻尼比形式的多点力单元来实现%考
虑板的小应变条件，可以把柔性板划分一个或多个

子结构，对每个子结构必须选取一块刚体的质心作

为浮动参考坐标系，其余*块刚体的质心（连体基）

以这个参考坐标系为参考基，移去参考基的主自由

度所对应的刚度阻尼项就可以得到多点力单元的刚

度阻尼矩阵，它们的矩阵大小为!*&!*%
作用于各连体基上的弹性力向量为

++"’$（,’-）’*(,!%+ （"#）

其中：$为多点力单元的刚度矩阵，大小为!*&
!*；*为多点力单元的阻尼矩阵，大小为!*&!*；

,为弹性变形后各连体基相对于参考基的平动和

转动位移向量，大小为!*&"；-为初始时各连体基

相对于参考基的平动和转动位移向量，大小为!*
&"；(,为弹性变形后各连体基相对于参考基的平

动和转动速度向量，大小为!*&"；%+为初始时各

连体基相对于参考基所加的预载力向量（一般为

+），大小为!*&"%
作用于参考基上的反作用力为

+,-./*$"’+++-./*$
+,.0-"’+（++.0-!,,+&++-./*$） （"$）

,-./0代表平移自由度，-1,代表转动自由度%

" 动力学方程的建立

柔性板经离散后的各刚体是受非约束力单元

作用的!自由度自由运动刚体，没有内部约束力，

故可以通过概念明确的牛顿1欧拉方法建立系统
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的动力学方程!
!!" 系统运动学描述

为描述刚体在空间的位置和姿态，建立如图"
所示的离散模型，令基"为惯性基，基点为##，基

"#为相对惯性基已知的动参考基，基点为#，基"$

为任一刚体%$的连体基，基点为该刚体的质心&$!
如将质心关于惯性基与动参考基的矢径分别为!$
和"$，基点#关于惯性基的矢径记为!’，则有如下

的矢量式

图" 刚体%$的位置矢量

$%&!" ’%()*+,-.-/01-,023243%&%56257%$

!$(!’)"$ （"8）

又令刚体%$与动参考基"#相对惯性基的角速

度分别记为*!$和*!#，刚体%$相对于动参考基的角

速度记为!$，则有如下矢量式

#!$($#)!$ （"9）

将（"8）式对时间求一阶与二阶绝对导数，有

如下速度和加速度间的关系
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式中%!( 55+!
表示在惯性基"上矢量!对时间求

导；
#5
5+

表示在动基上对时间求导，故
#5
5+"$

与
#5:

5+:"$
分

别为刚体%$质心相对于动基的速度与加速度!
将（"9）式对时间求一阶与二阶绝对导数，且

考虑到（"9）式，有如下角加速度间的关系
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·
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#)
$5
5+!$)
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式中，
$5
5+

表示在连体基上对时间求导!

!!# 系统动力学方程

考虑到任一刚体%$，只受重力和刚体间弹性

力和弹性力矩的作用，根据牛顿-欧拉方法，可以

列出单刚体动力学方程

.$&!$(’$)’/$ （"=）

%($()/$ （">）

其中，.$为刚体%$的质量，’$为刚体的重力，’$(
（#，#，.$0）?，’$/和)$/分别为刚体间作用于%$的

弹性力和弹性力矩!($为刚体相对于质心的动量

矩，令*$为刚体%$关于质心的中心惯量张，它可以

表示为

($(1$·#!$ （:#）

把（";）式代入（"=）式，可得刚体质心相对于动基

的动力学方程

.$
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其中’2$为惯性力
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利用矢量求导公式，动量矩定理（">）可改写为

$5
5+($)

#!$,($()/$ （:@）

考虑到惯量张量1$对于连体基为不变张量，且考虑

到式（"<），有
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将其以及式（:#）与式（"<）代入式（:@），经整理可

得刚体相对于动基的姿态动力学方程

*$·
$5
5+!$(3!$,*$

·!$))/$)

)2$()4$ ))/$))2$ （:9）

其中)4$ 为广义回旋力矩

)4$ (3!$,*$·!$ （:;）

)2$为惯性力矩

)2$(3*$·（#!
·

#)#!#,!$）3（#!#)

!$）,*$·#!
·

#,#!#,*$·!$ （:<）

于是，定义对角阵+$(5%+&（.$，.$，.$），单个刚

体%$的动力学方程式（:"）和（:9）可以合并成统一
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形式为
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从式（"#）中得到除参考基以外的每一块刚体

的动力学方程后，就可以把它们组合到一起得到整

个带柔性关节多刚体系统的动力学方程’

! 仿真算例

为验证理论模型的可靠性，对柔性的单板为例

来进行了数值验证’板的尺寸为$#!!($%!!("!
&&’，材料为铝，杨氏模量为($(%!)／&&"，泊松

比为!’’’，密度为"’(*($!)+,-／&&’’
$）借助于通用的有限元软件.)/0/，采用+

自由度的12344+’壳单元，把板划分为$+5个节点、

$**个单元的离散模型（如图"）6然后利用超单元

静态凝聚把模型凝聚为’+个主节点、四个子结构

缩减模型（如图’）6

图" 一般模型

78-6" 9:&&:;&:<34

图’ 缩减模型

78-6’ 9:;<3;13<&:<34

"）因为主自由度的选取直接影响了有限元求

解的精度，因此需要对缩减模型的正确性进行校

核’把板看成固支 自由模型进行模态分析，取

前%阶固有频率（如表$），并将其与一般模型的结

果进行比较后，可以看出，主自由度的选取是正

确的’

表$ 一般模型和缩减模型固有频率比较

=>?43$ 9:&@>A81:;:B;>CDA>4BA3ED3;FG:BF:&&:;&:<34

>;<F:;<3;13<&:<34

HA<3A;D&?3A 9:&&:;&:<34
（IJ）

9:;<3;<3<
&:<34（IK） LAA:A（M）

$ !’$"’%$ !’$"$$+ )$’5!’
" !’*"55# !’*"%"% )$’$!!
’ !’#((5+ !’#(+$* )!’"!(
* $’%!##! $’%$"#! !’"+%
% $’+%#5! $’+%##! !’!!!

’）考虑到柔性规则板的均匀性，柔性板可以

离散成’+块刚体和*个多点力单元的多刚体模型6
对图’中的每个子结构选取适当的浮动参考坐标

系，通过.)/0/的子结构分析可以得到每个子结

构的刚度矩阵，板的阻尼矩阵采用协调阻尼的形

式，阻尼系数为!6!"6通过.)/0/的静态分析可

以得到离散后每块刚体的质量和惯量特性6
*）得到每块刚体的质量、惯量特性和多点力

单元的刚度阻尼矩阵后，可以通过动力学仿真程序

来验证离散坐标法的可行性，同样取前%阶固有频

率（如表"）和第*阶、第+阶模态振型（如图*、图

%），并将其与一般模型的结果进行比较，结果说明

这种方法对柔性板是行之有效的’

表" .)/0/和离散坐标法固有频率比较

=>?43" 9:&@>A81:;:B;>CDA>4BA3ED3;FG:B.)/0/

>;<<81FA3C3F::A<8;>C3&3C2:<

HA<3A;D&?3A
;D&?3A;D&?3A .)/0/（IK）N81FA3C3F::A<8;>C3

&3C2:<（IK） LAA:A（M）

$ !’$"’%$ !’$"’5% !’’%+
" !’*"55# !’*$555 )"’"’"
’ !’#((5+ !’#5!*# $’*"+
* $’%!##! $’%*++! "’%!%
% $’+%#5! $’+(+#! $’!(5

" 结束语

$）离散坐标方法是基于多刚体动力学理论发

展起来的柔性体动力学分析方法，该方法可以较好
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地计及刚柔耦合、柔柔耦合及几何非线性的影响，

且具有不受小变形限制的优点，能很好地反映规则

柔性板特性，并可以较好地解决数值计算中的病态

问题!
"）利用本文建立的规则柔性板的建模方法，在

下一步工作中把太阳阵离散为有限多刚体后可以

方便地施加空气阻力，更利于模拟太阳阵的地面展

开试 验，为 太 阳 阵 的 设 计 和 研 制 提 供 理 论 分 析

方法!

图# 第#阶二阶外弯振型比较

$%&!# ’()*+,%-(.(/012/(3,01(,42,+.4-25(.4(,42,2602,.+782.4%.&)(4+7-1+*2

图9 第:阶二阶扭转振型比较

$%&!9 ’()*+,%-(.(/012-%601(,42,+.4-25(.4(,42,0(,-%(.)(4+7-1+*2
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