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两点碰撞振动系统的周期运动与分叉"
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摘要 建立了两自由度两点碰撞振动系统的动力学模型，给出了碰撞振动系统产生粘滞的条件，分析了系

统存在的粘滞运动(采用打靶法，利用变步长逐次迭代逼近的方法求解系统的不稳定的周期碰撞运动，即

12345678截面上的不动点(通过对两自由度两点碰撞振动系统进行数值模拟显示了系统在一定参数条件下

存在周期倍化分叉和92:;分叉，同时通过数值模拟的方法得到了以两自由度两点碰撞振动系统12345678截

面上的不变圈表示的拟周期响应，并进一步分析了随着分岔参数的变化，两自由度两点碰撞振动系统周期

运动经拟周期分叉和周期倍化分叉向混沌的演化路径(
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引言

在很多动力系统中除设计要求有间隙外，运行

因素也可能产生间隙，间隙可能导致系统产生碰

撞，如高速列车运行中轮轨间的碰撞、核反应堆冷

却管与支座的冲击，齿轮传动机构等(因此，对具

有间隙的动力机械系统的特性研究在机械系统优

化、高速列车动力学分析、核反应堆的可靠性设计

及噪声控制等方面都具有重要的意义(因此对含间

隙碰撞振动系统的研究受到国内外很多学者的重

视(已有的对碰撞振动系统的研究主要是针对单点

碰撞进行的，对存在两处及两处以上碰撞的振动系

统的研究则很少(文［’］通过计12345678映射的线

性化矩阵，显示了系统在一定参数下存在周期倍化

分叉和92:;分叉；文［!］基于映射结构研究了分段

线性系统动力学的某些特性；文［,］研究了三自由

度碰撞振动系统，分析了当分岔参数变化时碰撞振

动系统周期运动经拟周期分岔和周期倍化分岔向

混沌的演化路径；文［)］研究了两自由度的碰撞振

子当参数变动时的粘滞行为及分叉的类型；文［#］

研究了参数改变时的双碰系统的隆起这种特殊分

叉现象；文［+］通过改变系统的时间尺度，提出了一

种确定非线性系统周期轨道的打靶法(本文研究了

两自由度两点碰撞振动系统的复杂的动力学问题：

通过建立12345678映射，利用打靶法求出系统周期

运动不动点；通过数值模拟研究了系统周期倍化分

叉和92:;分叉(

! 两点碰撞振动系统的力学模型

图’是一个存在间隙的两自由度振动系统的

力学模型(质量为!’和!!的振子，分别由刚度为

"’和"!的线性弹簧和阻尼系数为#’和#!的线

性阻尼器相联接，两个振子只作水平方向的运动，

并受到$52<（!%&"）的位移激励的作用’当振子

!’的位移(’等于间隙)’时，!’将与刚性平面

*’碰撞，改变速度方向后以新的初值运动’当振子

!!的位移(!等于间隙)!时，!!将与刚性平面

*!碰撞，改变速度方向后又以新的初值运动，然后

再次发生碰撞，如此反复’

图’ 两点碰撞振动系统的力学模型
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假设模型中的阻尼是!"#$%&’(型比例阻尼

（!)／!)"#)／#*），碰撞过程由恢复系数$确定，

在任意连续两次碰撞之间的系统无量纲形式的运

动微分方程为

%&*’)!（*’"(）)&**)!"()&)’（*’

"+）&**"+&)",*+,-.（#-’$）

".%&)’)!"()&)*)!"()&*’"+&)*

"+&*",)+,-.（#-’$） （*）

其中，“·”表示对无量纲时间求导，并且
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当&1"41（1"*，)）时，碰撞发生7假定/*和

/)不同时发生碰撞，应用恢复系数准则有

)&1’"*$)&1* （1"*，)） （)）

其中，)&1*和)&1’（1"*，)）分别代表/*和/)碰撞
前后的瞬时速度7通过模态叠加法可以得到方程

（*）的解

&1""
)

8"*
&18（9*’8-（:8,-.（#;8-）’

<8.&/（#;8-））’68.&/（#-’$）’

=8,-.（#-’$）） （0）

其中&18为正则模态矩阵&的元素，’8"!#)8，:8，<8
为积分常数，由系统的初始条件和模态参数确定

的，#;8"#8 **!! )，#*，#)表示系统在无碰撞的

情况下的固有频率，68，=8是振幅常数7

! 粘滞运动分析

所谓粘滞运动就是当振子/*（或/)）与平面

=*（或=)）接触时产生停顿的现象7系统存在两种

可能的粘滞运动，（*）&*"4*，（)）&)"4)7
振子/*与约束发生碰撞后瞬时满足&*"4*，

)&*"+，合力>*为负方向（指向约束=*），振子/*

将停留约束处，发生粘滞7此时系统由两自由度变

为单自由度强迫振动系统，直到>*改变方向后，系

统将以新的初值运动，粘滞结束7设滞留的时间为

-4*，任意连续两次碰撞之间运动方程为

".%&)’)!"()&)*)!"()&*’"+&)*

"+&*",)+,-.（#-’$）

（+#-#-4*） （1）

当/*粘滞时所受的合外力为

>*",*+,-.（#-*’$）*)!（*’"(）)&*’

)!"()&
2

)*（*’"+）&*’"+?&) （3）

?&)，)&
2

)为振子/*与约束发生粘滞时/)的位移和

速度7
当+#-#-4*，方程（3）的解为

&)"9*’)-（;),-.（#;)-）’@).&/（#;)-））’

6).&/（#-’$）’=),-.（#-’$）’&+
（4）

其中&+"4*，且

;)"&)+*6).&/（$）*=),-.（$）*&+ （5）

@)"（)&)+’’)（&)+*&+）*（=)’)’

6)#）,-.（$）*（6)’)*

=)#）.&/（$））／#;) （6）

此时&)+，)&)+为/*与约束碰撞瞬时的/)位移和

速度7图)（"）为/*粘滞时的响应图7
同理如果/)粘滞，)&)"+，&)"4)，并设其滞

留时间为-4)，/*任意连续两次碰撞之间的方程为
%&*’)!（*’"(）)&**)!"()&)’（*’

"+）&**"+&)",*+,-.（#-’$）

（+#-#-4)） （7）

当/)粘滞所受的合力为

>)"（,)+,-.（#-*’$）*)!"()&)’

)!"()&
2

**"+&)’"+?&*）／". （*+）

?&*，)&
2

*为振子/)与约束发生粘滞时/*的位移和

速度，此时方程（7）的解为

&*"9*’*-（;*,-.（#;*-）’@*.&/（#;*-））’

6*,-.（#-’$）’=*,-.（#-’$）’&A
（**）
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其中!"#!$%!／（"&!$），且

’"#!"#()"$%&（"）(*"’($（"）(!"（"!）

+"#（,!"#&#"（!"#(!"）(（*"#"&

)"$）’($（"）(（)"#"(

*"$）$%&（"））／$’" （")）

!"#，,!"#为-!与振子碰撞后瞬间-"位移速度.

（*）
（+）

图! 两自由度碰撞系统发生粘滞时的响应图（（+）是（*）的局部放大图）：实线代表!"虚线代表!!参数值为：

!$#"，!/ #"，%##.#,，%"#(#.)，%!##."，0##.-，$##.,，1"###.,，1!###.,

.%/0! 12%’3%&/45$6(&$57%*/4*89(42:(;75/455;(9;94557(8$<$258（（+）%$=(’*=5&=*4/5774*:%&/）：1(=%7=%&5，+4(35&=%&50

>*4*85254$?*=@5$：!$#"，!/ #"，%##.#,，%"#(#.)，%!##."，0##.-，$##.,，1"###.,，1!###.,

! 两点碰撞的周期运动与分叉

!." 周期运动的确定
取>(%&’*4A截面

&#｛（!"，,!"，!!，,!!，’）!0B2%3!"#
%"，,!"#,!"&｝

其中’#$4.我们知道，>(%&’*4A截面上稳定的不动
点（稳定的周期运动）可以通过直接数值积分的办

法得出，但得不到不稳定的不动点.系统的周期运
动表示为周期56768运动，5表示为外激励周期数，

7和8分别代表-"与约束*"和-!与约束*!的
碰撞次数.我们采用打靶法求解系统的不稳定的周
期碰撞运动，即>(%&’*4A截面上的不动点.在迭代的
过程中，当迭代两点之间的距离小于某一规定精度

(时，认为此时的点就是周期不动点.上述过程可表
示如下：

"）首先选定一组初值进行迭代，1表示一种迭
代前后的映射关系，假设迭代的步长用"表示，其
中第9次迭代为
（!!（9&"），,!"（9&"），,!!（9&"），"（9&

"））#1（!!（9），,!"（9），,!!（9），"（9））

（"B）

（!!&"（9&"），,!"&"（9&"），,!!&"（9&"），

"&"（9&"））#1（!!（9）&"，,!"（9），

,!!（9），"（9）） （",）

（!!("（9&"），,!"("（9&"），,!!("（9&"），

"("（9&"））#1（!!（9）("，,!"（9），

,!!（9），"（9）） （"C）

!）判断满足不动点条件，满足精度要求结束，
否则进行下一步，即：

对于第9次迭代，定义范数

"’（9）"#（（!!（9&"）(!!（9））!&
（,!!（9&"）(,!!（9））!）"

／!

"’&"（9）"#（（!!&"（9&"）(（!!（9）&

"）!&（,!!&"（9&"）(,!!（9））!）"
／!

"’("（9）"#（（!!("（9&"）(!!（9）(

"）!&（,!!("（9&"）(,!!（9））!）"
／! （"D）

假设(为某一规定精度，如果满足

=%8
"##
"’（9）"$(

=%8
"##
"’("（9）"$(

=%8
"##
"’&"（9）"$( （"-）

此时就认为!!（9）即为所求的值：:!!##!!（9）.
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!）变换迭代参数!"（"）值#通过对方程（#$）的

!个范数进行比较，变换分为三种情况：（#）!"（"）
的值不变，而把步长减半（当!$（"）!的值最小）#
（"）把!"（"）%&赋给!"（"）（当!$%&（"）!的值最
小）#
（!）把!"（"）’&赋给!"（"）（当!$’&（"）!的
值最小）#把!"（"）的新值代入方程（#%）、（#&）和
（#’）进行下一次迭代直到满足方程（#(）#
同理对(!#（"），(!"（"），!（"）分别进行迭代可分

别求得：(!
)

#*)(!#（"），(!
)

"*)(!"（"），*!*)!（"）#
为了求得的不动点更为精确，以此时的*!"*，

(!
)

#*，
(!
)

"*，
*!*作为初始映射点，重新进行若干次的循

环迭代，最后得到+,-./012截面上不稳定的周期不
动点+*)（!"*，(!#*，(!"*，!*）#

!#" 周期运动的分叉与混沌

!#"## +,-./012映射投影图
选取图#所示碰撞振动系统的参数为：

", )#，"-)#，.)*#(，#)*#*#"，

/#)’*#"，/")*#"，0#*)*#&，0"*)*#&
取$是分叉参数，碰撞振动系统将会发生周期

倍化分叉（如图!所示）#当$)"#%!’时，系统产生
稳定的周期#1#1#运动，即在+,-./012截面上为稳
定的不动点（图!（0））；$)"#%!"时碰撞振动系统
的周期#1#1#运动失稳，分叉出稳定的周期"1"1"
运动（图!（3））；$)"#%*"时，周期"1"1"运动失稳
产生稳定的周期%1%1%运动（图!（/））；$)"#!4*
时，%个周期%1%1%点产生5,67分叉生成%个圈（图

!（8，9））；当$ 进一步减小时，系统进入混沌（图

!（7））#

（0）$)"#%!’，#1#1#不动点； （3）$)"#%!"，"1"1"不动点； （/）$)"#%*"，%1%1%不动点；

（0）$)"#%!’，#1#1#7-:986,-.;； （3）$)"#%!"，"1"1"7-:986,-.;； （/）$)"#%*"，%1%1%7-:986,-.;；

（8）$)"#!4*，%1%1%吸引不变环； （9）$)"#!((，%1%1%吸引不变环； （7）$)"#!(&，混沌

（8）$)"#!4*，%1%1%0;;10/;-.<-.=01-0.;/-1/>9?；（9）$)"#!((，%1%1%0;;10/;-.<-.=01-0.;/-1/>9?；（7）$)"#!(&，/@0,?

图! +,-./012截面上的投影：从倍化分叉进入混沌

A-<B! C@961,D9/;98+,-./019?9/;-,.：;@91,E;9,7691-,8F8,E3>-.<3-7E1/0;-,.;,/@0,?

选取另一组参数：", )&，"-)#，.)*#(，

#)*#**4，/#)’*#!，/")*##，0#*)*#&，0"*)

*#&#此时，碰撞振动系统存在稳定的拟周期运动#
当$)"#%4!时，在+,-./012截面上产生吸引的
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!"#$分叉不变圈（图%（&））!当!继续减小时，系统

拟周期运动经环面变形、锁相最后进入混沌，如图

%（’），（(），（$）所示!

（)）!"*!+,*，-#-#-不动点； （&）!"*!%./，吸引不变环； （0）!"*!%1,，吸引不变环（环面变形）；

（)）!"*!+,*，$"-／-$23(’#"245；（&）!"*!%./，)556)05247248)62)4502609(:；
（0）!"*!%1,，)556)05247248)62)4502609(:
（’($"6;(’248)62)4502609(:）；

（’）!"*!%%.，锁相； （(）!"*!%%-，混沌； （$）!"*!%/%，混沌；

（’）!"*!%%.，#<):(9"0=247； （(）!"*!%%-，0<)":； （$）!"*!%/%，0<)":

图% >"240)6?截面投影图：从!"#$分叉通向混沌!

@27A% B<(#6"C(05(’>"240)6(:(052"4：5<(6"D5("$!"#$&2$D60)52"45"0<)":

/!*!* 分叉图
取!为分叉参数，在第一组参数的情况下，分

叉图如图+（)）所示，随着!的变化，经过倍化分叉

后，发生!"#$分叉!
在第二种分叉参数情况下，分叉图如图+（&）

所示

（)） （&）

图+ 分叉图

@27A+ E2$D60)52"4’2)76);:
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! 结论

本文建立了两自由度两点碰撞振动系统的动

力学模型，分析了系统存在的复杂运动现象!首先
分析了系统的粘滞运动问题!然后利用打靶法，采
用变步长迭代，来求解"#$%&’()截面上的不稳定的
周期运动不动点!进一步通过数值模拟，研究周期

*+*+*运动的,#-.分叉和周期倍化分叉，并描述了
参数变化时这两种分叉情况下系统向混沌的转化

过程!
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