
第23卷第11期

2025年11月
动 力 学 与 控 制 学 报

JOURNAL
 

OF
 

DYNAMICS
 

AND
 

CONTROL
Vol.23

  

No.11
Nov.2025

文章编号:1672-6553-2025-23(11)-072-009 DOI:10.6052/1672-6553-2025-082

 2025-09-02收到第1稿,2025-09-24收到修改稿.
*国家自然科学基金资助项目(12522201,12494563),

 

National
 

Natural
 

Science
 

Foundation
 

of
 

China(12522201,12494563).
†

 

通信作者
 

E-mail:kailuo@bit.edu.cn

基于双场动力学降阶模型的高效预测与最优控制*

周文祥1,2 罗凯1,2†

(1.北京理工大学
 

空天科学与技术学院,
 

北京 100081)

(2.北京理工大学
 

临近空间环境特性及效应全国重点实验室,
 

北京 100081)

摘要 大变形结构动力学模型常用于模拟大型化、轻量化结构的瞬态响应,但其几何非线性特征使高效而

精确的建模与控制面临挑战.基于数据驱动的本征正交分解(POD)与 Hellinger-Reissner变分原理,可构造

大变形结构的双场动力学降阶模型.该模型引入先验的应力信息,并将位移基推导的刚度不变量阶数由四

阶降低至三阶,由此提升了瞬态动力学降阶计算的精度与效率.在双场动力学降阶模型基础上,进一步探讨

柔性结构动响应的高效预测与最优控制问题,嵌入模型预测控制框架,实现轨迹优化控制.通过细长杆系与

机翼骨架两个结构算例表明,该方法在保证精度的同时显著降低了在线计算成本,相较于传统位移POD降

阶方法,在精度与实时性方面均表现出更优性能,并展现出良好的模型预测控制适用性.
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Abstract Dynamic
 

models
 

of
 

large-deformation
 

structures
 

are
 

widely
 

used
 

to
 

simulate
 

the
 

transient
 

re-
sponse

 

of
 

large-scale
 

and
 

lightweight
 

structures,
 

but
 

their
 

geometric
 

nonlinearity
 

poses
 

significant
 

chal-
lenges

 

for
 

efficient
 

and
 

accurate
 

modeling
 

and
 

control.
 

The
 

two-field
 

reduced-order
 

model
 

(ROM)
 

for
 

large-deformation
 

structures
 

can
 

be
 

constructed,
 

via
 

data-driven
 

Proper
 

Orthogonal
 

Decomposition
 

(POD)
 

with
 

the
 

Hellinger-Reissner
 

variational
 

principle.
 

This
 

model
 

incorporates
 

prior
 

stress
 

informa-
tion

 

and
 

reduces
 

the
 

order
 

of
 

stiffness
 

invariants
 

derived
 

from
 

displacement
 

bases
 

from
 

fourth
 

to
 

third
 

or-
der,

 

thereby
 

improving
 

both
 

the
 

accuracy
 

and
 

efficiency
 

of
 

transient
 

dynamic
 

model
 

reduction.
 

Based
 

on
 

the
 

two-field
 

ROM,
 

this
 

work
 

further
 

investigates
 

efficient
 

prediction
 

and
 

optimal
 

control
 

of
 

flexible
 

structural
 

responses
 

by
 

embedding
 

the
 

ROM
 

into
 

a
 

model
 

predictive
 

control
 

(MPC)
 

framework
 

to
 

a-
chieve

 

trajectory
 

optimization
 

and
 

tracking.
 

Case
 

studies
 

on
 

a
 

slender
 

beam
 

system
 

and
 

a
 

wing
 

skeleton
 

demonstrate
 

that
 

the
 

proposed
 

approach
 

significantly
 

reduces
 

online
 

computational
 

cost
 

while
 

maintai-
ning

 

accuracy,
 

and
 

outperforms
 

traditional
 

displacement-based
 

POD
 

methods
 

in
 

both
 

efficiency
 

and
 

accu-
racy,

 

showing
 

strong
 

applicability
 

to
 

MPC-based
 

control
 

of
 

nonlinear
 

flexible
 

structures.
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引言
  

随着空天科技的快速发展,高端装备正加速向

大型化与轻量化方向演进.在航天领域,为实现高

分辨率的对地观测,需构建具备大口径与高型面精

度的空间结构,以支撑高增益在轨天线系统的应

用[1];在航空领域,大型化与轻量化结构设计不仅

能够显著提升燃油效率与载荷能力,还可改善飞行

舒适性,从而带来显著的经济与社会效益[2].
然而,此类结构在力学建模与分析中往往面临

维数高、非线性强等挑战,使得基于非线性有限单

元构建的动力学模型难以实现高效求解[3].在工程

应用中,尤其是面向大型结构瞬态响应的主动调

控,基于模型的最优控制方法需对系统动力学方程

进行频繁调用,进一步加剧计算负担[4].相较之下,

降阶动力学建模凭借突出的计算效率,已成为应对

高维非 线 性 动 力 学 实 时 在 线 计 算 的 重 要 途 径

之一[5].
  

为兼顾效率与精度,模型降阶方法通过提取系

统的低维主导动力学特征,在保证精度的前提下显

著降低模型维数[6,7].目前,基于降阶模型的研究已

在动力学高效预测方面取得重要进展[5],并广泛应

用于流场重构[8]、结构振动分析[9]及柔性机构运动

仿真[10]等.然而,在工程任务中,降阶模型的作用

不仅是实现高效、精确的正向动力学计算,更需有

效嵌入动力学控制框架,以支撑高性能的在线求

解,从而实现结构的实时调控与优化.
  

相比正向预测,在线优化控制对模型的计算效

率更为苛刻,因此模型降阶技术在该领域受到了广

泛关注[5].对于存在大变形的系统,几何非线性效

应限制了降阶模型效率的进一步提升[11].在模型

预测控制(MPC)等框架中,动力学模型的规模与

计算效率又直接决定可实现的控制频率,从而限制

应用范围,并对降阶方法的高效性提出更严格要

求[12].围绕 这 一 问 题,已 发 展 出 动 态 模 态 分 解

(DMD)[13]、本征正交分解(POD)[14]以及谱子流形

(SSM)[15,16]等多种降阶方法,用于实现系统的高

效动力学预测并与最优控制.
  

典型的模型降阶方法通常可分为两个阶段:首

先,构造低维子空间的基向量;其次,在该子空间内

建立系统的降阶模型(ROM).其中,基向量的质量

决定了ROM 能否有效捕捉系统的主要动力学特

征.其合理性不仅直接影响在保留关键动力学特性

的前 提 下 可 降 的 维 度,还 影 响 ROM 的 泛 化

能力[3].
  

适用于小变形线性系统的模态叠加法,以振动

模态为基向量构建 ROM.然而,由于振动模态通

常在平衡位置求得,难以准确描述远离平衡点的刚

体运动或大变形,导致难以对大变形非线性系统进

行有效降阶[17].近年来,随着数据驱动方法的发

展,POD受到广泛关注,它能够从响应数据直接提

取模态基向量,并基于能量进行模态截断,有效捕

捉主要非线性动力学行为[5].在此基础上,双场变

分POD方法通过引入应力基,并结合 Hellinger-
Reissner(H-R)变分原理,对缩减内力重新表述,相
比同维数的位移基单场降阶模型,能更准确刻画几

何非线性系统的动力学特性[18].
  

当降阶基向量构建完成后,需要将全模型动力

学方程映射至低维子空间,以获得降阶动力学方程

并实现高效求解.对于基于线性模态的降阶方法,

通常假设广义位移可表示为基向量与缩减坐标的

线性组合,并利用 Galerkin投影将全模型方程映

射为降阶模型方程[6,7].然而,对于大变形非线性系

统,该方法需频繁在全模型与降阶模型间进行映

射,计算复杂度仍依赖于全模型维数,限制了效率

提升[6].为此,可采用超降阶技术,通过在有限采样

点或单元上执行投影,替代全模型计算,从而在保

留主要动力学特征的同时,显著降低残差与雅可比

矩阵的 组 装 和 求 解 成 本,实 现 所 谓 的“二 次 降

阶”[7].此外,对于仅含几何非线性的系统,可在离

线阶段预先计算刚度不变量,并在降阶模型中以最

高阶为四阶张量的形式表示,从而消除在线求解对

全模型的依赖,典型代表为STEP(stiffness
 

evalu-
ation

 

procedure)方法[14,15].进一步,在双场POD
降阶模型中,应力基的引用使得刚度不变量的最高

阶张量由四阶降低至三阶,从而实现更高效的非线

性动力学求解[18].
  

本文针对大变形结构的非线性动力学系统,构
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建位移+应力POD基的双场降阶动力学模型,研
究基于降阶动力学的高效预测与最优控制.通过细

长杆系结构与机翼骨架结构算例,验证该方法的计

算精度和效率,并在 MPC框架下实现轨迹跟踪控

制,推动双场动力学降阶方法向工程应用的拓展.

1 动力学降阶建模与控制
   

采用双场POD方法对高维非线性结构动力学

系统进行降阶建模时,首先需建立系统全模型,并
开展数值计算以生成数据快照矩阵.随后,对快照

矩阵进行奇异值分解(SVD),分别提取位移基向量

与应力基向量.最后,基于这两组基向量建立系统

的降阶动力学方程.
   

为了简化后续推导表述,本研究约定:以黑体

符号(如a 与A)表示向量或张量,以带下标的斜体

符号(如ai 和Aij)表示其分量.

1.1 系统动力学全模型
  

对于非线性结构动力学系统,采用有限元方法

离散化后,可建立如下全模型动力学方程[3]:

Mq
··
+Cq

·
+Fint(q)-Fext(q,q

·,t)=0 (1)

其中,t表示时间,q∈ℝN 表示系统的广义坐标向

量,M ∈ℝN×N 和C∈ℝN×N 分别为系统的常数质

量阵与常数阻尼阵,N 为全模型的广义坐标个数,

即全模型维数;Fint:q|→ℝN 表示系统的非线性内

力向量,Fext:(q,q
·,t)|→ℝN 表示系统受到的外力

向量.
对于含几何非线性的结构动力学系统,随着结

构的变形,式(1)的内力向量Fint 呈现显著的非线

性特征,因此在求解过程中需对其进行迭代更新.
在全模型中,该非线性内力向量的计算复杂度与系

统的维数密切相关.进一步,采用隐式时间积分算

法对全模型动力学方程进行离散后,需计算系统切

线刚度矩阵,并通过牛顿迭代法求解非线性代数方

程组,其计算复杂度亦会随系统维数的升高而显著

上升.通过提取系统的低维动力学特征,构建相应

的降阶动力学方程,可在保证精度的同时提升动力

学计算效率.

1.2 POD基向量
  

在构建降阶模型时,采用POD方法构建位移

降阶基向量(ROB),依赖于全模型的动力学行为.

为此,需预先收集全模型的响应数据,并组装成如

下形式的位移快照矩阵:

Q= q1-q0 q2-q0 … qD -q0  (2)

其中,q1,q2,…,qD 为通过全模型计算得到的由t1
到tD 离散时刻的广义坐标向量,D 是预先选取的

系统动力学响应样本数,q0 为初始状态的广义坐

标向量.对快照矩阵Q 进行奇异值分解得到

Q=U
~
σV

~T (3)

其中,U
~
∈ ℝN×N 与V

~
∈ ℝD×D 分别为正交的空间

模态矩阵与时间模态矩阵,组成U
~

的列向量称为

POD位移模态;对角矩阵σ∈ℝN×D 的主对角线元

素为系统的奇异值,用于表征各阶POD模态所包

含的数据能量.为了构建低维的降阶模型,可根据

σ 内各阶模态的奇异值占比(即能量占比),取U
~

中

的前n(n≪N)阶模态截断,组成位移ROB矩阵

U ∈ ℝn×N .利用该位移ROB矩阵,近似表达系统

的广义位移向量为

Δq=q-q0 ≈Uξ (4)

其中,ξ∈ ℝn 表示降阶模型的广义位移向量.
  

在上述位移POD模态基础上,进一步采用双

场POD 方 法,引 入 应 力 POD 模 态,构 造 双 场

ROB,并借助H-R变分原理对系统的非线性内力

向量进行重新描述.本研究中,定义系统的广义应

力向量qs∈ℝ
Ns 由全模型所有单元高斯积分点处

的应力向量组成,其形式为

qs=sT
1 sT

2 … sT
NG  T (5)

其中,s1,s2,…,sNG
为 NG 个 高 斯 积 分 点 处 以

Voigt符号形式表示的第二类Piola-Kirchhoff应

力向量,满足 Ns=6NG .为确保位移场和应力场

之间的兼容性,构造广义应力向量qs 使用的高斯

积分点与用于位移场数值积分的高斯积分点保持

一致.由此,可构建应力快照矩阵:

Qs= qs1-qs0 qs2-qs0 … qsD -qs0  (6)

其中,qs1,
 

qs2,
 

…,
 

qsD 表示全模型计算的由t1到tD

时刻的广义应力向量;qs0 为初始状态的广义应力

向量,对于初始构型不含预应力的结构,qs0 为零

向量.
  

为获得系统应力ROB,对上述应力快照矩阵

进行奇异值分解,其形式与式(3)一致.随后,截取

其空间模态矩阵的前 m(m≪N)阶,得到应力

ROB矩阵Φ ∈ ℝ
m×Ns .对于初始构型无应力的系
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统,其广义应力向量可由应力ROB矩阵近似表达

为

qs≈Φη (7)

其中,η ∈ ℝm 为降阶模型的广义应力向量.对于

第e个单元的第g 个高斯积分点,其应力张量S
-
∈

ℝ3×3 可被重构为

S
-
=TSL

-egqs (8)

其中,布尔矩阵L
-eg ∈ ℝ

6×Ns 用于从全局广义应力

向量中获取第e个单元的第g 个高斯积分点处的

应力分量,TS∈ ℝ3×3×6 将 Voigt记号下的应力向

量转换为对称张量形式.
  

在H-R双场变分原理中,系统广义应力与广

义位移的耦合关系可通过广义势能表示.若给定系

统位移ROB的阶数n,则应力ROB阶数m 须满

足inf-sup条件给出的下界限制.同时,若m 取值

过大,则可能导致应力子空间包含无法与位移子空

间相匹配的冗余信息.基于上述考虑,本研究在计

算中选取m=2n,以兼顾数值精度和计算效率.

1.3 降阶动力学方程
  

基于描述大变形的St.
 

Venant-Kirchhoff本

构模型,在H-R双场变分原理框架下,将单元的广

义弹性势能表示为

U
-e =-

1
2∫VeS

-
anCanbcS

-
bcdVe +

 ∫VeS
-
anCanbcSbcdVe (9)

其中,S∈ℝ3×3和S
-
∈ℝ3×3分别表示由位移ROB

和应力ROB构建的应力张量,C 表示材料的四阶

柔度张量.具体地,由式(4)的降阶模型广义位移

向量,经非线性几何方程与本构方程计算S;可通

过式(7)和式(8)计算S
-
.进一步,将单元广义弹性

势能U
-e 对缩减广义坐标向量κ = ηT ξT  T ∈

ℝm+n 求导,并对全体单元进行求和,可得到系统降

阶模型的缩减内力向量f
-int:

f
-int
i =∑

Ne

i=1

∂U
-e

∂κi

=
-α-ijηj +β

-
ijξj +

1
2γ

-
irpξrξp,

   

i≤m

β
-
jiηj +γ

-
jipηjξp,

              

i>m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (10)

其中,α-∈ℝm×m、β
-
∈ℝm×n、γ

-
∈ℝm×n×n 称为降阶

模型的刚度不变量,具体表达式参见文献[18],可
在离线阶段预先计算.与仅采用位移ROB的模型

降阶方法相比,双场POD方法将刚度不变量的最

高阶次由四阶降低到三阶[11,14],从而在计算非线

性缩减内力向量时显著提升效率.
  

在双场POD方法中,系统的缩减动能和外力

功均由位移ROB计算,由此建立降阶动力学方程:

mijξ¨j +cijξ
·

j +β
-
jiηj +γ

-
jikηjξk -fext

i =0
(11)

-α-ijηj +β
-
ijξj +

1
2γ

-
ijkξjξk =0 (12)

其中,m=UTMU∈ ℝn×n 与c=UTCU∈ ℝn×n 分

别 为 缩 减 质 量 阵 与 阻 尼 阵,fextξk  =

UTFextξk  ∈ ℝn 为外力向量在降阶位移子空间

的投影,即缩减外力向量.式(11)表示降阶系统的

动力学平衡,式(12)表示降阶系统的非线性应力-
位移关系.

  

进一步,将式(12)的代数关系简化为:

ηi=β
~
ijξj +

1
2γ

~
ijkξjξk (13)

其中,β
~
ij =α--1

inβ
-
nj 且γ

~
ijk =α--1

inγ
-
njk .将式(13)代入

式(11),缩减内力表达为位移缩减坐标的三次形

式,并使待求解的降阶动力学方程维数由m+n 降

低至n,从而避免了应力ROB引入导致降阶模型

的维数提升.非线性内力的表达式有:

f
-int
i =(β

-
ji+γ

-
jikξk)β

~
jnξn +

1
2γ

~
jnmξnξm  

(14)

  

对于隐式时间积分算法所需的缩减内力Jacobi矩

阵,也仅需缩减内力对缩减广义位移向量ξ 求导,

得到

k
-int
ij =β

-
ni
∂ηn

∂ξj
+γ

-
nijηn +γ

-
nik
∂ηn

∂ξj
ξk (15)

其中,∂ηi

∂ξj
=β

~
ij +γ

~
ijkξk .

2 基于降阶模型的最优控制
   

通过双场POD方法得到高效降阶模型后,在

控制系统分析与设计中,上述降阶动力学方程可进

一步写成状态方程形式:

x· =fintx  +Bu

y=Ctx
(16)
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其中,x=ξT ξ
·T  T∈ℝ2n 为降阶系统的状态变

量,y∈ ℝp 为包含p 个输出量的输出向量,Ct ∈

ℝp×2n 为输出矩阵,表征降阶广义坐标到结构观测

点的映像;fint(x)=[(f
-int)T 0]T∈ℝ2n 为状态变

量表示的系统非线性内力向量,B ∈ ℝ2n×k 为系统

输入矩阵,其具体形式为:

B=
0

m-1Bu

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (17)

其中,Bu ∈ ℝ2n×k 为降阶模型缩减外力的模式矩

阵,即降阶模型缩减外力向量可表示为:

fext=Buu (18)

其中,u∈ ℝk 为缩减外力的待定系数向量,即控

制输入向量.在每次滚动时域优化中,以当前状态

向量x0 对非线性系统进行线性化,并以此构造出

优化问题的局部近似模型:

x· =fint
0 +kint0 (x-x0)+Bu

y=Ctx
(19)

式中fint
0 表示x0 下的系统非线性内力,kint0 ∈

ℝ2n×2n 为非线性内力的切线刚度在x0 处的取值,

表达为:

kint0 =
k
-int
0 0

0 0

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (20)

  

基于双场动力学降阶模型,解决基于非线性模

型预测控制(MPC)的振动主动控制问题,即求解

如下离散动力学优化问题:

min
ui

 

J=∑
Np

i=0
‖(yr

i-yi)‖2Q +∑
Np

i=0
‖ui‖2R

s.t.
  

xi+1=kint0xi+Bui+fint
0 -kint0x0

yi=Ctxi

x0=x(0)

umin≤ui(t)≤umax

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(21)

其中,yi 表示ti 时刻观测点的实际响应,yr
i 表示ti

时刻观测点的目标响应;Q 和R 为权重系数矩阵,

用于平衡优化问题中的轨迹跟踪误差与控制成本;

x0 为降阶系统的初始状态;控制输入向量限制在

umin 与umax 之间.
整体求解流程如图1所示.首先,基于双场

 

POD构建高效的非线性降阶动力学模型以替代全

模型计算;随后在每次滚动时域优化中,在当前状

态对该降阶模型进行局部线性化,将非线性优化问

题转化为线性二次规划(QP)并高效求解.

图1 降阶动力学建模与非线性模型预测控制的计算框架
Fig.1 Framework

 

for
 

reduced-order
 

dynamic
 

modeling
 

and
 

nonlinear
 

model
 

MPC

3 数值仿真
   

本节针对不同的结构对象,给出正向预测与最

优控制的两个数值算例,验证双场动力学降阶模型

的高效性与控制适用性.计算过程在配备Intel(R)
 

Core(TM)
 

i7-11800H@2.30
 

GHz的16线程处理

器和
 

16
 

GB内存的计算工作站上完成.

3.1 算例1:细长杆系结构的响应预测
  

本算例针对细长杆系结构,利用降阶模型对指

定外力作用下的瞬态动力学响应进行计算.如图2
所示,该杆系结构由两根0.5

 

m的杆件与一根1
 

m
的杆件组成.各杆件的横截面均为边长12

 

mm的

正方形,远小于其长度,因此可视作细长梁.所有杆

件的材料参数为密度ρ=1500
  

kg/m3、杨氏模量

E=30GPa、泊松比μ=0.3以及质量比例阻尼系

数ξ=0.05
 

s-1.杆件间采用固定连接约束,且在杆

系结构的末端放置了一个观测点,用于表征柔性结

构动态变形情况.初始状态下,结构位X-Y 平面内

并水平放置,其左侧端点被固定.集中外载荷P 作

用于结构右侧自由端,其方向位于Y-Z 平面第三

象限且与Z 轴负方向成45°夹角,其大小表达为

P(t)=-70.71sin
π
5t  

 

N (22)
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图2 杆系结构示意图

Fig.2 Schematic
 

of
 

the
 

slender
 

beam
 

system

在数值仿真中,杆系结构的全模型采用16个

全参数ANCF梁单元进行离散,总广义坐标数为

240.总仿真时间为10
 

s,采用广义-α 算法,时间积

分步长为10
 

ms.为衡量全模型与降阶模型之间的

偏差,定义相对误差εrel为

εrel=
1
Lc

1
3Np
∑
Np

i=1

(r~i-ri)T(r~i-ri) (23)

其中,r~i 和ri 分别为全模型与降阶模型在第i个节

点处的广义位置向量,Np 为节点总数,Lc 为结构

的特征长度.对于图2所示杆系结构,特征长度设

定为Y 轴方向的总长度1.5
 

m.算例1中使用总样

本数D=100.
  

图3给出了外力作用下Y 和Z 两个方向上的

动响应,其中图3(a)与图3(b)分别为位移ROB阶

数n=2与n=8的结果.蓝色实线为全模型(记为

FOM)的响应,黄色线与绿色线分别为双场降阶模

型(记为Two
 

fields)与基于STEP方法位移场降

阶模型(记为Direct
 

STEP)的响应.图3比较了不

同降阶模型相比全模型计算结果的相对误差εrel.
  

由图3与图4可见,双场动力学降阶模型在计

算精度上明显优于位移场动力学降阶模型.同时,

即使降阶模型维数较低,即n=2时,双场降阶模型

仍能捕捉结构的主要动响应特征.

图3 杆系结构观测点在Y 轴与Z 轴方向的动响应对比:
(a)

 

位移ROB阶数n=2;(b)
 

位移ROB阶数n=8
Fig.3 Comparison

 

of
 

the
 

dynamic
 

responses
 

of
 

the
 

slender
 

beam
 

system
 

observation
 

point
 

in
 

the
 

Y-and
 

Z-directions:
 

(a)
 

Displacement
 

ROB
 

order
 

n=1;
 

(b)
 

Displacement
 

ROB
 

order
 

n=8

图4 位移ROB阶数n=8时降阶模型与全模型相对误差

Fig.4 Relative
 

displacement
 

error
 

between
 

the
 

ROM
 

order
 

n=8
 

and
 

the
 

FOM

表1给出了使用全模型、STEP位移场降阶模

型及双场降阶模型进行正向动力学预测的在线计

算时间,表中的加速比定义为全模型与降阶模型的

在线计算时间之比.由表1可见,相较于基于位移
 

ROB的直接STEP方法,双场动力学降阶方法在

计算效率上表现出更优的性能.

表1 杆系结构动力学正向计算效率与精度对比

Table
 

1 Forward
 

dynamic
 

efficiency
 

and
 

accuracy
 

comparison
 

for
 

the
 

slender
 

beam
 

system

参数 全模型 STEP降阶 双场降阶

在线计算时间/ms 7418 78 44

最大相对误差 0 0.026
 

78 0.004
 

63

加速比 1 95.10 185.45

3.2 算例2:机翼骨架的最优控制
  

本算例针对图5所示的机翼骨架结构,采用两

节基于双场动力学降阶模型的最优控制框架,模拟

结构在大变形条件下的轨迹跟踪控制过程.

图5 机翼骨架结构示意图

Fig.5 Schematic
 

of
 

the
 

wing-skeleton
 

structure
  

如图5所示,机翼骨架由两个翼梁和十一个翼

肋组成.整体翼展长度为4.50
 

m,翼宽为1.86
 

m,

翼高为0.153
 

m.材料的密度、杨氏模量、泊松比及
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质量比例阻尼系数分别为2700
 

kg/m3、14
 

GPa、

0.3和1
 

s-1.机翼最左端翼肋被完全固定,作为边

界条件;在最右端翼肋的上表面施加均布外载荷,

同时在该翼肋的后缘设置观测点,用于表征结构的

动态变形响应.机翼骨架的全模型采用22
 

806个

八节点六面体单元进行离散,总广义坐标个数为

129
 

261.广义-α算法时间步长设为5
 

ms.算例2中

使用总样本数D=500.
  

使用POD方法构造降阶模型时,预先施加一

组沿Y 轴方向的均布载荷P,其幅值表示为

P(t)=1.6522sin
π
5t  

 

MPa (24)
  

当位移ROB阶数为n=6与n=1时,图6(a)

和(b)对比了全模型、双场降阶模型和STEP降阶

模型计算的观测点处Y 轴位移动态响应.图7展示

了位移ROB阶数时不同降阶模型与全模型计算结

果的相对误差εrel,表2则对比了各模型的最大相

对误差、在线计算时间及加速比.结果表明,在相同

降阶维数下,双场降阶模型比STEP降阶模型在计

算效率与精度方面均更优.在位移ROB阶数较低,

即n=1时,双场降阶模型仍保持较高的计算精度.
进一步,在图5所示的均布外载荷作用下,基

图6 机翼骨架结构观测点处Y 轴位移:(a)
 

位移ROB阶数n=6;
(b)

 

位移ROB阶数n=1
Fig.6 Y-direction

 

displacement
 

at
 

the
 

observation
 

point
 

of
 

the
 

wing-skeleton
 

structure:
 

(a)
 

Displacement
 

ROB
 

order
 

n=6;
 

(b)
 

Displacement
 

ROB
 

order
 

n=1

图7 位移ROB阶数n=6时降阶模型与全模型的相对误差
Fig.7 Relative

 

displacement
 

error
 

between
 

the
 

ROM
 

and
 

the
 

FOM
 

at
 

displacement
 

ROB
 

order
 

n=6

表2 位移ROB阶数n=6时,机翼骨架结构动力学
正向计算的效率与精度

Table
 

2 Forward
 

dynamic
 

efficiency
 

and
 

accuracy
 

of
 

the
 

wing-skeleton
 

structure
 

at
 

displacement
 

ROB
 

order
 

n=6

参数 全模型 STEP降阶 双场降阶

在线计算时间/s 4727.86 0.055 0.033

最大相对误差 0 6.04E-3 1.86E-4

加速比 1 8.596E+4 1.4327E+5

于建立的双场降阶动力学模型,采用非线性 MPC
控制器实现机翼骨架观测点沿预定轨迹的运动.在
本算例中,假设机翼上的均布载荷作用形式保持不

变,控制输入仅影响其幅值,即k=1.优化问题的

动力学约束由n=1下的双场降阶模型构建,预测

时域长度取Np=5个离散步长.
  

图8和图9分别展示了机翼骨架模型参考点

在两种不同目标轨迹下的非线性 MPC预测结果.
其中,蓝色曲线表示目标轨迹,黄色曲线表示在非

线性降阶 MPC控制下全模型的动力学响应.图8
(b)与图9(b)进一步给出了机翼均布控制载荷的

幅值变化情况.结果表明,所提出的双场动力学降

阶控制算法能够有效实现对预设参考变形轨迹的

跟踪.在优化求解阶段中,单次 MPC(预测时域

Np=5)使用OSQP进行二次规划的求解平均时间

为33
 

μs,最 长 时 间 为87
 

μs,均 小 于 时 间 步 长

5
 

ms,满足实时控制要求.

图8 余弦轨迹跟踪:(a)
 

机翼观测点轨迹跟踪结果;
(b)

 

均布控制载荷的幅值变化

Fig.8 Cosine
 

trajectory
 

tracking:
 

(a)
 

Wing
 

observation
 

point
 

results;
 

(b)
 

Amplitude
 

variation
 

of
 

uniform
 

control
 

load

图9 三角波轨迹跟踪:(a)
 

机翼观测点轨迹跟踪结果;
(b)

 

均布控制载荷的幅值变化
Fig.9 Triangular

 

wave
 

trajectory
 

tracking:
 

(a)
 

Wing
 

observation
 

point
 

results;
 

(b)
 

Amplitude
 

variation
 

of
 

uniform
 

control
 

load
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4 结论
   

本文针对含几何非线性的柔性结构动力学系

统,研究基于双场动力学降阶模型的高效预测与最

优控制.该降阶模型在位移基的基础上引入应力

基,并结合H-R双场变分原理,将刚度不变量的最

高阶由四阶降低至三阶,在保证精度的同时提升了

非线性动力学求解效率;进一步将双场降阶模型嵌

入非线性 MPC框架,高效求解离散动力学优化问

题,以实现复杂结构的最优控制.通过杆系结构与

机翼骨架两个算例表明,提出的方法在降阶维数较

低时仍能保持较高精度,且在线计算效率优于位移

单场降阶模型.此外,机翼骨架参考点的轨迹跟踪

结果表明了该方法在非线性结构最优控制中的可

行性.
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