
第23卷第11期

2025年11月
动 力 学 与 控 制 学 报

JOURNAL
 

OF
 

DYNAMICS
 

AND
 

CONTROL
Vol.23

  

No.11
Nov.2025

文章编号:1672-6553-2025-23(11)-028-016 DOI:10.6052/1672-6553-2024-121

 2024-11-13收到第1稿,2024-12-17收到修改稿.
*国家自然科学基金资助项目(10772056,11732005,12372004,12002058,11302087,12002298),National

 

Natural
 

Science
 

Foundation
 

of
 

Chi-
na

 

(10772056,11732005,12372004,12002058,11302087,12002298).
†

 

通信作者
 

E-mail:dqcao@hit.edu.cn

基于全局模态理论的柔性组合结构非线性动力学

建模与模型降阶研究进展*

曹登庆1,2† 曹彧腾3 宋敉淘4 魏进5 何贵勤6 方波1

(1.
 

哈尔滨工业大学
 

航天学院,哈尔滨 150001) (2.
 

山东理工大学
 

数学与统计学院,淄博 255000)

(3.
 

北京信息科技大学
 

机电工程学院,北京 102206) (4.
 

江苏大学
 

土木工程与力学学院,镇江 212013)

(5.
 

烟台大学
 

机电汽车工程学院,烟台 264005) (6.
 

北京航空航天大学
 

宇航学院,北京 100191)

摘要 在工程结构设计中,理论建模是确保结构具备安全、持续与稳定运行能力的关键步骤,尤其是在动力

学特性分析中不可或缺.组合结构的动力学模型通常需要降阶处理,以便进行非线性动力学分析和控制器

设计.传统基于单一部件模态函数的动力学模型在经典静定边界条件下构建,结果与整体结构模态存在显

著差异.全局模态理论能够揭示刚性与柔性结构运动间的耦合效应,提供准确反映组合结构振动的整体模

态.本文综述了近年来全局模态方法在索、梁、板等组合结构动力学模型降阶问题中的研究进展,主要介绍

基于笛卡尔和拉格朗日坐标系的多刚柔体系统全局模态求解方法;通过多梁刚性连接、索-梁组合、刚柔耦

合航天器等实例,阐述全局模态方法在复杂组合结构固有特性分析中的应用.多项研究结果表明,全局模态

方法不仅克服了传统方法对模态形式与数量的依赖,还在揭示复杂动力学现象及优化结构设计和振动控制

中展现了显著优势.
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Abstract The
 

theoretical
 

modeling
 

is
 

the
 

critical
 

step
 

to
 

ensure
 

the
 

safe,
 

sustainable
 

and
 

stable
 

operation
 

of
 

the
 

engineering
 

structure
 

in
 

the
 

design
 

phase,
 

especially
 

in
 

the
 

dynamical
 

characteristics
 

analysis.
 

The
 

reduced
 

order
 

procedure
 

of
 

the
 

composite
 

structure􀆶s
 

dynamical
 

model
 

is
 

required
 

so
 

as
 

to
 

nonlinear
 

dy-
namic

 

analysis
 

and
 

controller
 

design.
 

However,
 

the
 

traditional
 

dynamical
 

model
 

that
 

established
 

by
 

the
 

modal
 

function
 

of
 

a
 

single
 

component
 

is
 

based
 

on
 

the
 

classical
 

statically
 

indeterminate
 

boundary
 

condi-
tions.

 

There
 

exists
 

the
 

significantly
 

difference
 

compared
 

with
 

the
 

modes
 

obtained
 

by
 

the
 

whole
 

struc-
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ture.
 

The
 

global
 

mode
 

theory
 

can
 

reveal
 

the
 

coupling
 

effect
 

between
 

rigid
 

motion
 

and
 

flexible
 

deforma-
tion

 

of
 

the
 

structure,
 

and
 

provides
 

the
 

global
 

mode
 

that
 

can
 

accurately
 

reflect
 

the
 

vibration
 

of
 

the
 

com-
bined

 

structure.
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

research
 

progress
 

of
 

the
 

global
 

modal
 

method
 

in
 

the
 

reduced
 

order
 

for
 

the
 

combined
 

structure
 

dynamic
 

model
 

such
 

as
 

cables,
 

beams
 

and
 

plates
 

in
 

recent
 

years
 

is
 

given.
 

The
 

solving
 

method
 

for
 

the
 

global
 

mode
 

method
 

of
 

the
 

multi-rigid-flexible
 

coupling
 

system
 

based
 

on
 

the
 

Car-
tesian

 

and
 

Lagrange
 

coordinate
 

is
 

mainly
 

focused.
 

The
 

application
 

of
 

the
 

global
 

modal
 

method
 

in
 

the
 

a-
nalysis

 

of
 

natural
 

characteristics
 

of
 

the
 

complex
 

combined
 

structure
 

is
 

illustrated
 

by
 

the
 

examples
 

such
 

as
 

the
 

multi-beam
 

rigid
 

connection,
 

cable-beam
 

combination
 

and
 

rigid-flexible
 

coupling
 

spacecraft.
 

Multiple
 

research
 

results
 

show
 

that
 

the
 

global
 

mode
 

method
 

not
 

only
 

overcomes
 

the
 

dependence
 

on
 

the
 

mode
 

form
 

and
 

quantity
 

of
 

the
 

traditional
 

method,
 

but
 

also
 

shows
 

the
 

prominent
 

advantage
 

in
 

revealing
 

complex
 

dy-
namic

 

phenomena,
 

optimizing
 

structural
 

design
 

and
 

vibration
 

control.
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引言

制造业是国民经济的支柱产业,也是推动工业

化和现代化进程的关键力量.结构设计为制造业的

发展提供了重要的理论支撑,伴随着结构部件的大

型化和柔性化趋势,柔性结构的动力学建模、振动

响应分析及其振动控制等问题变得愈加复杂和具

有挑战性[1].随着我国工业化进程的不断推进,先
进高端设备的需求日益增长.无论是用于国防军工

的大型柔性航天器[图1(a)]和带外挂的细长机翼

[图1(b)],还是与生产生活密切相关的细长风机

叶片[图1(c)]和大跨度斜拉桥[图1(d)],这些高

端精密设备和大型柔性工程结构在外激励下往往

表现出复杂的动力学行为,进而对部件的力学性能

提出了极高的要求.部件的力学性能直接关系到整

图1 国防工业生产生活中的组合结构
Fig.1 Combined

 

structures
 

in
 

the
 

national
 

defense,
 

industry,
 

production
 

and
 

life

个装备的安全与稳定运行,并对工程项目的顺利实

施产生重要影响.
在理论研究阶段,复杂的工程结构通常简化为

由刚体和柔性部件组成的多刚-柔体系统.通过将

索、梁、板、壳等柔性部件与忽略弹性变形的刚体联

接,构建多体系统,是解决组合结构动力学问题的

常用等效方法.从数学角度看,每个柔性部件都是

具有无限自由度的分布参数系统,其动力学方程通

常为包含时间和空间变量的偏微分方程,这些方程

在多数情况下难以获取解析解.对于组合结构,在
外激励下,其动力学行为通常表现出典型的非线性

特征.当前工程结构设计大多基于成熟的线性振动

理论,采用低阶的离散方法进行建模,导致各类工

程问题频发,减振措施失效[2].无论是系统的动力

学特性分析,还是基于状态空间的控制器设计,都
必须依赖于有限自由度的动力学模型.如何构建能

够准确描述结构特性的低阶动力学模型,成为一项

具有挑战性的研究课题.因此,迫切需要搭建一条

从理论上无限自由度的复杂结构到工程应用中有

限自由度、可求解的简化模型的桥梁.
  

构成组合结构的部件多为具有无限自由度的

柔性体,描述其运动的动力学方程为偏微分方程.
动力学分析或控制器设计需要基于有限自由度的

常微分方程组模型.因此需要对柔性部件的动力学

方程进行降阶处理.工程上动力学分析通常采用有

限元方法将连续体结构离散化.有限元方法利用弹

性单元、刚性节点、载荷节点来描述系统的模型质

量、刚度、阻尼特性和外部载荷.对于复杂机械系

统,有限元法的实质是把无限多自由度的连续体离
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散为有限自由度的单元体进行数值求解.例如,中
心刚体-柔性梁的刚柔耦合结构,其旋转时伴随产

生的动力刚化现象是结构设计阶段不可回避的问

题[3].蔡国平和洪嘉振等采用有限元法建立模型,

并对比研究了系统零次近似、一次近似模型在不同

转速下的有效性和适用性[4].刘锦阳等考虑了大范

围空间运动的刚柔耦合动力学问题,用速度变分原

理建立方程并用有限元离散,给出扭转变形和截面

转动惯量对系统动力学特性的影响[5].和兴锁等研

究了大范围运动的空间柔性梁的动力学建模方法,

在有限元离散模型的基础上采用拉格朗日方程建

立精确的动力学方程[6].孙禹晗等基于有限元法构

建了旋翼直升机的桨叶结构,利用不同模态参数进

行损伤识别研究[7].总体而言,有限元离散模型精

度较高,在一定程度上能够解决组合结构动力学模

型降阶的问题.但为了保证高精度,其网格划分也

应足够精细,这会导致模型具有大量的自由度,使
得求解过程不可避免地牺牲了运算效率,在考虑系

统的非线性特性时尤其如此.有限元方法目前拥有

较为成熟的商业软件,可以通过计算机强大的运算

存储能力克服高维计算的困难.但是有限元软件的

结果以数值形式给出,没有明确的解析表达式,无
法针对结构的非线性特征给出定量的分析,也就无

法从原理上解释清楚部件间力与力矩的传递机理,

为系统的参数调节、非线性动态响应分析和控制器

设计带来了困难.
  

区别于有限元方法,基于解析模态的离散方法

能够将模型降阶到几十甚至几个自由度的同时仍

然保持较高的精度,并且显著提高运算效率[8].模

态离散方法的核心思想在于将连续体位移用在与

空间相关的模态函数和与时间相关的模态坐标的

乘积描述,并表示为所截取模态的线性组合.假设

模态法是较为常用的模态离散方法,弹性变形是由

无限多简谐形函数和时间函数的乘积来描述,而前

几阶模态占主导地位,因此截断为有限数目的模态

函数包括空间特征函数和时间加权函数.假设模态

法仅要求满足全部或部分边界条件,而不要求一定

满足动力学方程,因此使用起来较为简便.如前文

提到的考虑一次近似问题的旋转柔性结构[4],应用

假设模态法只需要较少的模态数目便可以得到简

洁的表达形式,更便于控制器设计[9].张晓宇等将

柔性连杆机械臂柔性关节简化为刚性关节和柔性

连杆的弹性约束边界,基于假设模态法建立了系统

的刚柔耦合动力学方程并设计控制器[10].蒋建平

和李东旭[11]考虑太阳翼的非线性变形耦合项,使

用假设模态离散太阳翼变形,建立了带有太阳翼的

航天器的一次近似刚柔耦合动力学模型.胡庆雷和

马广富采用假设模态法建立了航天器的“中心刚

体+梁”的动力学模型,并基于此模型开展了一系

列关于 航 天 器 姿 态 机 动 与 振 动 控 制 的 方 法 研

究[12-15].丁虎团队[16]利用假设模态离散具有弹性

支承的梁并对其在轴向激励下的稳定性进行分析,

获得了结构的参激稳定边界.Azadi等[17]研究了在

轨运行的小型柔性航天器姿态控制和振动抑制问

题,同时考虑了轨道机动对姿态的影响,其动力学

模型同样采用假设模态方法离散.但其并未针对机

动过程中的刚柔耦合效应进行处理,而是对姿态机

动结束后的残余振动进行抑制.在计算过程中,这
样的考虑可以将方程中与刚体运动相关的项去除.
虽然一定程度上简化了分析,但是这样的处理方法

并不能完全描述姿态机动过程中的刚柔耦合效应.
  

对于组合结构而言,其动力学模型的自由度多

且方程阶数高,对整体结构采用假设模态法建模难

以实现.按照有限元方法的思想,根据结构特点将

其划分为若干子结构,对各子结构离散后进行模态

分析,按某种原则得到能恰当描述整个结构的假设

模态,再求解整个结构的振动,称为“模态综合法”.
其基本思想是通过子结构的界面连接条件,消去非

独立的模态坐标,得到一组用独立的各子结构模态

坐标描述整个结构运动的独立广义坐标.模态综合

法被广泛应用于求解复杂组合结构,赵楚楚和陈立

群[18]
 

针对振动力学教材中的两端固定直角梁进行

分析,为振动力学教学内容进行补充和澄清.谭星

等[19]针对局部非线性系统提出自由界面子结构模

态综合法,构造出用于降阶的缩减模态集,利用界

面协调关系进行了子结构模型的降阶综合.张勇

等[20]考虑螺栓结构中的不确定性,推导出了适用于

螺栓组合结构弹性交界面的高精度模态综合法,在
较少子结构模态参与的情形下,同样保证了良好的

模型更新结果.王强等[21]对含间隙的折叠舵面非线

性动力学特性进行分析,根据结构特性建立有限元

模型,并采用双协调自由界面模态综合法对折叠舵

面的有限元模型进行降阶,计算结果与实验结果吻

合良好.魏莎团队[22]研究了对接圆柱壳的模态特
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性,并采用最小二乘复频域法进行了实验模态分析.
针对细长柔性组合结构的模型离散集中质量

方法可以看作是有限元法和假设模态法的结合.用
若干离散节点上的集中质量代替原来系统中的分

布质量,即全部质量都集中到各节点上,刚度矩阵

和质量矩阵可以直接通过离散节点得到.集中质量

法的另一种形式为有限段法,将细长结构分为有限

个刚体,用弹簧和相应的阻尼把各个刚体连接起

来,使细长结构的整体呈现柔性.有限段法与有限

元方法的本质区别在于本构关系的不同.有限段法

是建立在小应变的基础上,产生的变形可以是几何

非线性的.而有限元法必须要满足小变形假设,即
小变形看作是线性的,也就不能满足系统产生几何

非线性变形的要求.有限段方法可以描述时变的多

柔体系统.而有限元方法分析的是时不变系统,即
固定的结构而非机构.与有限元法和假设模态法相

比,集中质量法不需要刚度和质量单元以及模态特

征函数,所以它并不像有限元法和假设模态法繁

琐.但也因此并不适合用于具有柔性和复杂几何形

状的系统.
  

通过模态离散得到的系统动力学模型的优劣取

决于所选取的模态的优劣,即所用的模态能在多大

程度上准确地描述柔性构件的真实变形[23].从上面

的分析可以看出,模态综合法和集中质量法的应用

仍然离不开假设模态,而假设模态方法对模型的计

算精度有限,特别依赖于截取模态的真实性和个数.
所选模态越能准确地描述柔性部件的真实变形,其
需要的模态数量就越少,同时所推导出的动力学模

型的准确性也越高.对于组合结构,通常针对部件分

别截取各自的假设模态描述自身变形,难以做到各

结构的统一.如何选择适当的模态特征函数仍然是

有待深入研究的课题.潘科琪和刘锦阳[24]在研究柔

性多体结构形函数和边界条件的选择时得出结论:

使用静定边界条件(如两端自由、悬臂边界和简支边

界等)的柔性构件模态所建立的系统动力学方程可

以得到正确的结果,而使用超静定边界(如两端固

支)的模态则可能导致计算结果出现严重误差.近年

来,学者们在使用假设模态时采用各种方法以提升

计算精度.Schwertassek等[25]通过柔性构件的静变

形模态和特征函数结合,构造振型函数用于离散柔

体的变形,提高系统动力学模型的准确性和收敛性,

实现了用较少模态得到较准确结果的效果.丛云跃

等[26]研究索梁复合结构受轴向载荷下的非线性动

力学特性,采用Galerkin方法得到了简化二自由度

系统,模态解析结果和数值结果表现出令人满意的

一致性.康厚军等进一步提出了一种基于微扰理论

的模态截断方法,在离散化过程中对模态进行摄动

处理,与传统的Galerkin方法相比,显著减小了模态

截断误差[27].安阳和王天舒[28]基于虚功原理与混合

坐标法,建立了弹性飞行器的飞行动力学模型,给出

了耦合系数与模态质量的修正项,分析了动力学模

型及动量公式中弹性变形项的保留阶次对动力学响

应及动量计算精度的影响.
  

综上可知,现有的解析方法在处理复杂组合结

构动力学建模时遭遇到了以下困境:(1).现有解析

建模方法仅适用于规则形体,对于工程中常见的复

杂结构,如何简化与等效是亟待解决的问题;(2).
现有解析方法仅适用于单一结构如索、梁、板、壳,

尚无处理组合结构的一般方法;(3).假设模态法处

理组合结构时,由于各部件之间相互关联,难以满

足所有几何边界条件,更难以满足力边界条件,无
法表征系统各部件之间的动力学耦合特性,因此合

理性和准确性存疑,处理非线性问题时更是如此;
(4).模态综合法可用于建立组合结构的动力学模

型,但仍存在一定的缺陷,如构件较多导致自由度

数太大,使得模型的精度存在问题.因此,需要提出

一种解析方法能够用较少的自由度精确表征组合

结构各部件的弹性变形并能准确反映各部件的真

实运动,为动力学分析和控制器设计提供合理的低

维模型.针对现有研究困境,曹登庆课题组提出并

发展了全局模态概念,在组合结构动力学建模和振

动控制领域取得了显著进展.

1 全局模态基本概念与理论框架
  

复杂柔性结构可以看作是多个刚体和柔性体

构成的多体系统,多部件之间通过刚性或弹性部件

连接.系统中各个部件之间没有大范围的相对运

动.由于相邻物体的作用,使得结构中变形体的运

动可以分解为相邻物体的运动和变形体自身的弹

性变形.以常见于旋转柔性机械臂[29,30]和航天器

姿态运动研究[13,14]中的经典模型“中心刚体+柔

性梁/板”为例,悬臂梁函数或者其他满足柔性构件

几何边界的解析表达式常被用来直接描述柔性附

件的振动,也即所选取的仅是单独柔性构件的假设

13
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模态.这样的振动模态由于其只表达了柔性附件的

振动不考虑中心体平台的运动,因此被称为“约束

模态”[31].对于“中心刚体+梁/板”的简单模型,采
用静定边界条件能取得正确的结果,而对于复杂结

构的混合静定条件则会出现较大误差.事实上,在
一个柔性多体系统中,某一柔性构件的弹性变形必

然受到系统中其他结构的影响.特别对于航天器这

样由不考虑变形的中心体平台和考虑较大变形的

弹性太阳能帆板的组合结构,则表现出较为明显的

刚柔耦合效应.学者们通常采用混合坐标的方式处

理刚柔耦合问题,Di
 

Gennaro[32]研究了装有柔性

杆件的航天器,基于混合坐标方法建立起结构的动

力学模型,再用假设模态离散动力学方程.胡庆雷

和马广富的诸多工作均基于混合坐标法建立动力

学模型,其中柔性附件采用悬臂梁的模态函数.基
于此离散模型,随后提出了一系列控制方案用于姿

态机动和振动抑制[13,14,33].
  

然而,上述文献提到的两端自由、悬臂边界或

者简支边界下的梁模态以及采用其他方式构建的

模态函数,均用于描述组合结构的单个部件,而无

法准确地反映系统的整体模态.工程中组合结构的

尺寸增大、重量减轻,使得系统的刚度和基频大幅

降低,部件之间的振动耦合效应显著增强.采用部

件级模态建模可能会导致其动力学模型准确度下

降,甚至出现较为严重的误差.
  

为满足实际需要,妥当的做法应该是选用系统

的整体模态,即包括系统刚体运动和全部柔性部件

弹性振动的模态.在此之前,已有学者采用数值方

式获取全局模态的初步探索.郭翔鹰团队[34,35]针

对Z型折叠机翼的非线性动力学特性进行研究,并
依托有限元法获取三折叠板整体横向振动的模态

函数.Hablani[36]通过航天器系统的有限元模型得

到结构的整体模态,并根据模态截断方法采集低阶

模态离散柔性体.Jin[37,38]利用ABAQUS软件建立

由柔性杆和薄膜构成的太阳帆航天器的有限元模

型,再利用全局广义坐标得到结构的低阶离散模

型.尽管以上基于有限元模型的方法很容易获取全

局模态,但得到的结果并不是解析的,难以直接利

用这些模态计算系统的动力学响应和设计控制器.
模态离散的优越性在越复杂的结构中越能有

所体现.以建筑结构中常见的斜拉桥为例,如图2
所示,包含拉索ci(i=1,2,3,4),桥面梁AB 和刚

性塔C 与D.作为经典的索-梁组合结构,索本身

的柔性或在各种激励下所能表现出的动力学行为

较为复杂,使得斜拉桥的动力学行为远比单根拉索

或多梁结构丰富,比如多索-单梁耦合结构易出现

模态局部化问题等[39].学者们在解决斜拉桥非线

性动力学特性问题时,曾尝试过使用全局模态.
Gattulli[40]为获取悬索斜拉桥的面内非线性动力学

行为,采用了模态离散的方式获取结构的1∶2和

2∶1全局内共振特性.赵跃宇[41]通过传递矩阵的

方式得到了索-梁组合结构的变截面自由振动特

性.於祖庆等[42]研究了塔式起重机刚柔耦合多体

系统建模方法,通过将钢丝绳的动力学方程线性化

以实现模态降阶策略.王志骞等[43]采用分段函数

的方式得到了索-梁组合结构的精确模态,基于模

态离散模型研究了结构的非线性动力学特性.康厚

军团队[44]建立索-梁的有限元模型,研究斜拉桥

的振动问题,发现结构振动表现出全局模态、局部

模态和混合模态的现象.进一步探讨了采用不同方

法获取的索-梁结构模态的正交性问题,通过比较

各种模态分析法的优劣,发现非正交耦合项对非线

性动力学行为有较大影响.并指出目前关于斜拉桥

的研究难点在于短斜拉索两端的边界条件和悬索

吊杆边界条件的模拟[45].此外,模态综合法也是一

种获取全局模态的途径,但是这种基于已知函数的

模态与假设模态方法类似,得到的结果是近似且表

达式复杂而难以利用[46].

图2 由四根拉索和双塔支撑的两端简支的斜拉桥示意图[47]

Fig.2 Schematic
 

diagram
 

of
 

a
 

simply
 

supported
 

cable-stayed
 

bridge
 

at
 

both
 

ends
 

supported
 

by
 

four
 

cables
 

and
 

twin
 

towers[47]

曹登庆等[47]在研究悬索斜拉桥的动力学特性

时,首先提出了全局模态的概念.将柔性部件的控

制偏微分方程、拉索和梁段的节点匹配条件和边界

条件相结合,推导出表征系统全局模态的解析模态

函数,奠定了全局模态思想的基础.文献[47]给出

了考虑平面运动的斜拉桥动力学偏微分方程组的

推导过程.动力学方程与斜拉桥在A、B、C、D 处

的边界条件和连结点,S1~S6 处的相容条件共同

23



第11期 曹登庆等:基于全局模态理论的柔性组合结构非线性动力学建模与模型降阶研究进展

构成了结构的边值问题.
  

解析结果和有限元 ABAQUS方法得到的固

有频率间相对误差和模态间的模态置信度(MAC
值)列于表1.从表中可知,前30阶模态对应的固

有频率最大的相对误差值仅为0.4401%,同时所

有的 MAC值都在99.0000%以上.可见两种方法

所得结果符合得非常好,说明全局模态方法对于较

高阶的模态仍能保持很高的精度.

表1 解析方法和有限元方法得到的固有频率的相对误差和模态间的 MAC值[47]

Table
 

1 The
 

relative
 

error
 

of
 

the
 

natural
 

frequency
 

and
 

the
 

MAC
 

value
 

between
 

the
 

modes
 

obtained
 

by
 

the
 

analytical
 

method
 

and
 

the
 

finite
 

element
 

method[47]

模态
ω

k-
-ωABA

k-

ωABA
k-

MAC
 

值 模态
ω

k-
-ωABA

k-

ωABA
k-

MAC
 

值

1 0.0528%
 

99.9998% 16 0.0637%
 

99.8581%

2 0.0290%
 

99.9996% 17 0.1486%
 

99.9320%

3 0.0174%
 

99.9993% 18 0.1520%
 

99.9299%

4 0.0072%
 

99.9985% 19 0.1415%
 

99.9267%

5 0.0736%
 

99.9769% 20 0.1823%
 

99.6482%

6 0.0278%
 

99.9530% 21 0.0238%
 

99.8668%

7 0.0310%
 

99.9267% 22 0.0679%
 

99.8935%

8 0.1186%
 

99.6755% 23 0.0666%
 

99.8940%

9 0.1416%
 

99.5502% 24 0.0641%
 

99.8934%

10 0.1471%
 

99.9453% 25 0.4254%
 

99.0317%

11 0.1246%
 

99.9087% 26 0.0462%
 

99.8259%

12 0.0900%
 

99.8627% 27 0.0462%
 

99.8358%

13 0.0877%
 

99.8521% 28 0.0462%
 

99.8359%

14 0.3494%
 

99.9780% 29 0.0462%
 

99.8360%

15 0.3526%
 

99.9438% 30 0.4401% 100.0000%

  
  

魏进等[48]在研究单轴柔性机械臂动力学建模

与轨迹跟踪时,将全局模态方法与假设模态方法进

行了全面对比.发现假设模态法的收敛性严重依赖

振动形式和模态数量,甚至可能出现假设模态数增

加而计算准确性并未提高的情况.而全局模态模型

维数更低且精度更高,基于全局模态离散模型的控

制器能在较短的时间内完成柔性机械臂轨迹跟踪

仿真.完整系统地总结了应用全局模态推导动力学

方程的一般性策略和步骤[49].借助混合坐标描述

弹性体的位形,在弹性体上建立浮动坐标系,用浮

动坐标系的位形坐标和弹性体的变形坐标建立系

统的动力学方程.弹性体上任一点的位形被认为是

浮动坐标系的运动与相对于该坐标系的弹性变形

的叠加.并给出了在笛卡尔坐标和拉格朗日坐标下

浮动坐标系运动的表述方法.对于笛卡尔坐标,各

个浮动坐标系的位形都相对于一个公共参考系进

行定义.对于拉格朗日坐标,单个浮动坐标系的位

形需基于邻接物体的运动进行描述.根据浮动坐标

系位形描述方式的不同,可以得到不同的系统动力

学方程,具体的方法可以参考文献[49].
  

通过由全局模态离散得到的系统动力学模型,

在保证精度的同时能大幅度缩减系统的自由度数,

实现模型降阶,对于建立系统低维高精度的动力学

模型和设计简单高效的控制律具有重要的意义.后
文将通过多种组合结构来分析全局模态方法在模

型降阶中的应用.

2 多梁组合结构全局模态提取方法

组合结构的动力学建模除了考虑必要的边界

条件外,还必须考虑部件之间连接点的变形协调性

和力学平衡性条件.以多梁(杆)组合结构为例,部

件是细长杆件,杆件之间通过螺栓或焊接等方式紧

密固定连接.各行各业技术发展推动着细长结构的

运用朝着大型和微型两个极端方向发展,大到建筑

结构中的桁架、航天器携带的网状天线,小到微电

子机械系统.动力学问题主要涉及其在各种力的作
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用下运动状态的定性和定量的变化规律.若采用有

限元或有限差分法甚至是结合其他降维方法所得

到的模型自由度数往往非常高,为其动态响应求

解,尤其是非线性动力学特性表征带来巨大困难.
做动力学分析时,连接位置处应充分考虑位移连续

性和力(力矩)的传递性.宋敉淘等[50]研究了静电

梳齿微谐振器,结构如图3所示,主要由工字形刚

体和多个水平折叠梁组成.从连续体系统角度出

发,只考虑微谐振器一个方向的振动,将其简化成

多根柔性梁和多个刚体的耦合系统,对柔性梁和刚

体分别进行动力学建模,将它们用位移几何相容条

件和力学相容条件联接起来.
如图3所示,梁和刚体连接处的几何相容条件为

S1,
 

S2,
 

S3,
 

S4:

w1(0,t)=w2(-l2,t)=w3(-l3,t)=w4(0,t)
(1)

w'1(0,t)=w'2(-l2,t)=w'3(-l3,t)

   =w'4(0,t)=0 (2)
  

S5,
 

S6,
 

S7,
 

S8:

w1(l1,t)=w4(l4,t)=w5(-l5,t)

   =w8(-l8,t) (3)

w'1(l1,t)
 

=w'4(l4,t)
 

=w'5(-l5,t)

   =w'8(-l8,t)=0 (4)
  

S9,
 

S10,
 

S11,
 

S12:

w5(0,t)=w6(l6,t)=w7(l7,t)=w8(0,t)

(5)

w'5(0,t)=w'6(l6,t)=w'7(l7,t)

   =w'8(0,t)=0 (6)
  

梁和刚体间的力学相容条件为

-E1I1w‴1(0,t)-E2I2w‴2(-l2,t)-
 E3I3w‴3(-l3,t)-E4I4w‴4(0,t)

=mTLw
··
1(0,t) (7)

E1I1w‴1(l1,t)+E4I4w‴4(l4,t)-E5I5w‴5·

 (-l5,t)-E8I8w‴8(-l8,t)-cw
·
1(l1,t)+

 Fe=mPw
··
1(l1,t) (8)

图3 微谐振器简图[50]

Fig.3 Schematic
 

diagram
 

of
 

a
 

micro-resonator[50]

E5I5w‴5(0,t)+E6I6w‴6(l6,t)+E7I7w‴7·

 (l7,t)+E8I8w‴8(0,t)= mTRw
··
5(0,t) (9)

  

式中 w1(0,t)=wTL
,w1(l1,t)=wP,w5(0,t)=

wTR
;Ei 为梁i的弹性模量;Ii =

1
12hib3i;wi 为梁i

的横向位移;ρi 为梁i的密度;Ai 为梁i的横截面

积;li 为梁i的长度;hi 为梁i的厚度;bi 为梁i的宽

度.用模态坐标表示微谐振器的运动,采用解析的

方法建立起整个系统的频率方程,求解其全局模态

的解析解.由于微谐振器所表现出来的特殊对称

性,可以发现其存在重复固有频率,基于全局模态

解析解对连续体系统进行空间离散可以从原理上

解释清楚重复固有频率出现的原因,具体方法可参

见文献[50].
  

曹彧腾等[51]针对轻质T型多梁结构进行动力

学建模研究.结构如图4所示,由一端固定的圆截

面杆和矩形截面梁组成,圆杆末端与两梁固接,三
者构成水平面,用以模拟航天器上柔性轴驱动细长

太阳能帆板的部件.
图5中w1、w2 分别为对称梁1和2的横向位

移,wr 和φr 分别为杆横截面的横向位移和扭转角

位移.在杆和梁的交点处z=Lr(x=0)的位移、转
角和力矩的分布如图5所示,其中图5(a)表示端

部横向位移,图5(b)表示端部扭转角位移.则几

何、剪力、力矩的相容性条件表达式分别为:

wr(Lr)=w1(0)=w2(0)

φr(Lr)=w'1(0)=w'2(0) (10)

GIpϕ'r(Lr)+ρbAb∫
L

0
(x1+r0)2ϕ

··
r(Lr)dx1+

 ρbAb∫
0

-L
(x1-r0)2ϕ

··
r(Lr)dx1+ρbAb∫

L

0
(x1+

 r0)[w
··

r(Lr)+w··1]dx1+ρbAb∫
0

-L
(x1-

 r0)[w
··

r(Lr)+w··2]dx1=0
 

(11)

ErIrxxw‴r(Lr)-ρbAb∫
L1

0
[w··r(Lr)+w··1]dx1-

 ρbAb∫
0

-L2

[w··r(Lr)+w··2]dx1-ρbAb∫
L1

0
(x1+

 r0)ϕ
··

r(Lr)dx1-ρbAb∫
0

-L2

(x1-

 r0)ϕ
··

r(Lr)dx1=0
 

(12)

由于模态函数的确定过程是基于系统的振动

方程、边界条件以及相容性条件,因此所求得的模

态代表了T型结构的全局模态.而对于非对称形
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式的L型刚性组合梁[52],如图6所示,其整体结构

表现出明显的弯扭耦合变形.基于全局模态离散模

型可以较为方便地设计能量收集装置.

图4 T型多梁组合结构示意图[51]

Fig.4 Schematic
 

diagram
 

of
 

T-shaped
 

multi-beam
 

composite
 

structure[51]

图5 杆和梁连接处的匹配条件:(a)弯曲位移;
 

(b)扭转位移[51]

Fig.5 Matching
 

conditions
 

at
 

the
 

connection
 

of
 

the
 

rod
 

and
 

beam:
 

(a)
 

Bending
 

displacement;
 

(b)
 

Torsional
 

displacement[51]

图6 L型梁结构示意图[52]

Fig.6 Schematic
 

diagram
 

of
 

L-shaped
 

beam
 

structure[52]
    

刚性多梁组合结构可见于安装有横向太阳翼

的大型航天器,其中细长柔性太阳翼可以采用梁模

型表征变形.航天器到达预定轨道位置,太阳翼展

开并锁定,如图7所示.结构由中心体平台、柔性转

轴和柔性梁共同构成多刚柔体耦合系统.文献[53]

应用全局模态的思想,给出了获取系统多刚柔体耦

合模态的解析方法,从固有特性、参数变化对结构

的影响和动力学响应等三方面分析了柔性太阳翼

振动与中心体平台的姿态运动所呈现的强耦合现

象.解析结果与有限元结果保持高度的一致性,但
模态离散方法仅选取了不超过10阶的模态个数,

为控制器设计提供了良好的便利.
  

大型航天器所携带的太阳能帆板并非简单的

单个梁结构,而是多个部件连接而成,其在发射阶

段处于折叠状态,到达预定轨道后伸展锁定增大面

积以吸收太阳能.魏进针对展开式太阳能帆板,将
其看作多个柔性梁通过铰链连接形成的整体结构,

研究了铰链非线性对结构动力学特性的影响[54].
  

结构模型如图8所示,其中各梁段模型基于笛

卡尔坐标系构建,第i个梁bi 的长度为2li,单位长

度的质量为ρi,弹性模量为Ei,截面惯性矩为Ii.
θi 描述第i个铰链的扭转变形的角位移.第i个坐

标xiyi 固结在第i个梁bi 的中心.
  

由图9所示的铰链匹配关系,构建起第j个铰

链Sj 的匹配条件为

wj(lj,t)=wj+1(-lj+1,t),

w'j(lj,t)+θj =w'j+1(-lj+1,t),

EjIjw‴j(lj,t)=Ej+1Ij+1w‴j+1(-lj+1,t),

EjIjw″
j(lj,t)= MT

j =Ej+1Ij+1w″
j+1(-lj+1,t).

(13)

图7 单侧装有柔性轴驱动太阳翼的航天器[53]

Fig.7 Spacecraft
 

equipped
 

with
 

the
 

driven
 

solar
 

array
 

by
 

the
 

flexible
 

shaft
 

on
 

one
 

side[53]

图8 铰链连接的多梁结构[54]

Fig.8 The
 

structure
 

of
 

the
 

multi-beam
 

connected
 

by
 

hinges[54]

图9 第j个铰链Sj 的匹配条件:
 

(a)
 

几何条件;
 

(b)
 

自然条件[54]

Fig.9 The
 

matching
 

criteria
 

of
 

the
 

j-th
 

hinge
 

Sj:
(a)

 

Geometric
 

conditions;
 

(b)
 

natural
 

conditions
 

随后基于此多梁结构建立携带展开式太阳能

帆板的航天器动力学模型,考虑铰链非线性因素

(非线性刚度、阻尼和摩擦)对航天器姿态的影

响[55].结果反映出铰链摩擦力矩对抑制系统残余
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振动,减少系统抖动,提高结构平稳性的重要作用.
除太阳能帆板外,大型环形桁架天线的动力学等效

建模、动力学特性及非线性动力学行为等也一直受

到学者们的广泛关注[56-59].刘梅[60]采用能量等效

法将复杂的环形多梁结构简化成铁木辛柯梁,并引

入非线性应力应变关系,用极少的模态自由度达到

了与有限元结果的高度一致性.吴轶[61]根据多梁

结构的建模思路,研究了含非线性铰链的环形桁架

天线的动力学特性.等效简化后的环形桁架可以看

作是首尾封闭的铰接环形多梁结构,如图10(a)所
示.经等效降维和全局模态离散,显著降低了环形

桁架的自由度数,为开展非线性动力学分析提供了

便利.方波[62]提出了一种描述组合多梁空间运动

的三维全局模态方法,获得了能反映大型环形天线

三维空间运动的多部件耦合振动的全局模态,结构

如图10(b)所示.基于此构建了星载大型环形天线

轨道机动—振动耦合的低维动力学模型,揭示了轨

道机动脉冲力对环形天线结构振动响应的影响规

律,发展了多柔体耦合空间运动的三维全局模态建

模技术.
 

图10 环形多梁组合结构

Fig.10 The
 

structure
 

of
 

the
 

annular
 

multi-beam

3 多板组合结构全局模态提取方法
  

现代航天器所携带的大型柔性太阳翼基板面

积较大,板面长度与宽度接近,其振动特性主要表

现为板的二维变形,基于一维梁函数所构建的太阳

翼基板模型已无法准确描述系统动力学特性.大型

柔性太阳翼通常由多个基板通过铰接后展开形成,

采用铰链连接多板结构描述太阳翼更为合理.如图

11所示,N 为基板数,a、b 和b0 分别表示基板的

长、宽和铰链间距.相邻基板之间仅在边缘上的两

点处铰接,若直接采用简支边界相应的第一项构造

基函数可能会导致不可接受的错误.因此不能将基

板边缘假设为简支边界,传统的“中心体平台+单

个梁或板”的模型不再适用.曹登庆、王连超等采用

梁函数描述板的变形以构建太阳能帆板,并引入拉

格朗日乘子描述铰链连接多基板,研究双向展开式

太阳能帆板的动力学特性,将全局模态方法推广到

了多板结构的动力学建模[63].

图11 铰接多板结构示意图[63]

Fig.11 Schematic
 

diagram
 

of
 

the
 

structure
 

of
 

the
 

multi-plate
 

jointed
 

by
 

hinges[63]

事实上,对于基板而言,边界条件的特征更接

近于自由边界.为了保持基板边缘近似自由的特

征,曹彧腾等[64]采用切比雪夫多项式描述基板变

形,研究具有三次非线性特征的铰链对多板结构动

力学特性的影响.何贵勤等[65]采用首项为自由边

界的多项式来构造特征多项式簇,并以此为基础深

入研究了铰链对多板组合结构整体动力学特性的

影响,其中铰链对基板的约束和力矩传递仍基于拉

格朗日乘子表达.由于航天器在轨运行时铰链是锁

定的,且建模时不考虑铰链尺寸,两基板间不存在

相对位移.以图11为例,铰链的转角和位移的几何

关系如下:

ΔθA1 =
∂W1

∂x1
x1=0

y1=ya

,ΔθB1 =
∂W1

∂x1
x1=0

y1=yb

 

(14)

ΔθAi =
∂Wi

∂xi
xi=0

yi=ya

-
∂Wi-1

∂xi-1
xi-1=a

yi-1=ya

,

i=2,3,…,N
 

(15)

ΔθBi =
∂Wi

∂xi
xi=0

yi=yb

-
∂Wi-1

∂xi-1
xi-1=a

yi-1=yb

,

i=2,3,…,N
 

(16)

ΔWA1=W1(0,ya)=0,ΔWB1=W1(0,yb)=0
(17)

ΔWAi =Wi(0,ya)-Wi-1(a,ya)=0,

ΔWBi =Wi(0,yb)-Wi-1(a,yb)=0. (18)
  

式中,ΔWAi
和ΔWBi

为基板上点Ai 和点Bi 的相

对位移,ΔθAi
和ΔθBi

表示两块基板连接处转角差.
xi、yi 表示第i

 

(i=1,2,3,…,N)块基板上任意一

点的坐标,ya =
b-b0
2

,yb =
b+b0
2 .

  

铰接多板结构的动力学问题涉及柔性铰链非

线性刚度的表征与接触刚度的模拟方法.何贵勤

等[66]搭建了三板铰接实验平台,通过锤击法进行
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了模态实验,通过实验的方式验证了全局模态方法

的准确性,实验模型如图12所示.进一步通过振动

响应实验考察了铰链非线性特性对结构全局非线

性动力学行为的影响,结果如图13所示.结果表

明:仅采用前两阶全局模态离散所得动力学模型便

可准确反映系统非线性动力学特性,体现了全局模

态动力学建模方法低维高精度的优点.

图12 铰接多板结构实验平台[66]

Fig.12 Test
 

platform
 

of
 

the
 

hinged
 

multi-panel
 

structure[66]

图13 激励幅值为5
 

mm时测点3的实验与理论响应对比

(kn=1200)
[66]

Fig.13 Comparison
 

between
 

the
 

experimental
 

and
 

theoretical
 

amplitude-frequency
 

curve
 

of
 

point
 

3
 

with
 

excitation
 

amplitude
 

5
 

mm
 

(kn=1200)
[66]

  

为进一步拓展现有多板组合结构全局模态求

解方法,解决大型柔性航天器姿态运动与结构振动

的耦合动力学特性问题,何贵勤等[67,68]继续研究

了携带铰链连接多基板太阳翼航天器的刚柔耦合

动力学特性,发展用于求解铰接多板组合结构刚柔

耦合全局模态的一般方法,分析系统结构参数对固

有频率和全局模态的影响,研究系统的密集模态和

模态跃迁现象.结果表明:太阳翼存在各基板未出

现弹性振动仅发生相对运动的刚体模态;太阳翼的

扭转模态采用梁模型无法呈现,说明采用铰接多板

结构构建太阳翼动力学模型的必要性.

4 全局模态方法的应用扩展
  

全局模态方法有效避免了约束模态假设带来

的计算误差,根据不同结构的特点,又可以拓展出

多种基于模态的离散方法.比如前文提到的经典的

航天器“中心体-梁”模型,刘伦等[69]参考旋转柔

性机械臂模态的研究方法并应用全局模态的思想,

提出获取单轴转动柔性航天器刚柔耦合模态的解

析方法.基于刚柔耦合离散模型设计航天器姿态控

制器,仿真结果如表2所示,其中GAM 表示刚柔

耦合模型,AMM 表示假设模态模型.从较短的调

整时间和较小的控制力矩可以看出,使用刚柔耦合

模态可以在更短的时间内使用更少的能量完成柔

性航天器姿态运动-结构振动协同控制目标.

表2 不同柔性航天器控制器效果对比(JR
 /Jf=0.1)

[69]

Table
 

2 Performance
 

comparison
 

of
 

different
 

flexible
 

spacecraft
 

controllers
 

(JR
 /Jf=0.1)

 [69]

控制器
调整时间t*/s

端部位移 姿态
控制力矩绝对值的

最大值|τ|max/(Nm)

GAM 43.5 53.5 0.65

AMM 63.5 83.8 3.40
  

考虑到板模型能更全面地描述太阳能帆板包

含的变形特征,刘伦等进一步研究了携带蜂窝太阳

能帆板的三轴稳定航天器,分别采用解析方法[70]

和Rayleigh-Ritz方法[71]
 

得到了系统的刚柔耦合模

态.前者可快速且准确地估算航天器的刚柔耦合模

态,并用其建立系统的离散动力学模型;后者可精

确地计算柔性航天器刚柔耦合模态,更全面和更深

入地揭示系统的模态特性.受此启发,曹彧腾等[72]

研究了携带可旋转的横向太阳能帆板的航天器,太
阳能帆板受电机驱动对日定向,与中心体平台存在

相对运动.中心体平台的姿态运动、多个太阳能帆

板的驱动转动以及太阳能帆板的自身振动耦合得

到了系统的多刚柔体耦合模态.基于离散模型设计

了PD鲁棒控制器,实现姿态、定向与振动的协同

控制.
  

非线性振动是结构动力学中的热门研究课题,

长久以来学者们基于近似的假设模态来构建低阶

的非线性动力学方程.采用传统方法在涉及组合结

构的非线性振动问题时,连接处的匹配条件仍然以

线性方式处理,容易导致较大的误差.曹登庆课题

组通过全局模态方法获取非线性动力学系统线性

化后系统的精确全局模态,导出非线性系统低自由

度振动方程,据此分析结构的非线性振动特性.陈
帅等[73]在研究T型梁的面内振动问题时,基于全
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局模态构建了 T型结构的完整动力学模型,保留

了边界条件和匹配条件方程中的非线性项.通过完

整非线性动力学模型(CNDM)和非完整非线性动

力学模型(INDM)的结果对比,表明连接位置处非

线性的重要性,并指出这仍是未来动力学建模需要

关注的一个重要问题.当前新型飞行器具有折叠式

机翼以适应各种飞行任务,所涉及的气动弹性问题

也愈加复杂.为研究新折叠式机翼气动布局产生的

变化,田开元等[74]
 

提出了近似全局模态方法,建立

了折叠机翼的高精度模型,基于降维模型研究了超

声速气动力载荷下的颤振特性.方波等[75]基于全

局模态法获得了铰接环形天线的低维动力学模型.
进一步,取前两阶离散模态得到了系统的非线性动

力学方程,研究了柔性铰链刚度变化诱发的3∶1
内共振动力学行为.

  

针对假设模态在处理组合结构部件之间耦合

问题时的局限,曹登庆、张笑云和王逸龙[76]创造性

地提出了加权假设模态法.基本思想是通过假设模

态建立组合结构的近似动力学模型,利用近似模型

获取系统的全局模态.以跨中带有多个弹性支撑的

简支梁为例,结构如图14所示.

图14 含多个弹性支撑的简支梁[76]

Fig.14 A
 

simply
 

supported
 

beam
 

with
 

multiple
 

elastic
 

supports[76]

图中简支梁AB 的假设模态仅满足A、B 两点

的约束条件而不满足弹性支撑点S1~SN 的约束条

件,因此采用假设模态法会出现较大误差.为解决

这个问题,首先采用满足边界条件的假设模态离散

带多弹性支撑简支梁的运动方程,获得基于假设模

态的系统动力学方程,求取系统的特征值和特征向

量.将特征向量的元素作为加权系数求得加权假设

模态.最后将加权假设模态重新代入系统的运动方

程,获得基于加权假设模态的动力学模型.具体的

做法可以参看文献[77].加权假设模态法可以获得

系统的近似全局模态,被证明具有全局模态正交

性,仅需较少阶模态便可以获得系统的真实响应.
这是传统假设模态法所无法比拟的,值得关注.

5 结语与展望
  

本文围绕复杂组合结构动力学模型的降阶问

题,分析了模型降阶的一般方法和当前的研究现

状,并总结了全局模态解析方法的应用进展.基于

索、梁、板等柔性部件的研究,阐述了全局模态在组

合结构中的广泛应用,其结果能够准确反映系统中

各个部件的真实弹性振动模态.在此基础上,利用

全局模态法能够有效分析系统参数对模态的影响,

深入揭示系统中各个部件的振动耦合关系,使得非

线性振动研究有了精确的线性模态依托,取系统的

前几阶低阶模态就能准确表达其非线性动力学特

性.相比传统假设模态方法,全局模态方法具有更

高的精度,还显著减少了自由度,为结构振动控制

器设计提供了精确的低维动力学模型.
  

尽管全局模态方法在解决组合结构降阶问题

上已取得显著进展,未来仍有以下几个方面值得进

一步探索:
  

(1)多维度组合结构的研究.现有研究多聚焦

于具有相同维度构件的组合结构,如一维的微谐振

器组件或二维的多板结构.如何针对不同维度的组

合结构(如梁-板组合结构)建立动力学模型,是一

个值得进一步深入探讨的问题.初步的成果已由曹

彧腾等提出,采用幂级数多项式法[78]构建区间约

束[79]及梁-板组合结构的模型[80],但如何提取不

同维度组合结构的全局模态仍需进一步研究.
  

(2)空间运动的全局模态分析.当前研究对象

主要局限于平面运动,例如斜拉桥索-梁组合结构

的研究.然而,实际工程结构,如桥梁,常涉及二维

桥面和三维桥墩等复杂构件,运动形式多向且复

杂,这为模态分析带来新的挑战.虽然已有对三维

全局模态的初步探索,但部件模型通常仅考虑单一

方向的弯曲变形.未来需要深入研究如何获取包含

空间运动的组合结构的全局模态.
  

(3)连接结构的不确定性处理.现有研究多将

连接结构视为理想连接,如在铰链连接的多板结构

中忽略铰链的间隙和摩擦,以理想化方式构建约束

条件.然而,实际中的连接结构往往存在不确定性,

即使在理论分析中考虑,也只能通过近似拟合进行

处理,从而导致计算结果偏差.如何更加精确地表

征连接部件的特征,减少不确定性对全局模态精度

的影响,是提高方法可靠性的关键问题.
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(4)全局模态的工程应用.目前,全局模态方法

在理论研究中取得了显著进展,特别是在简化模型

的动力学分析中展示了其在参数调试和非线性分

析方面的有效性.尽管已有一些初步应用,但全局

模态方法在复杂工程问题中的广泛应用仍需进一

步探索.随着神经网络技术的发展,基于深度学习

的动力学建模方法受到广泛关注[81].未来能否将

模态方法与数据驱动思想结合,使其更深入地融入

实际工程应用中,以进一步发挥其潜在优势,成为

一个值得关注的问题.
  

综上所述,全局模态方法的提出有效地克服了

传统离散方法对高维自由度的依赖,拓宽了组合结

构动力学模型降阶的思路,为非线性动力学理论的

发展注入了新的动力.凭借其在理论上的显著优势

及在工程领域中的广阔应用前景,全局模态方法有

望成为结构动力学研究和应用中的重要工具.
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