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摘要 如今工业机器人有着愈发广泛的应用,其中融合了视觉系统的机器人可以高效执行多种任务.手眼

融合系统的核心在于通过手眼标定建立机器人与视觉系统之间的变换关系.尽管已有研究通过多种数学工

具提出了手眼标定方程的封闭解及优化方法,本研究针对分步法中存在的误差传递和奇异问题,提出一种

基于对偶四元数的分步求解方法.利用对偶矩阵和对偶四元数的性质,将四元数解耦原理扩展至对偶四元

数域,实现了基于对偶四元数的分步求解,推导出封闭解及奇异性判定条件,重构了平移向量求解方程,优

化了误差传递路径.对比已有的方法,包括基于四元数的分步方法和基于对偶四元数的同步方法,该方法在

旋转与平移求解中均表现出更低误差.通过设计Eye-in-hand实验平台并配合高精度视觉测量系统,验证了

基于对偶四元数的分步求解方法的可行性、鲁棒性及低误差优势.实验结果表明,该方法可将手眼标定精度

提升至旋转误差0.1994°和平移误差1.1126
 

mm.
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Abstract Nowadays,
 

industrial
 

robots
 

are
 

increasingly
 

widely
 

used,
 

and
 

robots
 

that
 

integrate
 

visual
 

sys-
tems

 

can
 

efficiently
 

perform
 

a
 

variety
 

of
 

tasks.
 

The
 

core
 

of
 

the
 

hand-eye
 

fusion
 

system
 

is
 

to
 

establish
 

the
 

transformation
 

relationship
 

between
 

the
 

robot
 

and
 

the
 

visual
 

system
 

through
 

hand-eye
 

calibration.
 

Al-
though

 

previous
 

studies
 

have
 

proposed
 

closed
 

solutions
 

and
 

optimization
 

methods
 

for
 

the
 

hand-eye
 

cali-
bration

 

equation
 

through
 

a
 

variety
 

of
 

mathematical
 

tools,
 

this
 

study
 

proposes
 

a
 

two-step
 

solution
 

method
 

based
 

on
 

dual
 

quaternions
 

to
 

address
 

the
 

error
 

transmission
 

and
 

singularity
 

problems
 

in
 

the
 

two-step
 

method.
 

By
 

using
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

dual
 

matrix
 

and
 

dual
 

quaternion,
 

the
 

quaternion
 

decoupling
 

prin-
ciple

 

is
 

transferred
 

to
 

the
 

dual
 

quaternion
 

domain,
 

and
 

the
 

two-step
 

solution
 

based
 

on
 

the
 

dual
 

quaternion
 

is
 

realized.
 

The
 

closed
 

solution
 

and
 

singularity
 

judgment
 

conditions
 

are
 

derived;
 

the
 

translation
 

vector
 

solution
 

equation
 

is
 

reconstructed,
 

and
 

the
 

error
 

transmission
 

path
 

is
 

optimized.
 

Compared
 

with
 

existing
 

methods,
 

including
 

the
 

two-step
 

method
 

based
 

on
 

quaternions
 

and
 

the
 

one-step
 

method
 

based
 

on
 

dual
 

quaternions,
 

this
 

method
 

shows
 

lower
 

errors
 

in
 

both
 

rotation
 

and
 

translation
 

solutions.
 

By
 

designing
 

an
 

Eye-in-hand
 

experiment
 

platform
 

and
 

combining
 

it
 

with
 

a
 

high-precision
 

visual
 

measurement
 

system,
 

the
 

feasibility
 

and
 

robustness
 

of
 

this
 

method
 

are
 

verified,
 

and
 

it
 

has
 

the
 

advantage
 

of
 

low
 

error.
 

Experiment
 

results
 

show
 

that
 

this
 

method
 

can
 

improve
 

the
 

hand-eye
 

calibration
 

accuracy
 

to
 

a
 

rotation
 

error
 

of
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0.1994°
 

and
 

a
 

translation
 

error
 

of
 

1.1126
 

mm.

Key
 

words hand-eye
 

calibration, dual
 

quaternion, singularity
 

analysis, 
 

robot
 

kinematics
 

calibra-
tion, 

 

geometric
 

mechanics

引言

随着智能化技术的快速发展,以工业机器人为

核心的智能系统已广泛应用于智能制造、医疗及服

务领域[1-4].尤其是随着视觉系统软硬件的发展和实

际应用的需求,需要把作为“手”的机器人和作为

“眼”的视觉系统融合应用,其中关键的一步是得到

机器人与视觉传感器之间的变换关系,即手眼标定.
1989年 Tsai[1]和Shiu[5]提出了手眼标定问

题,并给出了经典的AX=XB 型手眼标定方程.随
着机器人使用场景的变化,Zhuang[6]提出了进一

步的AX=YB 型手眼-世界标定方程,即机器人

外部标定.
在引入型AX=XB 方程后,Tsai等[1

 

]提出基

于旋转轴的旋转矩阵表示法,并通过最小二乘法求

解,奠定了经典解法基础;Chen[7]使用螺旋运动表

示旋转矩阵,通过等效的刚体变换求解;Shiu[5]给
出了旋转矩阵RX 的特解,再利用特解给出RX 通

解,但特解要求RX 的旋转角度不为0°或90°;Ho-
raud等[8]引入了变形后的MY=M'YB 型方程,使用

四元数建立误差函数,并且给出了两种方法,分别

是先后求解旋转、平移以及同时求解;Danilidis
等[9]使用了对偶四元数证明了对偶四元数和螺旋

运动的等价性,将手眼标定方程转化为线性方程

组,并使用奇异值分解同时求出了未知对偶四元数

的主部和对偶部;Park等[10]利用李群给出了无噪

声下的封闭解,以及有噪声时的迭代解.
  

AX=YB 型手眼-世界标定方程不仅可以得

到手眼关系,还可以得到世界坐标系和机器人基础

坐标系之间的关系.Zhuang[6]使用四元数来表示

旋转矩阵,将AX=YB 转化为齐次线性方程组,并
通过奇异值分解来求解这个齐次线性方程组.Dor-
naika等[11]使用了四元数,利用四元数矩阵的正交

性给出了封闭解,还给出了一种非线性的优化解;

Shah等[12]使用张量积和奇异值分解实现了分步

法求解;李爱国等[13]提出了基于对偶四元数和张

量积的同步方法;Wang等[14]给出了基于对偶四元

数的封闭解,并分析了误差传递路径.
  

为了降低噪声干扰,有学者提出了一系列基于

迭代的优化方法.Zhang等[15]在使用对偶四元数

解耦的基础上,引入两步迭代,做到了高效收敛;

Zhao等[16]同样使用对偶四元数解耦,但使用了可

替代线性规划,避免了局部极小值.随着新型群体

优化方法诞生,Zhao等[17]在对偶四元数解耦矩阵

方程的基础上,使用了超参数优化
 

(HPO)
 

方法将

有约束问题转化为无约束问题,实现了手眼标定方

程的高效求解;Hua等[18]则在对偶四元数基础上

使用凸松弛全局优化求解.
  

但在上述已有方法中,仍然有一些问题没有被

很好地解决,包括误差传递路径问题、噪声敏感性

问题以及奇异性问题等.传统分步法将旋转与平移

分步求解,误差会通过线性方程组传递至平移解,
并且传递过程中误差可能被放大,造成误差累积;
同步方法避免了误差传递,但得到的线性化方程维

度较大,对测量噪声更敏感;一些经典方法[1,5]要求

旋转角度避开0°或90°,此类方法会限制机器人运

动范围,否则易触发奇异性问题.而迭代解法可能

会受初始值的影响陷入局部最优或不收敛,因此较

高精度的封闭解可以为迭代解法提供适合的初值,
进一步提高最终的标定精度[19].

本文提出一种基于对偶四元数的分步求解策

略,通过扩展四元数解耦原理至对偶四元数,利用

对偶四元数和对偶矩阵性质重构平移求解方程,改
变了分步方法中的误差传递路径,并分析奇异条件

以规避病态解,推导了基于对偶四元数的分步求解

方法,实现了高精度求解手眼标定方程的目标,以
期为后续实验提供理论支持.

  

第一节描述了手眼-世界标定问题,并对四元

数和对偶四元数加以介绍;第二节阐明了如何从已

有四元数方法扩展到对偶四元数方法,并给出了详

细的数学推导过程;第三节为实验,包括了实验方

法及实验结果;最后一节给出结论.

1 机器人手眼系统模型及四元数的数学表述

1.1 机器人手眼系统模型
  

在手眼-世界标定问题中,手眼-世界标定方

92
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程可以表示为如下形式:

AX=YB (1)

式中,矩阵A 描述从机器人基座标系到机器人末

端工具坐标系的变换,由机器人几何参数和D-H
模型得到;矩阵B描述相机坐标系到世界坐标系的

变换,由视觉测量系统得到,A 和B 为已知量;矩阵

X 描述从机器人末端工具坐标系到相机坐标系的

变换,矩阵Y 描述从机器人基座标系到世界坐标系

的变换,X 和Y 为待求未知量.手眼 -世界标定方

程描述了一个运动学回路,各个矩阵所描述的变换

关系如图1所示.

图1 机器人手眼-世界标定

Fig.1 Robot
 

Hand-Eye-World
 

Calibration

1.2 四元数
  

四元数是一种数学工具,是复数概念的延伸,

最早由爱尔兰数学家 Hamilton[20]在1843年作为

复数的推广提出.其形式如下:

q=q0+q
→
=q0+qxi+qyj+qZk (2)

式中,q
→ 为一个三维向量,q0、qx、qy、qZ 为实数,i、

j、k 为笛卡尔空间中三个互相正交的基矢量.
  

四元数的运算法则如表1所示.

表1 四元数运算

Table
 

1 Quaternion
 

operation

Operation Mathematical
 

representation

Addition
 

and
 

subtraction q1±q2= (q01±q02)+(q→1±q→2)

Conjugation q* =q0-q→

Norm ‖q‖ = q20+‖q→‖2

Inverse q-1=q*/‖q‖
q1􀳱q2=QL(q1)q2=QR(q2)q1

Multiplication
(The

 

symbol
 

"􀳱"
 

is
 

used
 

to
 

represent
 

the
 

multiplication
 

of
 

quaternions)
  

其中,QL(q1)是 四 元 数 q1 的 左 乘 矩 阵,

QR(q2)是四元数q2 的右乘矩阵,它们分别由两个

四元数的元素构成,可以写为:

QL(q1)=

q01 -qx1 -qy1 -qz1

qx1 q01 -qz1 qy1

qy1 qz1 q01 -qx1

qz1 -qy1 qx1 q01

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

和

QR(q2)=

q02 -qx2 -qy2 -qz2

qx2 q02 qz2 -qy2

qy2 -qz2 q02 qx2

qz2 qy2 -qx2 q02

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  

可以证明,四元数的左乘矩阵和右乘矩阵满足正交

性,是一个单位正交矩阵.
    

特别地,如果某四元数模长为1,即 ‖q‖=1,

则该四元数为单位四元数;若某四元数的实数部分

为0,即q0=0,则该四元数为纯四元数.对于单位

四元数q,有如下性质:

qq-1=q-1q=1 (3)
  

一个单位四元数可以表示空间中的任意定轴

旋转,该单位四元数可以和旋转矩阵等价变换.要
得出与旋转矩阵对应的单位四元数,需先将旋转矩

阵转换为旋转角度和旋转轴:

θ=cos-1r11+r22+r33-1
2  

 

(4)

n=
1
2sinθ

r32-r23
r13-r31
r21-r12

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5)

  

进一步地,Shoemake[21]给出了单位四元数与

旋转轴角的关系:

q=cos
θ
2+sin

θ
2n

(6)
  

此时,可以用一个单位四元数描述任意一个旋

转矩阵.注意到,函数y=cos-1(x)在定义域内会对

应两个函数值,即θ和2π-θ.物理意义是,绕旋转

轴逆时针旋转θ的效果等同于顺时针旋转2π-θ.
此时,由于sin(2π-θ)=-sin(θ),此时在计算q
时,会得到两个值与之对应.这表明,对于一个旋转

矩阵R,存在两个单位四元数:q1 和q2,与之对应,

这种现象称为四元数对旋转矩阵的双覆盖.

1.3 对偶四元数
  

1871年,Clifford[22]提出了对偶数的概念,包
括了对偶数、对偶复数和对偶四元数.对偶四元数

(dual
 

quaternion)是一种结合四元数和对偶数理
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论的数学工具,相比于四元数,对偶四元数同时体

现出了对偶数和四元数的特性;四元数仅可描述齐

次矩阵中的旋转矩阵,对偶四元数则还可用对偶部

描述平移向量.对偶四元数q^ 形式为:

q^ =q+εq' (7)

式中,使用“̂”符号表示该四元数为对偶四元数,q
为主部,q'为对偶部,两部均为四元数;ε表示与实

数域垂直的维度,且满足ε≠0,ε2=ε3=…=0.
  

对偶四元数的运算法则如表2所示.

表2 对偶四元数运算

Table
 

2 Dual
 

quaternion
 

operation

Operation Mathematical
 

representation

Addition
 

and
 

subtraction q^1±q^2= (q1±q2)+ε(q'
1±q'

2)

Conjugation q^* =q* +εq'*

Norm ‖q^‖ = q^*q^

Inverse q^-1=q^*/‖q^‖2

Multiplication

q^1􀳱q
^
2= (q1+εq'

1)􀳱(q2+εq'
2)

 =q1􀳱q2+ε(q'
1􀳱q2+q1􀳱εq

'
2)

or
 

represented
 

by
 

the
 

dual
 

matrix
q^1􀳱q

^
2=Qt(q

^
1)q
^
2=QR(q

^
2)q
^
1

  

与四元数的左乘和右乘矩阵类似,可以证明对

偶四元数的左乘和右乘矩阵也为一单位正交对偶

矩阵,仍然具有类似的正交性.
  

若有一齐次矩阵,可以先提取其旋转矩阵计算

对偶四元数的主部q,Daniilidis[9]给出了计算对偶

部的公式:

q'=
1
2
(t􀳱q) (8)

式中,t=0+txi+tyj+tzk,是用齐次矩阵中平移

向量构造的四元数.根据计算公式,若对偶部q'=
0,表示纯旋转;若主部q=0表示纯平移.因此,一
个对偶四元数等价于一个齐次变换矩阵,对偶四元

数的主部等价于齐次矩阵的旋转矩阵,而平移向量

可以由对偶四元数的对偶部得到.
  

对偶四元数的主部q和对偶部q'满足正交性,

即qTq'=0.

2 基于对偶四元数的分步求解法
  

引言中对当前已有的手眼标定方法进行了总

结,注意到已经有学者提出了基于四元数和对偶四

元数的求解方法.本文提出的基于对偶四元数法的

分步求解法,利用了类似的思路得到了最后的可以

求解的线性方程组,并对奇异性做出类似的讨论,

两种方法的对照关系如图2所示.

图2 两种方法的对照关系
Fig.2 Comparison

 

of
 

the
 

two
 

methods

2.1 对当前已有方法的讨论
    

Dornaika利用单位四元数将手眼-世界标定

方程参数化,再利用左乘和右乘矩阵的正交性给出

了一种基于单位四元数求解手眼-世界标定方程

的分步求解方法[11].对于手眼-世界标定方程

AiX=YBi (9)
齐次矩阵包含了旋转矩阵和平移向量,将旋转和平

移解耦为旋转方程和平移方程得到:

RAiRX =RYRBi

RAitX +tAi=RYtBi+tY (10)

用单位四元数表示旋转方程为:

QL(qAi)qX =QR(qBi)qY
 (11)

其中矩阵QR(qBi)是单位正交矩阵,所以:

QR(qBi)  TQL(qAi)qX =QR(qBi)  TQR(qBi)􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
I4×4

qY

(12)
有n 个位姿时,上述方程构造为如下形式:

∑
n

i=1
QR(qBi)  TQL(qAi)  

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
Cn

qX =nqY (13)

式(13)可写为:

CnqX =λqY (14)
式中λ=n,物理意义是参与计算的总位姿数.同
理,有

CT
nqY =λqX (15)

联立式(14)和式(15),可得

CT
nCnqX =λ2qX

CnCT
nqY =λ2qY (16)

13
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此时,矩阵CT
nCn 有一个特征值为λ2,对应一个特

征向量qX ;矩阵CnCT
n 有一个特征值为λ2,对应一

个特征向量qY .进一步地,矩阵Cn 有一个奇异值

为λ.此时由于Cn 已知,故可以求解出qX 和qY ,

并进一步得到旋转矩阵RX 和RY.
  

当旋转矩阵已知RX 和RY 时,式(10)下式退化

为一个关于tX 和tY 的线性方程组,可以用最小二

乘法求出平移向量tX 和tY .

2.2 基于对偶四元数的分步求解法
  

Dornaika提出的基于四元数性质的框架利用

了四元数的性质,即可以将旋转矩阵参数化,又能

利用正交性建立封闭解.本文进一步拓展了这个封

闭解框架,基于对偶四元数的相似性质,即对偶四

元数可以将齐次矩阵参数化,又能利用正交性获得

类似的封闭解.
  

对于原始待求解的手眼-世界标定方程,如果

有组位姿,可以写为:

AiX=YBi (17)
  

将矩阵转化为对偶四元数表示:

q^Ai􀳱q^X =q^Yi􀳱q^B (18)

Q
-
L(q^Ai)q^X =Q

-
R(q^Bi)q^Y (19)

这里使用“M
-
”符号表示矩阵M 为对偶矩阵.矩阵

Q
-
R(q^Bi)是单位正交对偶矩阵,所以参考式(12)的

变换,将四元数左乘及右乘矩阵的正交性质推广到

对偶四元数,得到

Q
-
R(q^Bi)  TQ

-
L(q^Ai)q^X =Q

-
R(q^Bi)  TQ

-
R(q^Bi)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
I8×8

q^Y

(20)

即

Q
-
R(q^Bi)  TQ

-
L(q^Ai)q^X =I8×8q

^
Y (21)

将n 个上述方程构造为如下形式:

∑
n

i=1
Q
-
R(q^Bi)  TQ

-
L(q^Ai)  

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
C
-n

q^X =nq^Y (22)

记,C
-
n =∑

n

i=1
Q
-
R(q^Bi)  TQ

-
L(q^Ai),而C

-
n =Cn +

εC'
n ,则式(22)可以写为:

C
-
nq^X =λq^Y (23)

式中λ=n,物理意义仍是参与计算的总位姿数.将
矩阵C

-
n 的主部和对偶部分开表示,式(23)可以写

为矩阵形式:

Cn 04×4

C'
n Cn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 qX 04×1

q'
X qX

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 =n

qY 04×1

q'
Y qY

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (24)

展开得:

CnqX =nqY

C'
nqX +Cnq'

X =nq'
Y (25)

式中

C'
n =∑

n

i=1
QT
R(q'

Bi)QT
L(qAi)+QT

R(qBi)QT
L(q'

Ai)  
  

对于分步求解法而言,需要先利用式(25)的上

式求解旋转部分,注意到此时方程形式与式(14)一
致,故可以使用类似的方法解出旋转矩阵RX 和RY .

2.3 奇异性分析
  

由式(4)可得,由于四元数对旋转矩阵的双覆

盖,因此在利用累加计算得到矩阵Cn 时,会出现一

种非理想情况,即累加前后旋转矩阵描述的旋转方

向不一致,这会造成矩阵的病态,无法得到正确的

Cn .因此,在每次进行加法计算时,需进行判断,以
避免病态情况的发生.

  

根据式(15),Cn 存在一个奇异值为λ,且qX

和qY 为矩阵Cn 的左右奇异值向量;当计算Cn+1

时,由于双覆盖的存在,Cn+1的奇异值可能为λ+1
或λ-1,此时就需要对Cn+1的奇异值进行判断,选
择奇异值是λ+1的Cn+1,并依此类推.对于对偶矩

阵C
-
n ,由于其奇异值为对偶数,故仅对其主部进行

判断,方法与Cn 一致.

2.4 求解平移向量
  

求解平移向量实际上就是求解未知对偶四元

数的对偶部,式(8)表明如果已知主部和对偶部,就
可以求得平移向量.

  

根据得到C
-
nq^X =λq^Y 的路径,可以得到另一式

C
-

T
nq^Y =λq^X ,并将这两式联立得:

C
-
nC

-

T
nq^Y =λ2q^Y

C
-

T
nC

-
nq^X =λ2q^X (26)

改写为矩阵形式:

CnCT
n 04×4

C'
nC'T

n CnCT
n

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 qY 04×1

q'
Y qY

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =λ2

qY 04×1

q'
Y qY

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

(27)

展开得:
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CnCT
nqY =λ2qY

C'
nC'T

nqY +CnCT
nq'

Y =λ2q'
Y (28)

由式(28)上式得:
(CnCT

n -λ2I4×4)qY =04×1 (29)

因为qY 不为零,所以当且仅当CnCT
n -λ2I4×4 矩阵

行不满秩时式(29)才成立,故此处CnCT
n -n2I4×4

矩阵行不满秩.所以对于式(28)下式,有
(CnCT

n -n2I4×4)q'
Y =-C'

nC'T
nqY (30)

该方程没有唯一解.要想得到唯一解,需要加入补

充约束条件,即对偶四元数主部和对偶部相互正

交,qT
Yq'

Y =0.此时式(30)补充为:

CnCT
n -n2I4×4

qT
Y

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 q'

Y =
-C'

nC'T
n

04×4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 qY (31)

该方程有唯一q'
Y ,进而可以求得齐次矩阵Y 的平

移向量tY .求解tX 的方法与之相同.
  

补充条件的物理意义是,因为单位对偶四元数

可以表示空间中任意运动,该运动有6个自由度,

而对偶四元数有8个分量,需要补充2个约束条件

才能得到唯一一对单位对偶四元数以描述该任意

运动.在用单位四元数表示空间旋转时,已经使用

单位四元数的单位性作为补充条件,所以此处需要

补充对偶四元数的正交性作为第2个补充条件.

3 实验与结果

3.1 实验方案
  

本文提出了一种基于对偶四元数的分步求解

手眼-世界标定方程方法,并通过构造特有的平移

向量求解方程,尽管旋转矩阵的求解方程来自已有

的方法,因此有必要对比该方法与现有方法[11].同
时,选择没有传递误差的、基于对偶四元数的同步

法[23]作为对比.实验共涉及三种方法,所得解均为

封闭解,参考表3.

表3 方法对比

Table
 

3 Comparison
 

of
 

methods

Method/Name Abbreviation

Dual
 

quaternion
Two-steps

 

method DQ

Quaternion
Two-steps

 

method Qua

Dual
 

quaternion
One-steps

 

method DQ_st
  

实验采用了Eye-in-hand方式基准实验方案,

将相机固定于机器人末端.实验采用 GSK
 

RB03
六自由度工业机器人(DH参数见表4),搭载Pho-
tonfocus-MV1-D2048相机及Computar

 

8
 

mm 广

角镜头,光源为双150W
 

LED阵列(实验环境见图

3).相机标定通过 MATLAB相机标定工具箱[24]

和Zhang标定方法[25]完成.实验共有两组,均采用

单元格为15
 

mm的棋盘格标定板进行,但每组的

相机采样分辨率和使用的棋盘格不相同,相机标定

后重投影误差不超过0.1像素.如表5所示.

表4 机器人DH参数

Table
 

4 Robot
 

DH
 

parameters

Joint
 

number αi-1/(°) αi-1/mm di/mm

1 0 0 0

2 -90 155 0

3 0 360 0

4 -90 100 365

5 90 0 0

6 -90 0 116

表5 实验组采样分辨率、棋盘格设置和相机标定结果

Table
 

5 Sampling
 

resolution
 

and
 

checkerboard
 

settings
 

of
 

the
 

experiment
 

groups

Experiment
 

group
Sampling

 

resolution/pixel
Check

 

board Reprojection
 

error/pixel

1 1800×960 7×15 0.09

2 1080×960 7×10 0.10

图3 实验环境
Fig.3 Experiment

 

environment
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3.2 实验过程

每个实验组都包含1个计算组和验证组,分别

包含40个和100个位姿.实验流程如下:

(1)计算组数据采集.控制机器人在40个随机

位姿下停留,在每个位姿处做3
 

s的停留让视觉系

统完成测量,通过Zhang标定法获取相机外参矩阵

BC;从示教器中读取机器人各个关节角,基于D-H

模型[19]计算机器人末端位姿矩阵AC.
(2)解算验证.将矩阵AC 和BC 代入对偶四元

数分步方法(DQ)、四元数分步法(Qua)及对偶四

元数同步法(DQ_st),分别求解计算组的手眼变换

矩阵X 和世界变换矩阵Y.
(3)验证组数据采集.控制机器人在100个随

机位姿下停留,重 复 步 骤1,得 到 验 证 组 的 AV

和BV.
(4)误差评估.采用100组验证位姿数据,以旋

转误差与平移误差的均方根(RMS)作为精度指

标,以比较每个实验组中计算组结果和验证组结果

的近似程度.理想情况下,对于每个位姿,均应

满足:

AV=YBVX-1 (32)
  

由于误差和测量噪声的存在,上式显然不可能

成立,因此定义存在实验误差的A
~
V:

A
~
V=YBVX-1 (33)

  

定义误差E
~

为:

E
~
=A

~
VA

~-1V (34)
  

矩阵E
~

为齐次矩阵,从中提取旋转矩阵R
~

和

平移向量t
~,并进一步得到旋转矩阵对应的θ

~,将θ
~

和t
~

作为每个验证位姿下的误差.对于有100个位

姿的验证组数据,计算θ
~

和t
~

的均方根(RMS),为
每组实验的误差,以此作为精度评估的依据:

ERMS(θ)=
1
n∑

n

i=1

(θ
~
)2

ERMS(t)=
1
n∑

n

i=1

[(t-t
~
)2]

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(35)

式中n=100,通过对比ERMS(θ)和ERMS(t)来定量

描述每组实验中使用不同求解方法所得结果的精

度,其值越低,则表明该方法效果更好.整个实验流

程如图4所示.

图4 实验流程图

Fig.4 Flow
 

chart
 

of
 

experiment

3.3 实验结果
  

实验结果如表6和表7所示,分别展示了求解

旋转时的ERMS(θ)和求解平移时的ERMS(t),以此

评估不同方法的精度.加粗数据为本组实验内最优

数据.

表6 旋转误差

Table
 

6-1 Rotation
 

error

Experiment
 

group DQ Qua DQ_st

1 0.1994° 0.1994° 0.2177°

2 0.3401° 0.3401° 0.3796°

表7 平移误差

Table
 

7 Translation
 

error

Experiment
 

group DQ Qua DQ_st

1 1.1126
 

mm 1.2660
 

mm 1.2242
 

mm

2 2.1301
 

mm 2.1077
 

mm 2.4067
 

mm
  

旋转求解精度对比:对偶四元数分步方 法

(DQ)在实验组1与实验组2中分别取得0.1994°
与0.3401°的旋转误差,均优于对偶四元数同步法

(DQ_st)的0.2177°与0.3796°,表明分步法通过降

低线性方程组维数,求解旋转时噪声敏感度更低,

有效降低了旋转求解误差,如图5所示.同时注意

到,由于DQ法和 Qua法具有相同的旋转求解方

程,因此旋转求解精度完全相同.

图5 旋转误差对比

Fig.5 Rotation
 

error
 

comparison
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图6 平移误差对比

Fig.6 Translation
 

error
 

comparison
  

平移求解精度对比:在实验组1中,DQ方法

的求解误差比Qua方法低约12.12%;实验组2中

DQ方法的求解误差仅比 Qua法高约1.06%.综
合以上实验结果,证明平移方程重构策略改变了误

差传递路径,提升了平移求解鲁棒性,且 DQ 和

Qua两种方法的噪声敏感性存在差异,在不同实验

组不同的测量噪声影响下求解精度对比呈现一定

的差异.
  

注意到,尽管同步求解方法不会引入传递误

差,但是同步方法本身的求解精度较低,不及另外

两种分步方法;基于对偶四元数的分步求解法在求

解旋转时理论上具有和基于四元数的分步求解法

相同的结果,实验中证明了这一点;而在求解平移

时,实验表明,不同方法的精度差异源于误差传递

路径的不同和对不同的测量噪声有着不同的噪声

敏感性:基于对偶四元数的方法通过修正平移求解

方程,有效抑制了传递误差的累积,一定程度上提

高了手眼标定精度.

4 结论
  

手眼标定是机器人在研究和应用中涉及的基

础问题,核心是求解手眼标定方程.本文提出了一

种基于对偶四元数的求解方法,通过将四元数解耦

框架扩展至对偶四元数域,并结合对偶矩阵正交性

重构平移向量求解方程.该方法给出了封闭解及奇

异性判定条件,并通过重构平移求解方程优化了误

差传递路径.实验表明,相较于基于四元数的分步

法及对偶四元数同步法,基于对偶四元数的分步求

解法显著降低了标定误差,旋转与平移精度分别达

到0.1994°和1.1126
 

mm,验证了方法的有效性.
通过Eye-in-hand实验平台验证了方法的鲁棒性,

为工业机器人、医疗导航等复杂场景下的高精度手

眼标定提供了理论支持与实用工具.
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