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准零刚度隔振技术的曲拱-直梁实现
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摘要 既有的多数准零刚度隔振体系形式复杂,成本较高.针对上述问题,本文以曲拱提供拟线性负刚度,

以直梁提供拟线性正刚度,二者匹配得到形式简洁、成本低廉的准零刚度隔振体系.从理论上,由能量方法

导出曲拱、直梁和组合体系的刚度设计解析公式;从实验上,由静态测试得出其载荷-位移关系,并证实解

析公式的有效性,由动态实验证实其良好的隔振性能以及一定的负载适应性.
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Abstract Most
 

of
 

the
 

existing
 

quasi-zero-stiffness
 

vibration
 

isolators
 

are
 

of
 

complex
 

configuration
 

and
 

high
 

cost.
 

Aiming
 

to
 

these
 

drawbacks,
 

this
 

work
 

adopts
 

a
 

curved
 

arch
 

to
 

providing
 

quasi-linear
 

negative
 

stiffness
 

and
 

a
 

straight
 

beam
 

to
 

providing
 

quasi-linear
 

positive
 

stiffness;
 

matching
 

and
 

combining
 

the
 

curved
 

arch
 

and
 

straight
 

beam
 

constitute
 

a
 

quasi-zero-stiffness
 

vibration
 

isolator
 

with
 

concise
 

configura-
tion

 

and
 

cheap
 

cost.
 

In
 

theory,
 

by
 

the
 

energy
 

method
 

we
 

derive
 

the
 

analytical
 

formulas
 

for
 

designing
 

the
 

stiffness
 

of
 

curved
 

arch,
 

straight
 

beam
 

and
 

the
 

combined
 

system.
 

In
 

experiments,
 

we
 

obtain
 

the
 

force-
displacement

 

relation
 

from
 

static
 

testing
 

which
 

verifies
 

the
 

efficacy
 

of
 

the
 

analytical
 

formulas,
 

and
 

the
 

good
 

isolation
 

performance
 

and
 

some
 

load
 

adaptability
 

from
 

dynamic
 

testing.

Key
 

words vibration
 

isolation, quasi-zero-stiffness, curved
 

arch, straight
 

beam, energy
 

method

引言
  

振动无处不在.振动常会造成不利影响,甚至

引发灾难性后果,因此,对减振技术的研究由来已

久.减振技术大致可分为抑制振源、隔振及消振三

种方式[1],依据是否需要外界能量输入作为准则,

可分为主动减振与被动减振.相较而言,“被动隔

振”技 术 成 本 低 廉、设 计 简 单,被 工 业 界 广 泛

采用[2].
  

所谓被动隔振,即在振源体(外界环境)和减振

体(减振目标)之间插入一个附加装置,把二者物理

隔离开来,削弱二者之间的联系,缓和二者之间的

能量传递.最经典、最简单的被动隔振技术采用了

“线弹簧”,在振源体与减振体之间插入一根或多根
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线弹簧.当环境振动频率大于 2k/m(k 为等效弹

簧刚度,m 为减振体质量)时,弹簧起到隔振效果.
线弹簧隔振技术中存在着承载能力-隔振性能悖

论:隔振频宽增大,承载能力下降;承载能力上升,

隔振频宽减小.
为解决上述悖论,“高静低动”隔振方案应运而

生[3]———由高静刚度提供承载能力,低动刚度保证

隔振频宽.相关实现技术统称为准零刚度隔振技

术,常通过正刚度元件和负刚度元件并联实现.准
零刚度隔振技术实现方式众多.Molyneux[4]采用

三根线弹簧来实现,两根斜向弹簧构成负刚度元

件,单根竖弹簧构成正刚度元件,并联形成准零刚

度体系.Carrela等[5,6]就三弹簧体系进行了结构参

数优化.进一步地,Xu[7]和Zhao[8]等设计了多弹簧

体系.针对斜弹簧受压失稳问题,Liu等[9,10]利用两

根屈曲压杆替代斜弹簧,构成负刚度元件,得到了

屈曲压杆-弹簧体系.Huang等[11]将其拓展为四

根屈曲压杆,得到了另一种变体.此外,还有凸轮-
滑道体系[12-14],Kresling折纸启发[15-17]的折纸体

系,以及利用磁铁同极相斥、异极相吸原理构造负

刚度元件的永磁体系[18].Wu等[19]从能量操控角

度出发,成功设计并实现了绝对零刚度隔振体系.
上述体系均表现出良好的低频隔振性能,但是,它
们都是由多个元件连接而成的,这就不可避免地引

入摩擦和间隙,从而导致性能下降、可靠性降低.于
是,人们从机构设计转向柔性机制,旨在避免铰链

等连接,实 现 隔 振 体 系 的 一 体 化 设 计 和 成 型.
Zhang等[20]通过对曲梁截面的优化设计形成准零

刚度胞元,进而构成隔振超材料.Li等[21]以给定力

-位移曲线为目标函数,通过拓扑优化得出材料分

布,并用PDMS制备了准零刚度胞元和隔振超材

料.Cai等[22]采用折叠梁(正刚度)和曲梁(负刚度)

并联构建了一种新型的准零刚度超材料,用于获取

极低频带隙,并将一维准零刚度超材料建模为块状

弹簧链,并通过谐波平衡法进行理论求解,揭示了

其带隙特性.Zhou等[23]采用了凸轮-滚子-弹簧

机构的模型,研究了激振力和系统阻尼对力传递率

的影响,并验证了其隔振性能.Zhou等[24]设计了

一种用于超低频波衰减的一维可调准零刚度超材

料,并进行了设计优化.结果表明通过调节预压缩

超材料可以实现准零刚度和超低频带隙.
机构型隔振体系元件众多,柔性化隔振体系构

型复杂,这就使得二者并不能真正发挥出理论上的

优异性能.据此,我们有动机寻求全新的隔振体系

设计,要求该体系元件很少,构型简洁.这同时带来

了高性能和低成本的优势,对于工业化应用是极为

有利的.本文提出、设计并制备了曲拱-直梁型准

零刚度隔振体系———设计曲梁,用作负刚度元件;

设计直梁,用作正刚度元件;二者刚度匹配,并联形

成隔振体系.本文第一节简述曲拱-直梁体系的几

何构型;第二节分别针对曲拱、直梁和组合体系进

行理论分析,给出刚度设计的解析公式;第三节选

择材料和几何尺寸,制备体系,并进行了详尽的静

态和动态实验,证实曲拱-直梁体系良好的隔振性

能和一定的负载适应性;第四节给出总结和讨论.

1 体系构想
  

曲拱-直梁隔振体系的构想如图1所示.由两

个极为简洁的构件(两端固定约束的曲拱和两端可

动铰支的直梁)并联而成,二者均工作于中点竖向

载荷作用下.两端固支曲拱在竖向载荷作用下,首
先表现出正刚度行为,之后转变为负刚度行为;两
端可动直梁则始终表现为正刚度行为.恰当选择材

质和尺寸,就能使得二者尺寸接近且刚度匹配,从
而使得并联体系表现出良好的准零刚度行为.二者

在跨中位置刚性连接,从而避免了曲拱的侧向失稳

问题.这里的构想图可通过构件组合而成,亦可通

过3D打印技术直接成型.下文首先给出对曲拱和

直梁的理论分析,得出解析设计公式,并据此选择

材质和几何,确定隔振体系.

图1 准零刚度隔振体系构想:曲拱+直梁
Fig.1 Quasi-zero-stiffness

 

vibration
 

isolation
 

system:
 

curved
 

arch+straight
 

beam

2 理论分析
  

本节着力于曲拱和直梁静力学行为的理论分

析,旨在给出刚度设计的解析公式.这里强调,当前

研究涉及较大变形,因此分析只能在非线性框架下

进行.

2.1 曲拱的非线性力学行为
  

两端固定支撑的曲拱,其几何尺寸标示于图2

2
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中,曲拱受中点竖向载荷作用,我们将确定中点竖

向载荷和中点竖向位移之间的解析关系.

图2 曲拱构型(变形前与变形后比较)
Fig.2 Configuration

 

of
 

curved
 

arch
 

(undeformed
 

vs
 

deformed)
  

在后续的组装或一体成型过程中,均限制曲拱

不发生反对称变形,因此,只考虑其对称变形情形.
为加工方便,设置曲拱中面的初始挠度为:

y=h0 cos
2πx
l  +1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (1)

式中,l为曲拱跨度,h0 为一半跨高.理论分析在能

量法的框架下进行,设定曲拱的变形模式,根据最

小势能原理给出在给定位置处曲拱的构型曲线,进
一步地,表出应变能并由卡氏定理计算载荷值.推
理如下:

  

在载荷作用下,设定曲拱的轴线方程为:

y=h2 cos
2πx
l  +1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +b2 cos
4πx
l  -1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

(2)
式中,h2 为曲拱中点(集中力加载点)高度的一半.
考虑到曲拱很薄,在变形过程中,轴线长度保持不

变,存在约束条件:

∫
l
2

-
l
2

1+
dy
dx  

2

dx=C (3)

式中,C 为轴线长度.由此,给定h2 值就能计算得

到b2 值,也就得到了变形后的轴线方程.曲拱的应

变能表示为:

Vh2  =2∫
l
2

0

1
2EI

1
ρx  -

1
ρ0x  

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2 1+
dy
dx  

2

dx

(4)
式中,ρ0(x)和ρ(x)分别为轴线的初始曲率半径

和当前曲率半径.上式给出了应变能与中点高度之

间的函数关系.由卡氏定理,可得力值与中点高度

的关系:

F2=-
dV
d(2h2)

(5)
  

引入无量纲参数:

e=
2h0

l
, h

-
2=

h2

h0
, b

-
2=

b2
h0
, x- =

2x
l

y- =y
h0
, C

-
=
C
h0
, 1

ρ
-2=

h2
0

ρ2

其中,e为初始高跨比.于是有,

V
-
=

V
EI
h0

1
e

=∫
1

0

1
ρ
- -

1
ρ
-
0  

2

1+e2
dy-

dx-  
2

dx-

F
-
2=

F2

1
2

EI
h2
0

1
e

=
dV

-

dh-2
(6)

进一步地,引入中点的无量纲位移:

u-2=1-h
-
2 (7)

和无量纲刚度值:

K
-

=
dF

-
2

du-2
(8)

得到无量纲载荷-位移关系和无量纲刚度-
位移关系,如图3和图4所示.

图3 无量纲载荷-位移关系

Fig.3 Dimensionless
 

load-displacement
 

relation

图4 无量纲刚度-位移关系

Fig.4 Dimensionless
 

stiffness-displacement
 

relation

当高跨比0.14≤e≤0.22时,曲拱表现出良好

的拟线性负刚度行为.定义曲拱的拟线性负刚度为

3
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负刚度区域起始点和结束点所确定的直线的斜率.
根据式(6)和式(8)中的分析可得,曲拱的负刚度

k-与曲拱的弯曲刚度、高跨比和初始跨高有关.分
析时可通过确定高跨比和跨度的方式来确定初始

跨高.因此,可将线性负刚度表示为如下形式:

k-=k
-
e  EI

l3
(9)

图5画出了无量纲负刚度k
-
e  与高跨比e的

关系.对该曲线作三次多项式拟合,可得线性负刚

度设计公式如下:

 k-=(1758.1e3-598.85e2-2.01e+73.25)
8EI
l3

(10)

在之后的设计和加工中,限定曲梁的高跨比为

e=0.2,相应刚度值为k-=503.67
EI
l3
.

图5 无量纲负刚度k
-

e  与e高跨比的关系

Fig.5 Dimensionless
 

negative
 

stiffness
 

k
-

e  
 

vs
 

height-span
 

ratio
 

e

2.2 直梁的非线性力学行为
  

两侧可动铰支的直梁,其几何尺寸标示于图6
中,直梁受中点竖向载荷作用,我们将确定中点竖

向载荷和中点竖向位移之间的解析关系.

图6 直梁构型(变形前与变形后比较)
Fig.6 Configuration

 

of
 

straight
 

beam
 

(undeformed
 

vs
 

deformed)

采用里兹法和卡氏定理分析,将变形后直梁的

轴线方程近似表为傅里叶级数形式:
         

y(x)=∑
N

i=1
aisin

iπx
l

            

(11)

梁的中点挠度为h=y
l
2  =a1-a3+a5-a7… .

由上式表出直梁的应变能:

V=∫
l

0

1
2EI

1
ρ  

2

1+
dy
dx  

2

dx (12)

式中

1
ρ  

2

=

d2y
dx2  

2

1+
dy
dx  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 3
=

∑
흈

i=1
ai
i2π2

l2
siniπxl  

2

1+∑
흈

i=1
ai

iπ
lcos

iπx
l  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 3
,

dy x  
dx =∑

N

i=1
ai

iπ
lcos

iπx
l .给定中点挠度h 值,可

将一个系数用另外 N-1个系数表出.进而,通过

应变能V 取极值的条件来确定各系数值.进而,由
卡氏定理导出力值和中点位移的关系:

F=-
dV
dh

(13)

引入无量纲参数:x- =
x
l
,a-i=

ai

l
,y- =y

l
,h
-
=

h
l
,V

-
=
Vl
EI
,ρ
- =ρ

l
,F

-
=
Fl2

EI
,我们有:

F
-

=-
dV

-

dh
-

(14)

无量纲力值和中点位移的关系如图7所示,直
梁表现出软刚度行为,与线性小变形结果相差甚

大.直梁行程的前段呈现出拟线性行为,因此,选取

行程0≤u-≤0.1段为工作段,用作正刚度元件.对
行程0≤u- ≤0.1段进行线性拟合,根据拟合线斜

率得到正刚度设计公式:

k+=43.8
EI
l3

(15)
      

图7 直梁无量纲力值和中点位移关系
Fig.7 Dimensionless

 

force
 

vs
 

midpoint
 

displacement
 

of
 

straight
 

beam

4
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将曲拱(正刚度元件)和直梁(负刚度元件)并
联,并联体系的刚度设计公式为:

K =k-+k+

 =(1758.1e3-598.85e2-2.01e+

  73.25)
8E1I1
l3

+43.8
E2I2
l3

(16)

据此设计曲梁的高跨比、材料和几何,直梁的

材料和几何,从而达成最佳刚度匹配.

3 制备和实验

3.1 加工制备
 

依照设计公式(16),并考虑到实际尺寸、材料

选择和制造加工等限制,选取曲拱参数为:跨度l=
200

 

mm,宽度b=30
 

mm,厚度h=2
 

mm,弹性模

量E=32
 

MPa,曲拱由3D打印制备,选用TPU材

料.直梁全长L=300
 

mm,跨度l=200
 

mm,宽度

b=75
 

mm,厚 度 h=0.2
 

mm,弹 性 模 量 E=
200

 

GPa,由钢片制备,选用65Mn弹簧钢.二者次第

置入刚性框架中,曲拱两端插入预设开缝中,直梁穿

过穿透性开缝,不限制水平方向移动.曲拱中点区域

和直梁中点区域用刚性支柱连接,并用螺母紧固,从

而形成并联体系并抑制体系(特别是曲拱)的侧向

失稳.制备完成的并联体系实物如图8所示.

图8 并联体系实物图

Fig.8 Image
 

of
 

parallel
 

system

3.2 静载实验
 

将制备完成的曲拱-直梁隔振体系置于拉伸

机上,测试其静态力学行为,得出载荷-中点位移

曲线.测试平台如图9(a)所示,曲拱和直梁的载

荷-位移曲线分别置于图9(b)和图9(c)中,并联

体系的载荷-位移曲线如图9(d)所示.由图可知,

实验结果和有量纲的理论结果吻合很好.载荷-位

移曲线的初始段不吻合,这是由于理论分析的变形

模式设置造成的.

图9 实测载荷-位移关系:
 

(a)静载测试平台;(b)曲拱;(c)直梁;(d)并联体系
Fig.9 Measured

 

load-displacement
 

relation:
 

(a)
 

Testing
 

platform
 

for
 

static
 

experiments;
 

(b)
 

Curved
 

arch;
 

(c)
 

Straight
 

beam;
 

(d)
 

Parallel
 

system

5



动 力 学 与 控 制 学 报 2025年第23卷

3.3 有限元分析(校核)

为检查结构最大应力是否满足材料许用应力,

对并联体系进行有限元分析.有限元分析采用的是

Abaqus商用有限元软件.将直梁和曲梁组成并联

体系,直梁和曲梁的中点由刚性支柱连接,构型如

图8所示.曲梁及直梁均以线弹性材料进行建模,

其中曲梁采用TPU材料,直梁采用65Mn弹簧钢

材料.曲梁尺寸及材料参数设置与3.1节中相同.
采用网格单元样式为平面普通二节点线性梁单元

(B21).刚性支柱的刚度远大于直梁和曲梁,在分

析过程中可以视作刚体.网格单元的近似全局尺寸

为0.5
 

mm,单元规模为1266.有限元分析步设置

如下:
  

在曲梁顶点施加y 轴负方向的位移,直至曲

梁顶点与两端端点高度相同.设置初始增量步和最

大增量步大小为0.01,最小增量步为1e-11,最大

增量步数为500;
  

分析完毕后导出加载前后体系的应力分布情

况,如图10所示.曲梁和支柱部分的应力值较小,应
力最大值出现在直梁与刚性支柱连接处,其最大应

力值为206
 

MPa.查询国家标准GB/T
 

1222-2007
可得,65Mn弹簧钢材料的屈服强度为785

 

MPa.
由此验证了加载过程中,结构最大应力满足材料许

用应力.

图10 加载前后应力分布:
 

(a)加载前;(b)加载后
Fig.10 Stress

 

distribution
 

before
 

and
 

after
 

loading:
 

(a)
 

Before
 

loading;(b)
 

After
 

loading

3.4 动态实验
  

动态测试平台构成如图11所示.数据分析与

采集系统(LabGenius
 

IM1280H)产生信号、采集信

号并分析数据,功率放大器(Metron
 

Technology
 

DPM650A)放 大 信 号 并 驱 动 激 振 器 (TIRA
 

S51110-M)产生加速度激励.两个加速度传感器

(Dytran
 

3143D4)读取振源体和减振体的加速度信

号,传送至数采设备以备分析.曲拱-直梁隔振体系

置于激振台面上,减振体置于其上,质量为220
 

g.

图11 动态测试平台

Fig.11 Testing
 

platform
 

for
 

dynamic
 

experiments
  

我们进行扫频实验和随机实验.在扫频实验

中,设置信号发生器生成0~25
 

Hz的双向正弦扫

频信号,扫频周期设为60
 

s;在随机实验中,设定信

号发生器产生0~25
 

Hz的限带白噪声.振源体(激
励)和减振体(响应)的加速度时域信号如图12(a)

所示.由此,可以直观看出曲拱-直梁隔振体系良

好的隔振性能.
  

从随机实验的时域数据中,通过傅里叶变换分

析,立即可得隔振系统的传递率(传递率定义为

T=20log10|A1/A2|,其中A1 为减振体的加速度

响应,A2 为振源体的加速度响应),如图13所示.
由图可知,隔振系统的基频约为3.0

 

Hz,起始隔振

频率约为4.1
 

Hz.
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图12 时域信号测试结果:(a)正弦扫频;(b)随机激励

Fig.12 Testing
 

results
 

of
 

time-domain
 

signals:
 

(a)
 

Sweep
 

frequency
 

excitation;
 

(b)
 

Sandom
 

excitation

图13 隔振系统的传递率

Fig.13 Transmissibility
 

of
 

vibration
 

isolation
 

system
    

这里,我们详尽讨论隔振体系的负载适应性.
一般来说,准零刚度隔振体系的负载适应性均较

差,这是由于其零刚度段较短,随着负载值变动,等
效刚度迅速增大,隔振效果迅速劣化.从体系的设

计负载220
 

g开始,逐渐降低负载值,测试各自的

传递率.测试结果如图14所示.总体而言,随着负

载减小,隔振系统的基频和起始隔振频率逐渐增

大.当负载不小于200
 

g时,基频变化不大;当负载

小于180
 

g时,隔振效果明显劣化.因此,隔振体系

具有一定的(约10%)载荷适应性.

图14 负载对隔振系统传递率的影响
Fig.14 Effect

 

of
 

load
 

on
 

the
 

transmissibility
 

of
 

isolation
 

system
    

最后,将其与直梁隔振体系(正刚度隔振)进行

比较,说明曲拱-直梁隔振体系(准零刚度隔振)的
性能差异,或者说,讨论附加的负刚度元件对隔振

性能的影响.为使直梁隔振体系与曲拱-直梁隔振

体系具有相同的负载和相同的位移,我们将两个

65Mn弹簧钢片并联,长度均L=300
 

mm,跨度均

为l=200
 

mm,宽度分别为b1=97
 

mm 和b2=
135

 

mm.直梁隔振系统的传递率如图15所示,系
统基频约为3.75

 

Hz,起始隔振频率约为5.7
 

Hz.
比较可知,曲拱-直梁隔振体系将同样负载下的基

频降低了约20%.

图15 传递率比较(曲拱-直梁体系和直梁体系)
Fig.15 Comparison

 

of
 

transmissibility
 

(curved
 

arch-straight
 

beam
 

system
 

vs
 

straight
 

beam
 

system)

4 总结与展望
  

针对既有准零刚度隔振体系存在的问题———

机构型体系构件甚多、连续化体系构型复杂,本文

提出了曲拱-直梁型隔振体系,以简洁的构型实现

了良好的低频隔振性能.首先,从理论上导出了曲

拱和直梁的刚度设计解析公式,然后设计并制备了

并联隔振体系,通过静载实验和动载实验证实了其

准零刚度特性和良好的隔振性能,以及一定程度上

的负载适应性.此外,通过与同负载、同变形的正刚

度隔振体系比较,说明了负刚度元件的显著效果.
  

这里指出,曲拱和直梁的设计和制备采用了不

同材质和不同工艺.我们完全可以采用同种材料并

以一体化方式直接成型(例如,采用3D 打印技

术).这一方面提高了制备效率,另一方面又避免了

不同材质的接触界面,从而能提高体系的可靠性.
此外,隔振体系的长时间工作要求选用具有良好抗

疲劳性能的材料.所有这些因素,对于隔振体系的

工业应用是极为重要的,值得进一步探索.
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