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摘要 随着社会对供电可靠性要求的提升,配电网带电作业技术的创新愈发重要.无人机技术的发展推动

了飞行机械臂系统在带电作业中的应用,有效解决了传统人工作业的安全风险、效率低下和环境适应性差

等问题.本文聚焦于飞行机械臂关节模组的轨迹跟踪控制,旨在提高带电作业的精度和安全性.为此,提出

了一种基于广义Udwadia-Kalaba(GUK)理论的鲁棒控制算法,以实现综合约束下的轨迹跟踪控制.该算法

构建了包含等式和不等式约束的框架,将轨迹跟踪问题转化为约束跟踪问题.通过 Udwadia-Kalaba方程处

理等式约束,采用微分同构方法处理不等式约束,构成一种结合等式和不等式控制项的控制策略,用于求解

约束力.仿真结果表明,该控制方法显著提高了轨迹跟踪的准确性和稳定性.
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Abstract With
 

the
 

increasing
 

demand
 

for
 

power
 

supply
 

reliability,
 

innovations
 

in
 

live-line
 

work
 

technol-
ogy

 

for
 

distribution
 

networks
 

have
 

become
 

increasingly
 

important.
 

The
 

development
 

of
 

drone
 

technology
 

has
 

driven
 

the
 

application
 

of
 

flying
 

robotic
 

arm
 

systems
 

in
 

live-line
 

operations,
 

effectively
 

addressing
 

safety
 

risks,
 

low
 

efficiency,
 

and
 

poor
 

environmental
 

adaptability
 

associated
 

with
 

traditional
 

manual
 

oper-
ations.

 

This
 

paper
 

concentrates
 

on
 

the
 

trajectory
 

tracking
 

control
 

of
 

joint
 

modules
 

in
 

aerial
 

robotic
 

ma-
nipulators,

 

with
 

the
 

objective
 

of
 

improving
 

operational
 

accuracy
 

and
 

safety
 

during
 

live-wire
 

maintenance
 

tasks.
 

To
 

this
 

end,
 

a
 

robust
 

control
 

algorithm
 

based
 

on
 

the
 

Generalized
 

Udwadia-Kalaba
 

(GUK)
 

theory
 

is
 

proposed
 

for
 

trajectory
 

tracking
 

control
 

under
 

integrated
 

constraints.
 

The
 

algorithm
 

constructs
 

a
 

framework
 

that
 

includes
 

both
 

equality
 

and
 

inequality
 

constraints,
 

transforming
 

the
 

trajectory
 

tracking
 

problem
 

into
 

a
 

constrained
 

tracking
 

problem.
 

The
 

Udwadia-Kalaba
 

equation
 

is
 

used
 

to
 

handle
 

equality
 

constraints,
 

and
 

a
 

differential
 

isomorphism
 

method
 

is
 

applied
 

to
 

address
 

the
 

inequality
 

constraints,
 

resul-
ting

 

in
 

a
 

control
 

strategy
 

that
 

combines
 

both
 

equality
 

and
 

inequality
 

control
 

terms
 

to
 

solve
 

for
 

the
 

con-
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straint
 

forces.
 

Simulation
 

results
 

demonstrate
 

that
 

this
 

control
 

method
 

significantly
 

improves
 

the
 

accura-
cy

 

and
 

stability
 

of
 

trajectory
 

tracking.
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引言
  

随着社会发展,用户对电力供应可靠性的要求

日益提高.配电网是电力分配的核心,保障其稳定

性至关重要.然而,传统作业常导致频繁停电,特别

是在中低压配电网中,停电事件占比高达90%.超
过70%的停电事件源于网络改造、新用户接入及

计划性检修等活动.
带电作业技术是确保电力系统稳定运行、提高

供电可靠性的关键手段[1].它是指在电气设备不切

断电源的情况下进行操作,以保障作业期间电力供

应的连续性.传统带电作业依赖人工操作,但由于

作业环境复杂且危险,面临诸多挑战[2].例如,绝缘

子-导线紧固及带电消缺等作业要求作业人员进

入高压区域,存在显著安全风险.
随着机器人和自动控制技术的发展[3],无人自

主机器人系统在多个领域得到应用,取代人工完成

物理交互式任务,解放人员并提高作业效率[4].如
图1,飞行机械臂结合了旋翼无人机的机动性和机

械臂的操作性,能够在不停电的情况下执行各种维

护任务,如带电消缺、设备更换及绝缘修复等,显著

提高作业效率和安全性.飞行机械臂不仅能到达高

空位置并执行多样化作业任务[5],还具备较高的速

度和灵活性,减少了作业风险,并降低了后期维护

成本[6].因此,飞行机械臂有望解决传统高空作业

方法长期面临的高风险、高成本、低效率的挑战,从
而提高作业效率并增强作业人员的安全保障.

在配电网带电作业中,飞行机械臂面临高空、

高压及强电磁场等极端环境,需承载并操作各种负

图1 飞行机械臂作业示意图

Fig.1 Schematic
 

of
 

the
 

flying
 

robotic
 

arm
 

operation

载.机械臂本身是一个高度非线性、耦合性强、精度

要求高的复杂系统,且由于参数变化、外部干扰等

不确定性,精确建模与控制十分困难.
  

如图2所示,关节模块是飞行机械臂的动力核

心,通常由谐波减速器和永磁同步电机(PMSM)构
成,形成电机-齿轮驱动系统.该系统因其紧凑结

构、快速响应、高传输效率和稳定性,广泛应用于工

业机器人领域[7].然而,在面对外部干扰和不确定

性时,关节模块的控制精度可能受到影响[8].例如,

负载扭矩扰动、电磁干扰、摩擦以及齿轮间隙等因

素,会对系统动态性能产生负面影响.因此,关节模

块是一个复杂且易受不确定性影响的系统,如何应

对这些不确定性并实现高精度轨迹跟踪,成为亟待

解决的控制难题.
  

关节模组作为工业机器人的动力核心,其控制

算法一直是研究的热点领域,对机器人技术的进步

起到了重要的推动作用[9].首先,比例积分微分

(PID)控制作为一项基础但关键的技术[10],在结合

整定分数阶PID控制策略后[11],被成功应用于永

磁同步电机的速度环控制中.仿真结果表明,模糊

分数阶PID控制器不仅具备出色的抗干扰能力,

而且能够实现高精度跟踪与快速响应,从而提供更

优的控制效果.此外,一种融合了模糊逻辑、迭代学

习及自适应遗忘因子优点的模糊迭代控制策略也

被提出[12].这种带有自适应遗忘因子的变论域模

糊迭代学习控制策略,可以有效提升系统的跟踪精

度,体现了其在复杂动态环境下的适应性和精确

性.针对系统中存在的不确定性因素,自适应控制

策略 通 过 减 少 观 测 误 差 等 不 确 定 因 素 的 干

扰[13,14],增强了系统的稳定性.而自抗扰控制则进

图2 关节模组位置图

Fig.2 Position
 

diagram
 

of
 

joint
 

modules
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一步 利 用 跟 踪 微 分 器(TD)、扩 张 状 态 观 测 器

(ESO)和非线性误差反馈控制律[15],展现了其卓

越的控制性能、更快的响应速度以及优秀的抗干扰

能力.滑 模 控 制 技 术 通 过 对 传 统 方 法 进 行 改

进[16,17],有效地削弱了抖振现象,显著提升了系统

的鲁棒性.同时,模型预测控制通过减少前提条

件[18],降低了计算复杂度和电流波动,改善了转矩

脉动,为实时控制提供了可能.最后,神经网络控制

通过对控制权重的优化和参数调整[19,20],实现了

位置和转速的更精准跟踪,并且增强了对抗负载扰

动的能力和自适应能力,展示了其在未来智能控制

系统中的巨大潜力.综上所述,上述各种控制策略

在提高工业机器人关节模组控制性能方面均显示

出了独特的优势和良好的应用前景.
  

本文提出的研究对提高非线性系统的动态精

度具有重要意义.与以往主要关注运动控制的研究

不同,本文基于动力学方程提出了一种控制算法,

解决了系统在非理想约束下的问题.系统中的约束

分为被动约束[21]和伺服约束[22]两类.被动约束指

系统固有的物理限制[23],如机械臂的运动范围限

制,防止其与无人机机身发生碰撞.伺服约束则通

过主动控制手段,根据工作条件和操作需求进行动

态调整.本文基于广义 Udwadia-Kalaba方程对关

节模组建模[24],并设计了一种鲁棒控制器,用于关

节模组的轨迹跟踪控制[25].该控制策略确保系统

在外部干扰或参数变化下仍能满足性能要求,提高

了系统对不确定性的适应性和动态响应的精确度.
  

为处理系统约束和不确定性,建立了关节模块

系统的动力学模型,包括系统动力学模型和考虑不

确定参数的约束方程[26].为应对被动约束,模型中

加入了不等式约束,限制飞行机械臂关节模组的运

动范围,确保安全操作.此外,设计了一种约束跟随

控制算法,特别考虑了初值不相容问题,即由于噪

声和定位误差等因素,关节模块可能无法完全按照

预设条件启动.该算法能够适应初始条件偏差,确
保系统在不理想启动状态下也能稳定运行.由于传

统控制方法在面对参数不精确和外部扰动时可能

失效[27],因此设计了一个鲁棒控制器,确保系统在

不确定性和扰动下保持稳定性和性能.综合这些控

制策略,所设计的控制器能够提供满足系统要求的

控制力解析解,并具有结构清晰、硬件要求低等优

点,显著降低了成本并保证了系统高效运行.
  

本文的第1节推导了关节模组的动力学方程,

考虑到了改进的摩擦模型.第2节根据等式约束和

不等式约束,基于广义 Udwadia-Kalaba方程设计

了一种新型鲁棒控制器.第3节采用对提出的控制

方法在 Matlab/Simulink中进行了仿真验证,验证

了所提出的算法相较于其他传统的算法存在显著

的优势,并且验证了改进的摩擦明显的优越性.第

4节对全文进行了总结.
  

本文主要贡献有3点:
(1)改进的摩擦模型.提出了一种改进的Stri-

beck摩擦模型,综合考虑了库仑摩擦、黏性摩擦和

静摩擦,并引入了偏置参数项,以提高摩擦力矩与

实际摩擦力之间的拟合精度.
(2)不确定性处理.考虑了系统中的不确定性

和外部扰动,针对系统初始状态可能不符合控制初

始条件的情况,设计了相应的控制器.该方法确保

系统在初始条件偏差、不确定性及外部未知扰动的

影响下,依然能够有效地收敛至预期轨迹.
(3)综合约束考虑.在动力学模型建立过程中,

除了考虑等式约束,还充分考虑了不等式约束.这
一设计保证了飞行机械臂在工作过程中避免与无

人机发生碰撞,从而有效降低了系统损坏的风险.

1 系统模型分析
  

永磁同步电机因其高效率、高扭矩密度和精确

的转速控制而广泛应用于机械臂的关节驱动中.

1.1 动力学建模
  

三相永磁同步电机是一个复杂的非线性系统,
具有明显的耦合性.永磁同步电机数学模型可表示

如下:

i
·

d =-
R
Ld

id +
Lq

Ld
npωiq +

ud

Ld

i
·

q =-
R
Lq

iq -
Ld

Lq
npωid -npωψf

Lq
+
uq

Lq

ω·=
Te

J -ωB
J -

TL

J

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)
  

其中id、ud 和Ld 表示的是d轴上的定子电流、电压

和电感.iq、uq 和Lq 表示的是q轴上的定子电流、电
压和电感.R 表示的是定子电阻,np 表示的是极对

数,ω 表示的是转子的角速度,ψf 表示的是转子磁

链.Te、B、J 和TL 分别表示的是电磁转矩、黏性摩

擦系数、转动惯量和负载转矩.
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永磁同步电机常用的控制方法是磁场定向控

制(FOC)技术.采用了使id =0的控制策略,需要

控制三相电流矢量合成到q轴上,即iq=is 且id =
0.这样就可以通过控制iq 直接控制电磁转矩,并
且可以单独控制转矩,以获得更好的动态性能.将
永磁同步电机的数学模型式(1)重写为:

i
·

d =0

i
·

q =-
R
Lq

iq -npωψf
Lq

+
uq

Lq

ω·=
Te

J -ωB
J -

TL

J

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(2)

由式(1)可以看出电枢电流和永磁同步电机的转矩

之间存在着非线性耦合的情况.根据磁链方程

ψd =Ldid +ψf

ψq =Lqiq 
可以得到永磁同步电机电磁转矩公式为:

Te=
3
2npiq[ψf+(Ld -Lq)id] (3)

对于表贴式PMSM 存在Lq=Ld.因此电磁转矩

Te 的表达式可以改写为:

Te=
3
2npψfiq =Kiq (4)

式中的K =
3
2npψf是扭矩系数,只需要调整iq 的

值就可以控制电磁转矩.
  

根据式(2),可以得到三相永磁同步电机的动

态方程为:

Jω·+Bω+TL=Te (5)
  

如图3中所示,永磁同步电机的输出轴和减速

器相连,共同作用实现关节模组的运动.在此过程

中,需要考虑到减速器的传动效率和减速比的影

响,建立动力学方程如下:

TD=iηTL (6)

其中TD 表示减速器的输出转矩,η 为传动效率,i
为减速比.则式(5)可以改写为:

Jω·+Bω+
1
iη

TD=Te (7)

图3 关节模组系统结构图

Fig.3 Structure
 

diagram
 

of
 

joint
 

module
 

system

因为ω表示的是转子的角速度,所以有ω=ϕ
·
,

ω·=ϕ
··
,ϕ 表示的是永磁同步电机的转动角度.考虑

到系统运行中存在的摩擦力,在动力学方程中增加

一个摩擦项Tf.结合式(4)和式(7)可以得到最终

的动力学方程为:

Jϕ
··
+Bϕ

·
+
1
iη

TD+Tf=u(t) (8)

令M =J,C=B,F=
1
iη

TD+Tf,可以整理为:

Mϕ
··
+Cϕ

·
+F=u(t) (9)

1.2 摩擦力模型
  

在精密运动控制领域,摩擦力会导致定位误差

和响应迟滞,进而影响系统的整体性能.为了提高

系统的动态精度和稳定性,本文将重点探讨摩擦力

模型,利用一种改进的Stribeck摩擦模型.不仅考

虑到了库仑摩擦和黏性摩擦,还考虑到了静摩擦和

速度反转,提高摩擦模型和实际摩擦力的拟合精

度,形式如下:

Tf= fc+(fs-fc)e
- ϕ

·

q·s  2

  sgn(ϕ
·
)+fvϕ

·
-fg
(10)

其中fc 是库仑摩擦系数,fs 为静摩擦系数,fv 为

黏性摩擦系数,q
·
s 为润滑参数.fg 旨在消除速度反

转时摩擦力的波动.可以写成如下:

fg=se
-ϕ
·2

v

s=sgn(ϕ
·

ϕ
··)fs+n1fc

v=ϕ
··
q
·
s[n2×sgn(ϕ

··
)+n3×sgn(ϕ

·
)]

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(11)

其中的n1、n2 和n3 是相关增益参数.

2 控制器设计
  

完成动力学建模后,基于广义 Udwadia-Kalaba
理论设计了一种新型鲁棒控制器,考虑了等式和不

等式约束,以确保控制效果满足期望的约束要求.
  

在实际应用中,系统存在外部扰动和建模误

差,这些不可避免的不确定性.如果不加以处理,将

显著影响系统的控制性能.
  

引入一个不确定因子δ,对这种不确定性进行

分解:

04



第8期 吴少雷等:基于广义Udwadia-Kalaba的电网飞行机械臂关节模组轨迹跟踪及约束控制

M(ϕ,δ,t)=M
-(ϕ,t)+ΔM(ϕ,δ,t)

C(ϕ,δ,t)=C
-(ϕ,t)+ΔC(ϕ,δ,t)

F(ϕ,δ,t)=F
-(ϕ,t)+ΔF(ϕ,δ,t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(12)

其中M
-、C

-
和F

-
是标称部分,ΔM、ΔC 和ΔF 是不

确定部分,各部分函数都是连续的.
定义1: 对于惯性矩阵,令:

D(ϕ,t)=M
- -1(ϕ,t)

E(ϕ,δ,t)=M
-(ϕ,t)M-1(ϕ,δ,t)-I

ΔD(ϕ,δ,t)=M-1(ϕ,δ,t)-M
- -1(ϕ,t) (13)

则有:

ΔD(ϕ,δ,t)=D(ϕ,t)E(ϕ,δ,t)

M-1(ϕ,δ,t)=D(ϕ,t)+ΔD(ϕ,δ,t) (14)

2.1 等式约束控制项
  

本节将利用广义Udwadia-Kalaba方程解决系

统的约束问题.根据广义 Udwadia-Kalaba方程的

基本原理,先将研究对象视为一个无约束系统.在
无约束的情况下,系统的广义坐标可表示为ϕ∶=
[ϕ1,ϕ2,…,ϕn]T,系统的动力学方程[28]:

M(ϕ,t)ϕ
··
=Q(ϕ,ϕ

·
,t) (15)

其中,M(ϕ,t)∈Rn×n 表示的是系统的惯性矩阵.

Q(ϕ,ϕ
·
,t)∈Rn 表示的是系统已知的外力矩阵.

对这个无约束系统施加m 个平滑约束,系统

的零阶伺服约束为:

Y(ϕ,t)=d(ϕ,t) (16)
其中Y=[Yli]m×n,d=[d1,d2,...,dm]m×n.Y(·)和

d(·)对于ϕ和t参量都是一阶连续可导.式(16)对
求两次导得到二阶约束方程:

X(ϕ,t)ϕ
··
=b(ϕ,ϕ

·
,t) (17)

X(·)∈Rm×n 为约束矩阵,b(·)对于ϕ 和t参量

都是一阶连续可导,此约束为对原来的无约束系统

施加了一个约束.所以具有等式约束的系统方

程为:

M(ϕ,t)ϕ
··
=Q(ϕ,ϕ

·
,t)+Qc(ϕ,ϕ

·
,t) (18)

其中Qc(ϕ,ϕ
·
,t)∈Rn 为约束力矩阵,保证驱动系

统满足规定约束.
  

根据 Udwadia-Kalaba方程的理论,给出理想

约束力的精确表达式:

Qc(ϕ,ϕ
·
,t)=M

1
2(XM

-
1
2)+ (b-XM-1Q)

(19)

其中符号+表示 Moore-Penrose广义逆.

等式约束加速度ac(ϕ,ϕ
·
,t)为:

ac=M
-
1
2(XM

-
1
2)+ (b-XM-1Q) (20)

备注1: Udwadia-Kalaba方程可以同时处理多种

类型的约束,如非完整约束、完整约束、流变约束、

硬化约束以及其他各种常见约束.方程(17)中的二

阶形式包含了这些常见约束.约束力和主动力的综

合作用将改变机械系统的运动.
根据Udwadia-Kalaba理论[29],约束力u∈Rn

可以表示为:

u=u1+u2+u3 (21)
  

其中u1 是标称约束力(即不存在不确定性或不确

定性已知),u2 用于处理初始条件不兼容的情况,
而u3 用于解决系统内部存在的不确定性.
备注2: Udwadia-Kalaba理论表明,当以u=Qc

作为控制输入时,机械系统可以在满足各种类型的

约束的情况下以最小的控制成本随时启动.
  

首先考虑没有不确定性所需的约束力,即式

(12)中的标称部分.
假设1: 对于所有的(ϕ,t)∈Rn×R,σ∈Σ(Σ是

模糊边界集),M(ϕ,δ,t)正定.
假设2: 对于所有的(ϕ,t)∈Rn×R,如果X(ϕ,

t)的秩大于等于1,则X+ (ϕ,t)必存在.
假设3: 如果对于给定的X 和b,至少存在一个解

ϕ
··
,则称公式(17)是一致的.

  

没有不确定性的期望约束项为:

u1=M
-1/2(XM

- -1/2)+ {b+XM
- -1[C

-

ϕ
·
+

 F
-
-λ(Xϕ

·
-c)]} (22)

备注3: 根据达朗贝尔虚功原理,上述约束力满

足系统约束[式(17)]的要求.
  

跟踪误差定义为:

e(ϕ,ϕ
·
,t)=X(ϕ,t)ϕ

·
-c(ϕ,t)+

 λ[Y(ϕ,t)-d(ϕ,t)] (23)

其中λ为零阶约束增益系数,它是一个大于0的

常数.
  

当t=0时,系统可能不满足e≠0的初始条

件,因此,控制器中需要考虑到初值不相容的情况.
设计控制项为:

u2=-kM
-
XT(XXT)-1P-1e (24)

其中的k为大于0的参量.
  

之后考虑系统中存在的不确定性问题.

14
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假设4: 对于所有的 (ϕ,t)∈Rn ×R,X(ϕ,t)是
满秩的.所以X(ϕ,t)XT(ϕ,t)是可逆的.
定义2: 对于给定的P∈Rm×m,P>0令:

χ(ϕ,δ,t):=PX(ϕ,t)D(ϕ,t)E(ϕ,δ,t)

M
-(ϕ,t)XT(ϕ,t)[X(ϕ,t)XT(ϕ,t)]-1P-1

(25)

存在一个ρ
^

E(·)对于所有的(ϕ,t)有:

1
2minδ∈Σ

λm[χ(ϕ,δ,t)+χT(ϕ,δ,t)]≥ρ
^

E(ϕ,t)

(26)

其中λm 是最小特征值.
  

等式约束下存在不确定性的控制项为:

u3=-[M
-
XT(XXT)-1P-1]×γeρ2 (27)

其中

γ(ϕ,ϕ
·
,t)=

[1+ρ
^
E(ϕ,t)]-1

‖e(ϕ,ϕ
·
,t)ρ(ϕ,ϕ

·
,t)‖

,‖eρ‖ >􀆠

[1+ρ
^
E(ϕ,t)]-1

􀆠
, ‖eρ‖ ≤􀆠

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(28)

变量􀆠为大于0的参量.
  

函数ρ(·):Rn ×Rn ×R →R+ 定义为:

ρ≥max
δ∈Σ
‖PXΔD[-Cϕ

·
(t)F+u1+u2]+

 PXD[-ΔCϕ
·
(t)-ΔF]‖ (29)

函数代表了右侧包含了系统所有不确定性的上限.
定理1: 根据假设1~4和定义2,设计的控制器

满足以下性能要求[30]:
(1)一致有界.对于任意的g >0,都存在一个

d(g)< ∞,如果有 ‖e(ϕ,ϕ
·
,t)‖ ≤g,则对所有

的t≥t0 都有 ‖e(ϕ,ϕ
·
,t)‖ ≤d(g).

(2)一致最终有界.对于任意的g >0,并且

‖e(ϕ,ϕ
·
,t)‖ ≤g,存在一个d

-
>0,当t≥t0+

T(d
-,r)时,对任意的d

-
<d

-
存在‖e(ϕ,ϕ

·
,t)‖≤

d
-
.其中0≤T(d

-,r)< ∞.

2.2 不等式约束控制项
  

在许多机械系统中,除了等式约束外,还存在

不等式约束.如避障约束、车辆可行区域边界约束

等.飞行机械臂为了保证正常工作,需要对机械臂

上的关节模组运动范围进行限制,避免与无人机机

体发生碰撞.
  

对于关节模组转角ϕ 人为给定一个运动范围,

有如下的不等式约束:

fj(t)<gj[ϕ(t)]<hj(t), j=1,2,…,l
(30)

为了满足这些额外的不等式约束,引入一个额

外的加速度ai(ϕ,ϕ
·
,t),它描述了系统受到不等式

约束的额外运动.受等式和不等式约束的系统加速

度为:

ϕ
··
=a(ϕ,ϕ

·
,t)+ac(ϕ,ϕ

·
,t)+ai(ϕ,ϕ

·
,t)
(31)

不等式约束产生的附加加速度表示为:

ai(ϕ,ϕ
·
,t)=(I-X+X)r (32)

其中I是单位矩阵,r∈n 为一个待确定的参数.

备注4: 给出的ai(ϕ,ϕ
·
,t)的结构,得到的系统加

速度表达式,对于所有的r∈R 依旧满足约束条

件,即不等式约束不影响系统的等式约束.
  

接下来进行简单的证明,对式(31)左乘矩阵

X(ϕ,t):

Xϕ
··
=X(a+ac)+Xai (33)

根据式(17)和式(32)可得:

X(ϕ,t)ϕ
··
=b(ϕ,ϕ

·
,t)+X(I-X+X)r (34)

根据Moore-Penrose广义逆的性质XX+X=X ,上
式可以改写为:

X(ϕ,t)ϕ
··
=b(ϕ,ϕ

·
,t)+(X-XX+X)r

 =b(ϕ,ϕ
·
,t)+(X-X)r

 =b(ϕ,ϕ
·
,t) (35)

可以得出,在加入了不等式约束之后,不会影响到

等式约束.
  

基于以上分析,可以得到受综合约束的动态系

统的广义 Udwadia-Kalaba方程,无论是等式约束

还是不等式约束,都可以得到:

Mϕ
··
=Q+Qc+Qi (36)

其中Qi(ϕ,ϕ
·
,t)代表的是不等式约束力.

  

对于不等式约束,采用一种微分同构的方法进

行状态转化,使得:

ξj =q^[gj(ϕ)]=qj(ϕ) (37)

其中ξj∈R为变换后的状态,q^ 为微分同构变换函

数.通过引入变换函数,将不等式约束转化为等式

约束.利用微分同构的连续可微性质,保证了ξj 的

有界性.也就是说当gj(q)∈ [fj(t),hj(t)]时,
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ξj ∈ (-∞,∞).当ξj 有界时,不等式约束得到

满足.
  

转换前的状态变量为ϕ=[ϕ1,ϕ2,…,ϕn]T,转

换后的状态变量为ξ=[ξ1,ξ2,…,ξn]T.则有:

ξ=q(ϕ) (38)

进行连续求导得:

ξ
·
=
∂q
∂ϕϕ

·

ξ
··
=
d
dt
∂q
∂ϕϕ

·  = d
dt
∂q
∂ϕ  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

ϕ
·
+
∂q
∂ϕ  ϕ··

 =
d
dt
∂q
∂ϕ  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

ϕ
·
+
∂q
∂ϕ  [M-1(a+ac)]+

 ∂q∂ϕ  (I-X+X)r∶=h1+h2r (39)

然后令ζ=[ξ,ξ
·
]T,可以将上式改写为:

ζ
·
=

ξ
·

ξ
··

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

∂q
∂ϕϕ

·

h1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 +

0
h2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 r=h3+h4r (40)

  

根据式(40),对于不等式约束,设计Qi中的控

制输入r以稳定变换状态ξ.具有不确定性的动态

系统方程如下:

ζ
·
(t)=h3+h4×r (41)

和式(12)类似,上式可以分解为:

h3=h
-
3+Δh3

h4=h
-
4+Δh4 (42)

式(41)可以重写为:

ζ
·
=(h

-
3+Δh3)+(h

-
4+Δh4)r

 =Aζ+(h
-
4+Δh4)r+(h

-
3-Aζ
︸

∶=(h
-
4+Δh4)ω

-

+Δh3)

 =Aζ+(h
-
4+Δh4)(r+ω-)+Δh3

︸
∶=h4Δω

 =Aζ+(h
-
4+Δh4)(r+ω-)+h4Δω (43)

ω- 和Δω 分别表示标称部分和不确定部分,表示相

关系统的参数和扰动.
假设5: 矩阵A 是渐进稳定的,对于以下的方程

ATP+PA+Q=0 (44)
有Q>0.如果矩阵A 是Hurwitz稳定的,则解P>
0存在且唯一.
假设6: 不确定性边界可以被描述为:

‖Δω‖ ≤a1‖ζ‖2+a2‖ζ‖+a3 (45)
其中的a1、a2 和a3 是非负常数.

定义3: 对于所有的(ϕ,ϕ
·
,t)∈Rn×Rn×R,存在

一个矩阵N

Δh4=h
-
4N (46)

1
2λmin(N+NT)≥a4 >-1 (47)

‖N‖ ≤a5 (48)

其中的a4 和a5 是非负常数.
  

则不等式约束力中的控制项r可以表示为:

r=r1-ω- (49)

其中r1 旨在补偿不确定性,而ω- 作为系统的预补

偿标称部分,可以减轻控制增益的负担.r1 表达

式为:

r1=-h
-T
4Pζ(t)[c1‖ζ(t)‖2+

 c2‖ζ(t)‖+c3]2 (50)

其中的c1、c2 和c3 是非负常数.
  

根据公式(29),不等式约束力表示为:

 Qi=M(I-X+X)r

=M(I-X+X)-{h
-T
4Pζ(t)[c1‖ζ(t)‖2+

 c2‖ζ(t)‖+c3]2-ω-} (51)

2.3 基于广义Udwadia-Kalaba方程的鲁棒控制器
  

考虑具有等式和不等式约束的动态系统,可以

得到等式约束力和不等式约束力.并且这两个力不

会相互影响.那么基于广义 Udwadia-Kalaba方程

的约束力为Qci=Qc+Qi,表达式为:

Qci=u1+u2+u3+u4 (52)

其中

u1=M
-1/2(XM

- -1/2)+ {b+XM
- -1·

 [C
-

ϕ
·
+F

-
-λ(Xϕ

·
-c)]}

u2=-kMX
-T(XXT)-1P-1e

u3=-[M
-
XT(XXT)-1P-1]γeρ2

u4=M(I-X+X)r

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(53)

其中r= -h
-T
4Pζ(c1‖ζ‖2+c2‖ζ‖+c3)2-ω-.

备注5: 只要控制参数满足设计要求,就能保证系

统达到期望的稳定性能.其中k、c1、c2、c3∈R >0.
k值越大,约束力u2 就越大,系统负反馈就越强.
系统的稳态收敛速度受参数P 的影响,P 值越大,

系统的收敛速度越大,但系统的控制成本会上升,

因此在选择参数P时必须考虑真实的控制要求.参

数c1、c2 和c3 用于调节不等式约束控制项,控制各

阶变量的控制比例.
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3 仿真与结果
  

设计了基于广义Udwadia-Kalaba方程的控制

器.基于 MATLAB平台搭建了仿真代码,对所提

出的控制策略和改进的Stribeck摩擦模型进行仿

真验证.

3.1 算法性能对比实验
  

为了保证系统的安全,每种情况下都必须考虑

不等 式 约 束.将 含 有 u1 和 u4 控 制 项 称 为 SC
(smooth

 

constraint
 

control)算法;含有u1、u2 和

u4 控 制 项 称 为ICM(initial
 

condition
 

mismatch
 

control)算法;包含u1、u2、u3 和u4 控制项称为

UR(uncertainty
 

rubust
 

control)算法.分别对SC
算法、ICM 算法、UR算法和经典的PID算法进行

对比仿真,验证新算法的优越性能.关节模组系统

标称参数如表1所示.

表1 飞行机械臂关节模组参数

Table
 

1 Joint
 

module
 

parameters
 

of
 

flight
 

manipulator

关节参数 数值

J-/(kg·m2) 0.001
 

650

B-/[N·m/(rad/s)] 0.001

ψf/Wb 0.311

i 101

η 0.95

np 6
  

相关摩擦系数如表2所示.

表2 摩擦模型参数

Table
 

2 Friction
 

model
 

parameters

参数 数值

fs 0.3075

fc 0.2382

fv 0.0585

q·s 0.0424

n1 0.1838

n2 1.1574

n3 2.0801
  

在控制设计中,寻找最佳参数的过程是多目标

优化的关键环节,特别是在工业实践中,这涉及实

际的使用精度、频率要求、系统硬件性能参数以及

成本效益.考虑到飞行机械臂特定的应用场景和硬

件约束,设定了控制器的参数范围.各控制器参数

如表3所示.
表3 控制器参数

Table
 

3 Controller
 

parameters

参数 数值

P 0.05

k 20

􀆠 0.01

ρ
^
E 0.1

c1 10

c2 1

c3 1

kp 287

ki 5

kd 26
  

为了评估算法在初值不相容条件下的性能,当
初始时间t为0,设置初始状态e=0.1.

  

为了评估控制器在不确定性条件下的性能,引

入了时间相关的不确定性,J=J
-
+0.001×sin(t),

B=B
-
+0.01×sin(t),F=F

-
+0.1×sin(t).

3.1.1 正弦信号
  

以正弦信号作为参考轨迹,测试三种算法的轨

迹跟踪性能.参考信号如下:

ϕd =
π
6sin

(t) (54)
  

在图4~图6中分别展示了4种控制算法在正

弦信号下轨迹跟踪的位移、误差和控制输入响应曲

线.通过图4中的轨迹跟踪位移曲线可以看出,在
初始时刻存在偏差的情况下,PID算法和SC算法

无法有效地跟踪期望正弦信号,存在较大的偏差;

并且在存在初值不相容的情况下,PID出现了一个

明显的突变,处理效果不佳;ICM 和 UR算法都可

以处理这种初值不相容的情况,但是UR算法的响

应速度和趋近程度都要优于ICM 算法.并且在存

在不确定性的情况下,稳态之后的UR算法也更加

趋近期望信号.图5中的轨迹跟踪误差响应曲线也

验证了上述的结论,PID算法和SC算法全程存在

较大的误差;ICM 和 UR算法的误差都可以很快

地趋近0参考线,但是UR算法可以更快的逼近参

考线,并且稳态之后的误差绝对值更小.图6为轨

迹跟踪的控制输入响应曲线,UR算法的控制输入

也是四者之中最小的.因此,所提出的 UR算法显
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著提高了系统的响应速度,减小了稳态误差,展现

出优越的轨迹跟踪性能.

图4 关节模组位移响应曲线

Fig.4 Displacement
 

response
 

curve
 

of
 

joint
 

module

图5 关节模组误差响应曲线

Fig.5 Error
 

response
 

curve
 

of
 

joint
 

module

图6 关节模组控制输入响应曲线

Fig.6 Control
 

input
 

response
 

curve
 

of
 

joint
 

module

3.1.2 阶跃信号
  

选择的参考阶跃信号为:

ϕd =
π
6

(55)

在图7~图9中分别展示了四种控制算法在

阶跃信号下轨迹跟踪的位移、误差和控制输入响应

曲线.根据图7中的位移响应曲线可以看出,初始

条件不相容的情况下,SC算法无法跟踪参考轨迹;

PID算法不仅动态响应速度较差,并且出现了明显

的超调现象;而存在u2 控制的ICM和UR算法均

可以很快的响应,跟踪上目标阶跃信号;由于 UR
算法存在u3 控制项,在系统存在不确定性时,整体

的控制偏差优于ICM 算法,具体表现在稳定后的

稳态误差最小.在图8和图9的曲线中,UR算法

也是响应时间最短,稳态误差最小的那个,整体控

制输入也更小.综上,UR算法性能最好,仿真结果

展现了设计的控制器的优良性能.

图7 关节模组位移响应曲线

Fig.7 Displacement
 

response
 

curve
 

of
 

joint
 

module

图8 关节模组误差响应曲线

Fig.8 Error
 

response
 

curve
 

of
 

joint
 

module

图9 关节模组控制输入响应曲线

Fig.9 Control
 

input
 

response
 

curve
 

of
 

joint
 

module

3.2 摩擦模型补偿效果验证
  

为了进一步分析摩擦对于控制系统性能的影

响,本节针对改进的Stribeck摩擦模型(MSF)和经

典的库仑—黏性摩擦模型(CVF)进行对比仿真,分
别在上一节的正弦信号和阶跃信号下跟踪验证其

效果.
  

库仑—黏性摩擦模型表达式为:

Tf=fcsgn(ϕ
·
)+fvϕ

·
(56)

  

如图10和图11所示,在 UR算法的基础上,

分别采用 MSF模型和CVF模型进行仿真验证其

对算法最终的效果的影响情况.图10验证分别采

用两种摩擦模型的 UR算法对时变信号的跟踪能
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力,从结果可以看出MSF比CVF更快地跟踪上了

正弦信号,MSF输出的幅值波动也更加小.图11
验证分别采用两种摩擦模型的 UR算法的动态响

应和稳态精度.从结果可以看出两者都没有超调.
但是 MSF的动态响应能力更好,在稳定之后的稳

态精度也要比CVF好.综合上述,仿真结果表明,

在同样的控制算法和参数下,MSF模型的摩擦补

偿策略能够提升系统的稳态精度,减少因为模型简

化带来的性能损失,提高系统的跟踪精度和动态响

应能力.

图10 正弦信号响应曲线

Fig.10 Response
 

curve
 

of
 

sinusoidal
 

signal

图11 阶跃信号响应曲线

Fig.11 Response
 

curve
 

of
 

step
 

signal

4 结论
  

本文提出了一种创新的鲁棒控制方案,旨在实

现飞行机械臂关节模组轨迹跟踪的优秀动态性能

和鲁棒性.通过建立永磁同步系统的精确动态模

型,并引入了改进的Stribeck摩擦模型,提高了摩

擦补偿的精度.应用广义Udwadia-Kalaba方程,构
建了等式约束和不等式约束框架,将轨迹跟踪问题

转化为约束跟踪问题.等式约束控制项考虑了初值

不相容、系统不确定性和外部扰动的情况,不等式

约束控制项采用微分同构进行转化.设计的控制器

中,u1 项为理想条件下的期望约束力;u2 项为保证

系统初始条件不相容时,使系统服从约束的控制

项;u3 项为解决系统中存在的不确定性和外部扰

动的问题;u4 项为确保系统在人为设定的范围中

运动,避免发生部件碰撞造成系统损坏.通过仿真

验证,展示了UR控制器在瞬态响应、稳态精度、轨
迹跟踪精度和鲁棒性方面优于其他算法.
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