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摘要 针对闭环多体系统程式化建模引入的冗余约束和违约问题,首先采用带列置换的 QR分解方法识别

出独立的约束方程组,并获得约束法空间和切空间的正交基向量.随后,通过对广义坐标和广义速度进行直

接修正,使其在形成运动方程之前就满足约束方程,不必在积分步结束后再修正违约.针对多体系统滑入奇

异构型后加速度失真但并未违约的问题,识别出偏差放大的方向与约束流形的切空间正交,进而利用广义

加速度的切空间分量进行修正,使数值解得到很大的改善.最后,通过数值实验验证了所提方法的实用性和

有效性.
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Abstract To
 

address
 

the
 

redundant
 

constraints
 

and
 

constraints
 

violation
 

issues
 

arising
 

from
 

the
 

stylized
 

modeling
 

of
 

closed-loop
 

multibody
 

systems 
 

the
 

QR
 

decomposition
 

method
 

with
 

column
 

permutation
 

is
 

employed
 

to
 

identify
 

the
 

independent
 

constraint
 

equations 
 

This
 

process
 

yields
 

the
 

orthogonal
 

basis
 

vec-
tors

 

for
 

both
 

the
 

constraint
 

normal
 

space
 

and
 

tangent
 

space 
 

Subsequently 
 

by
 

directly
 

adjusting
 

the
 

generalized
 

coordinates
 

and
 

generalized
 

velocity 
 

the
 

constraint
 

equation
 

is
 

satisfied
 

prior
 

to
 

forming
 

the
 

motion
 

equation 
 

eliminating
 

the
 

need
 

for
 

corrections
 

after
 

the
 

integration
 

step 
 

Concerning
 

the
 

issue
 

of
 

distorted
 

acceleration
 

in
 

the
 

multi-body
 

system
 

when
 

entering
 

a
 

singular
 

configuration 
 

the
 

direction
 

of
 

deviation
 

amplification
 

is
 

determined
 

to
 

be
 

orthogonal
 

to
 

the
 

tangent
 

space
 

of
 

the
 

constraint
 

manifold 
 

The
 

tangent
 

space
 

component
 

of
 

the
 

generalized
 

acceleration
 

is
 

then
 

utilized
 

for
 

correction 
 

significantly
 

enhancing
 

the
 

numerical
 

solution 
 

Finally 
 

the
 

practicality
 

and
 

effectiveness
 

of
 

the
 

proposed
 

method
 

are
 

validated
 

through
 

numerical
 

experiments 
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引言
  

复杂机械系统的在线实时仿真是实现主动控

制和实时控制的重要途径 这些机械系统一般属于

闭环多体系统 由切断铰方法派生出的开环多体系

统动力学方程是一组微分代数方程 DAEs  由于

冗余约束和奇异构型的存在 1 2  其计算效率和稳

定性仍有待提高与改进 随着人工智能技术的发

展 数据驱动的动力学模型成为快速预测系统运动

学行为的可行途径 这也对训练样本集的精度提出

了更高的需求 如何快速、准确且程式化地识别模型

中动态变化的独立约束仍然具有切实的研究价值 
目前 Baumgarte约束稳定化方法被广泛应用

于约束多体系统的建模过程中 3-6  该方法将加速

度约束方程改写为位置、速度、加速度约束方程的

线性组合 形式简洁、意义明确且便于编程 若组合

系数选择得当 则在抑制违约方面极为有效 随着

AI技术的发展 由机器学习方法生成的动力学模

型必然包含冗余约束 系统运动到奇异构型附近时

的数值形态也将变得极差 仅依靠约束稳定化方法

往往不能有效地抑制违约问题 与抑制违约的思路

相反 广义坐标分区方法 7 8 事先从广义坐标中识

别出一组独立的坐标进行单独积分 非独立坐标通

过约束方程求得 从而直接消除违约 尽管这类方

法成功地解决了一些问题 但系统中独立坐标的数

目经常在求解过程中变化 从而给数值求解带来一

定的困难 以正交投影修正方法为代表的直接修正

方法在每个积分步结束时利用 Newton-Raphson
方法对违约情况进行修正 使其高精度地满足位置

和速度约束方程 9 10  其中 修正误差的范数可以

在欧式空间中度量 或者其度量张量可在质量矩阵

描述的黎曼空间中度量 11 12  尽管Eich等证明了

这类方法的收敛性 13  但在冗余约束存在的情况

下 即便消除了第一类冗余约束  约束雅可比矩阵

的秩也有可能是亏缺的 通过拉格朗日乘子法获得

的系统动力学方程将难以求解 虽然位置、速度及

加速度约束方程仍然高精度满足 但广义加速度产

生严重失真 如果能有效地识别系统中的独立约

束 可以有效地改善数值形态 例如 通过约束雅可

比矩阵的行约化阶梯形式 RREF 可以识别独立

约束 但极为耗时 一些学者采用质量阵的 Moore-
Penrose广 义 逆 MPI 方 法 来 获 得 广 义 加 速

度 14-16  事实上 LU分解、RREF以及 MPI方法均

可作为约束雅可比矩阵的分解方法 但上述方法均

未获得约束超曲面上的法空间和切空间的基底向

量 从而给后续的违约修正带来了一定的限制 
  

针对上述问题 提出一种基于列置换QR分解

的状态变量空间分解方法 该方法能够在识别系统

独立约束的同时获得约束超曲面法空间和切空间

的正交基底 并通过对广义坐标和广义速度进行预

修正使其高精度地满足约束方程 通过建立切断铰

处的一般化约束方程 验证了所提方法的有效性 

1 约束多体系统动力学方程
  

设闭环多体系统的拓扑结构如图1所示 将回

路在B4、B6号物体间切断铰 将非树系统改造为

派生树系统 其虚功率方程可表示为

δq
·T Mq

··
-F =0  1 

式中 M 为广义质量阵 F 为广义力向量 q 是系统

的n个广义坐标 由切断铰所派生的约束方程应满

足该铰链对原系统的运动学约束 进而可将约束方

程表示为

Φ q t =0  2 
由位置约束方程派生的速度和角速度约束方程为

Φqq
·
+Φt=0  3 

Φqq
··
+Φ

·

qq
·
+Φ

·

t=0  4 
式中 Φq 表示约束雅可比矩阵 

图1 闭环多体系统与切断铰

Fig 1 A
 

closed-loop
 

multibody
 

system
 

with
 

cut
 

joint

速度约束方程的虚变分可表示为

Φqδq
·
=δq

·TΦT
q =0  5 

上式表明 广义速度的虚变分与约束雅可比矩阵转
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置的每一列均正交 结合公式 1  可将约束系统的

动力学方程表示为

Mq
··
-F=ΦT

qλ  6 
式中 λ 是包含有m 个拉氏乘子的向量 用加速度

约束方程 4 代替位置约束方程 2  从而补齐了与

拉氏乘子数目相同的辅助方程 约束多体系统的动

力学方程可表示为

M ΦT
q

Φq 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 q

··

-λ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

F

-Φ
·

qq
·
-Φ

·

t

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  7 

  

上式可解的条件是约束雅可比矩阵满秩 事实

上 如果依靠人工智能方法编制一般多体系统的动

力学方程 上述条件可能无法直接满足 例如 空间

旋转铰有5个约束方程 若物体做平面运动 则独

立的约束方程仅有1个 其他约束方程将自动满

足 然而 为了保证系统组装的完整性 这类约束在

机器建模过程中不可避免 或被故意引入  也被称

为第一类冗余约束 17 18  除此之外 多体系统还有

可能具有奇异构型 独立的约束在求解过程中不断

变化 被称为第二类冗余约束 系统在运动到奇异

构型附近未必违约 但很有可能造成广义加速度失

真 并造成直接修正方法失效 在一些特殊情况下 
系统的质量阵也有可能不满秩 需要进一步判断系

统中不受约束的独立虚速度 

2 基于QR分解的DAEs数值方法

2 1 独立约束的识别
  

在程式化生成的多体系统动力学方程中 两类

冗余约束可能伴随出现 为了判断系统中独立的约

束 确定约束雅可比矩阵中独立的行向量是非常必

要的 该过程可通过对转置矩阵 ΦT
q 做列置换的

QR分解 19 来获得 即

ΦT
q =QRPT  8 

式中 Q 表示n×n维正交矩阵 R 表示n×m 维上

三角矩阵 P 表示m×m 维置换矩阵 该矩阵由单

位矩阵互换行列组成 每一行 列 仅有一个非零元

素1 满足

PTP=PPT=Im×m  9 
式中 I 为m 阶单位矩阵 在矩阵R 中 对角元素

按照绝对值从大到小排列 可写为如下分块形式

R=
Rn Rt

0 n-m~ ×m~ 0 n-m~ × n-m~ 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  10 

式中 m~ 表示独立约束的数目 子矩阵Rn 是一个

可逆的m~ ×m~ 维上三角矩阵 与公式 10 相应 正
交矩阵Q 和置换矩阵P 亦可划分为如下分块形式

Q= Qn Qt   11 

P= Pn Pt   12 
式中 Qn 由Q 的前m~ 个列向量组成 

  

将公式 10 ~ 12 代入到公式 8  可将约束

雅可比矩阵的转置矩阵改写为

ΦT
q =Qn RnPT

n +RtPT
t  13 

根据约束的几何意义 满足约束方程的广义坐

标在n维位形空间内组成一张超曲面 在该超曲面

的每一个点处 超曲面将位形空间分成两部分 即
由约束雅可比矩阵的行向量作为基底的法空间 以
及与法空间正交的切空间 而公式 13 表明 约束

法空间内任意向量都可视为子矩阵Qn 的线性组

合 这意味着Qn 可作为约束法空间的基底 而Qt
可作为约束切空间的基底 这两个子矩阵具有如下

性质

QnQT
n +QtQT

t =In×n

QT
nQt=0m~× n-m~ 

QT
nQn=Im~×m~

QT
tQt=I n-m~ × n-m~ 

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 14 
  

公式 13 可进一步改写为

Φqn

Φqt

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

PT
nΦq

PT
tΦq

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

RT
nQT

n

RT
tQT

n

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  15 

  

上式通过行置换手段 将约束雅可比矩阵变换

为前m~ 行线性无关的子矩阵Φqn 和后m-m~ 行子

矩阵Φqt  进而可将速度、加速度约束方程改写为

RT
nQT

nq
·
=-PT

nΦt=Φ􀮨vn

RT
nQT

nq
··
=-PT

n Φ
·

qq
·
+Φ

·

t =Φ􀮨an  16 

以及

Φ
-
 q t =PT

nΦ q t =0

QT
nq
·
= RT

n -1Φ􀮨vn=Φ
^
v

QT
nq
··
= RT

n -1Φ􀮨an=Φ
^
a

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁  17 

式中 Φ
^
v、Φ

^
a 分别是广义速度和广义加速度在法

空间中的分量 

2 2 状态变量分解
  

结合公式 14 和公式 17  可将广义速度和广

义加速度在切空间和法空间分解为
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q
·
=QtQT

tq
·
+QnQT

nq
·
=Qtvt+QnΦ

^
v

q
··
=QtQT

tq
··
+QnQT

nq
··
=Qtat+QnΦ

^
a  18 

式中 vt=QT
tq
· at=QT

tq
·· 

  

广义速度的虚变分将由切空间分量表示为

δq
·
=Qtδvt  19 

从而可将虚功率方程 1 改写为

δvT
t M

-
at-F

-
 =0  20 

式中

M
-
=QT

tMQt

F
-
=QT

t F-MQnΦ
^
a   21 

  

由于切空间分量δvt 是独立的虚变分 因此有

M
-
at=F

-
 22 

进而可将广义加速度表示为

q
··
=QtM

- -1F
-
+QnΦ

^
a  23 

由上述过程可见 列置换QR分解方法给出了

独立约束的识别方法 且能够同时获取约束法空间

和切空间的基底 图2给出了不同分解方法的耗时

情况 横坐标表示方阵的维度 从中可见 LU分解

与QR分解在相同规模下的耗时相当 MPI方法略

高 RREF方法的耗时相比最大 

图2 不同分解方法耗时

Fig 2 Time-consuming
 

of
 

different
 

decomposition
 

method

2 3 违约修正
  

2 2小节所述的 QR分解方法识别了系统中

独立的约束 这种方法可以有效地抑制速度违约 
但不能保证位置约束方程也能高精度的满足 为抑

制误差的积累 假设广义坐标和广义速度不能精确

满足约束方程 17 

Φ
-
 q t ≠0

QT
nq
·
-Φ

^
v ≠0  24 

可以通过修正相应的法空间分量qnew=q+Δq 使

修正后的广义坐标满足约束方程 首先 将修正量

用法空间基底线性表示

Δq=Qnξ  25 
  

将其代入线性化约束方程

Φ
-
+RT

nQT
nΔq=0  26 

从而可将广义坐标修正为

qnew=q-Qn RT
n -1Φ

-
 27 

  

如果广义坐标修正量较大 广义速度可能随之

发生变化 可将广义速度替换为如下格式

q
·
new=QtQT

tq+QnΦ
^
v  28 

结合公式 14  使其满足

QT
nq
·
new= QT

nQt QT
tq+QT

nQnΦ
^
v=Φ

^
v  29 

  

在奇异构型处消除第二类冗余约束后 公式

 16 中的加速度约束方程仍被高精度满足 但原始

加速度约束方程 4 可能违约 进而造成广义加速

度失真 一种直接的方法是令

q
··
new=q

··
-ΦT

q ΦqΦT
q -1ΔΦ

··
 30 

  

但利用公式 30 进行加速度违约修正时 经常

遇到修正后的加速度约束方程高精度的满足 但仍

然失真的情况 任辉等 20 研究发现 速度变量误差

并非沿所有方向都会被放大 误差真正被放大的方

向与约束流形的切空间正交 此时 可以依据公式

 18  将广义加速度用其切空间的分量修正为

q
··
new=QtQT

tq
··

 31 
  

上述违约修正方法的流程如图3所示 

3 数值算例

3 1 平面四连杆机构
  

如图4所示 平面四连杆机构由三根等长度杆

件通过旋转铰相连 各杆长度均为L=1
 

m 质量均

为1
 

kg 在杆2和杆3的连接处切断铰 选取3根

杆件轴线与水平方向的夹角为广义坐标 从而将其

从闭环多体系统变为派生树系统 初始时刻 系统

的广义坐标取θ1=θ3=π 4
 

rad θ1=0
 

rad 系统在

重力的作用下做往复运动 其约束雅可比矩阵为

Φq=
-Lsinθ1 -Lsinθ2 Lsinθ3
Lcosθ1 Lcosθ2 -Lcosθ3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

 32 

  

系统运动到θ1=θ2=θ3=0
 

rad或θ1=θ3=
-π

 

rad、θ2=0
 

rad时为奇异构型 约束雅可比矩阵
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图3 违约修正流程图

Fig 3 Flowchart
 

for
 

elimination
 

of
 

constraint
 

violations

图4 平面四连杆机构

Fig 4 Planar
 

four-bar
 

linkage

的第一行趋近零向量 利用 MATLAB
 

ode45进行

仿真 误差控制取􀆵Abstol=Reltol=1e-6  违约

控制的精度取ε=1e-8 广义坐标修正迭代次数

N0=3 QR分解的精度控制对求解过程具有直接

影响 若阈值取值较大 如10-4 数量级  则约束雅

可比矩阵在远离奇异构型时就被识别出奇异 导致

修正量较大 必须终止积分器进行重新求解 否则

将导致求解失败 将阈值进一步降低到10-5 数量

级后 上述现象得到缓解 故后续算例 QR分解的

阈值均取5×10-5 

依据虚功率等效原则 切断铰处的拉氏乘子为

外接铰作用在内接铰上的约束力 由于杆2质心做

圆周运动 因此在奇异构型处仍然受到向心力的作

用 该向心力由杆1和杆2的铰约束力提供 在图5
 a 中 奇异构型附近的水平约束力非零 但此时约

束雅可比矩阵的第一行已经趋于零 在利用QR分

解方法识别出独立的约束后 水平约束力的贡献仍

在 此时 约束方程 16 仍然满足 但广义加速度已

经失真 例如θ
··

2=Δθ
··
 θ
··

1-θ
··

3=Δθ
··

仍然是高精度

满足加速度约束方程的一组解 显然 这组解在奇

异构型处高精度的满足加速度约束方程 无法通过

违约修正来抑制 进而使广义速度产生失真 使

θ
·

2=Δθ
·
 θ
·

1-θ
·

3=Δθ
·
 按照公式 31 进行修正后 

切断铰的拉氏乘子与参考解的误差如图6所示 均
保持在10-10 数量级 

图5 切断铰处的拉氏乘子

Fig 5 Lagrange
 

multiplier
 

at
 

cut
 

joint
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图6 切断铰拉氏乘子误差分析

Fig 6 Error
 

analysis
 

for
 

Lagrange
 

multiplier
 

of
 

cut
 

joint

3 2 空间四连杆机构
  

空间四连杆机构如图7 a 所示 其2、3号铰

为万向节 由于其铰坐标在空间中定义 在切断4
号铰之后 铰点在平面内运动的约束方程并非自然

满足 因此需要给4号铰提供5组完整的位置和姿

态约束方程 因此引入了3组冗余约束 系统运行

到水平附近 独立的约束方程瞬时变化 也存在奇

异构型问题 
按照图7 b 的方式程式化定义铰坐标系 在

万向节处 内接铰坐标系的第一根轴与十字节的第

一根轴重合 外接铰坐标系的第二根轴与十字节的

第二根轴重合 各杆的长度为L=0 5
 

m 质量为

1
 

kg 杆1以恒角速度124 8
 

rad s运动 15  按照上

图7 空间四连杆机构及坐标系

Fig 7 Spatial
 

four-bar
 

linkage
 

and
 

the
 

coordinate
 

system

述方式定义的铰坐标为αi i=1 2 3 4 5  其中 
α1 是1号旋转铰的铰坐标  α2 α3 和 α4 α5 分别

是2号万向节和3号万向节的铰坐标 
  

由于杆1绕转轴做匀速运动 因此各铰坐标的

解析解可表示为

α1=
1
2π-124 8t 

 

α2= -
1
2π+124 8t

α3=α5=0 
 

α4=-
3
2π-124 8t

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
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对上式求导 并代入到杆的动力学方程中 可
得到切断铰的约束力随时间的变化情况 解析解和

数值解的对比如图8所示 NR迭代的收敛容差取

1×10-8 冗余约束的判别容差为5×10-4 

图8 切断铰处的拉氏乘子

Fig 8 Lagrange
 

multiplier
 

at
 

cut
 

joint

3 3 七刚体机构
  

七刚体模型是多刚体系统动力学的标准测试

程序 结构参数见文献 20  结构简图如图9 定常

驱动力矩作用在杆1 C点连接有弹簧 

图9 七刚体机构系统
Fig 9 Schematic

 

of
 

the
 

seven
 

body
 

mechanism
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采用 MATLAB
 

ode15s积分器并打开BDF-3
开关进行求解 相对误差取10-4 图10给出了杆1
在运动过程中的角速度和角加速度时间历程 并与

ADAMS仿真结果进行了对比 验证其准确性 

图10 七刚体机构仿真时程曲线

Fig 10 Time
 

history
 

for
 

the
 

simulation
 

results
 

of
 

the
 

seven
 

body
 

mechanism

综合上述算例 在算例1中 冗余约束完全来

自奇异构型 在算例2中 尽管系统实际上做平面

运动 但由于系统中包含有万向节 因此在程式化

建模过程中故意引入冗余约束来保证系统方程组

装的完整性 使其同时存在有第一类和第二类冗余

约束 目前 商业软件分析冗余约束的主要方法是

对约束雅可比矩阵进行全选主元的LU分解 并挑

选出独立的约束方程组 舍弃冗余约束 20  实际仿

真发现 由于舍入误差的存在 多体系统滑入奇异

位形的可能性较小 一般不需专门处理 仅需要对

违约进行修正即可 但通过算例1和2分析可见 
满足约束方程的广义加速度在奇异构型处具有多

解性 在消除冗余约束后 广义加速度容易漂移到

另一组解 但仍然高精度地满足约束方程 从而使

基于约束流形投影修正 包括位置修正和速度修

正 的方法失效 广义速度的失真不断增长 但并不

违背约束 本文基于投影滤波法 20 
 

21 的思想 发现

数值解的失真被放大的方向与约束流形的切空间

正交 从而将广义加速度投影到约束流形的切空间

进行修正 收到了较好的效果 

4 结论
  

多体系统程式化建模需自动引入冗余约束来

保证系统组装的完整性 若系统包含奇异构型 还
将使系统同时包含第一类和第二类冗余约束 为克

服上述问题 本文采用带列置换的QR分解方法识

别出独立的约束方程 并获得了约束流形的法空间

基底和切空间基底 进而在组装运动学方程之前就

对广义坐标和广义速度进行修正 使其高精度满足

约束方程 不必在检测到违约之后再中断积分器进

行修正 系统在奇异构型附近产生的数值病态将造

成广义加速度失真 但约束方程被高精度满足 由
于广义加速度的偏差放大方向与约束流形的切空

间正交 因此采用广义加速度在约束流形的切空间

投影进行校正 使数值解得到了大幅改善 
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