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摘要 多体系统与颗粒介质的摩擦碰撞问题是未来星表探测面临的难点问题,研究非球形颗粒的碰撞行为

及状态演化规律具有切实的应用前景,选取合理的接触力模型是提高预测结果准确性的关键.为此,以椭圆

形非球形颗粒为研究对象,分别采用迟滞阻尼模型和黏性阻尼模型建立椭圆颗粒与斜面碰撞的动力学模

型,通过数值仿真研究了椭圆颗粒在不同接触力模型下的动力学行为.随后,采用亚克力板制备实验样机,

对比了不同接触力模型计算结果与实验结果的差异.研究结果表明:不同的接触力模型与实验结果呈现较

大差异.由于亚克力板碰撞恢复系数较低,采用Lankarani-Nikravesh模型等高恢复系数模型时,阻尼效应

弱、能量耗散少,导致实际恢复系数与预设恢复系数差异明显.如果阻尼项分母中包含恢复系数,则在较宽

范围内取值时都能与预设恢复系数相吻合.采用黏性阻尼模型所得结果均与实验结果较为吻合,但容易计

算出负接触力.
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Abstract Friction
 

and
 

collision
 

problems
 

in
 

multibody
 

systems
 

and
 

granular
 

media
 

pose
 

significant
 

chal-
lenges

 

in
 

future
 

planetary
 

surface
 

exploration.
 

Investigating
 

the
 

collision
 

behavior
 

and
 

state
 

evolution
 

of
 

non-spherical
 

particles
 

holds
 

promising
 

practical
 

applications.
 

Selecting
 

an
 

appropriate
 

contact
 

force
 

model
 

is
 

crucial
 

for
 

improving
 

the
 

accuracy
 

of
 

predictive
 

outcomes.
 

To
 

this
 

end,
 

elliptical
 

non-spherical
 

particles
 

were
 

chosen
 

as
 

the
 

research
 

object.
 

The
 

hysteretic
 

damping
 

model
 

and
 

the
 

viscous
 

damping
 

model
 

were
 

respectively
 

employed
 

to
 

establish
 

dynamic
 

models
 

for
 

the
 

collision
 

of
 

elliptical
 

particles
 

with
 

an
 

inclined
 

plane.
  

Numerical
 

simulations
 

were
 

conducted
 

to
 

investigate
 

the
 

dynamic
 

behavior
 

of
 

elliptical
 

particles
 

under
 

different
 

contact
 

force
 

models.
 

Subsequently,
 

an
 

experimental
 

prototype
 

was
 

fabricated
 

using
 

acrylic
 

sheets
 

to
 

compare
 

the
 

differences
 

between
 

the
 

simulation
 

results
 

of
 

various
 

contact
 

force
 

models
 

and
 

the
 

experimental
 

findings.
 

The
 

results
 

reveal
 

significant
 

discrepancies
 

between
 

the
 

different
 

contact
 

force
 

models
 

and
 

the
 

experimental
 

outcomes.
 

Due
 

to
 

the
 

relatively
 

low
 

coefficient
 

of
 

restitution
 

of
 

the
 

acrylic
 

sheets,
 

the
 

use
 

of
 

high
 

coefficient
 

of
 

restitution
 

models,
 

such
 

as
 

the
 

Lankarani-Nikravesh
 

model,
 

leads
 

to
 

weak
 

damping
 

effects
 

and
 

minimal
 

energy
 

dissipation,
 

resulting
 

in
 

a
 

significant
 

discrepancy
 

between
 

the
 

actual
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coefficient
 

of
 

restitution
 

and
 

the
 

preset
 

coefficient
 

of
 

restitution.
 

If
 

the
 

denominator
 

of
 

the
 

damping
 

term
 

includes
 

the
 

coefficient
 

of
 

restitution,
 

the
 

calculated
 

values
 

can
 

match
 

the
 

preset
 

coefficient
 

of
 

restitution
 

over
 

a
 

wider
 

range.
 

The
 

results
 

obtained
 

using
 

the
 

viscous
 

damping
 

model
 

are
 

generally
 

consistent
 

with
 

the
 

experimental
 

re-
sults

 

but
 

are
 

prone
 

to
 

producing
 

negative
 

contact
 

forces.

Key
 

words non-spherical
 

particles, frictional
 

collision, contact
 

force
 

model, coefficient
 

of
 

restitu-
tion

引言
  

非球形颗粒介质广泛存在于深空、深地、深海

环境中,颗粒之间以及颗粒与环境的相互作用往往

呈现出复杂的动力学特征[1,2].例如,在星表机器人

着陆过程中,颗粒介质之间的强/弱力链分布规律

及其耗能机制对着陆安全性具有重要影响.胶囊机

器人在人体腔道中自驱运动时,与狭促环境的碰撞

是影响其准确到达病灶的重要因素.因此,研究非

球形颗粒个体的接触碰撞动力学行为既是研究大

规模颗粒介质宏观力学行为的基础,同时也在微型

机器人辅助医疗等领域具有切实的科学价值.
椭球形颗粒介质具有描述参数少且无几何奇

点的特点,被广泛应用在非球形颗粒介质的数值模

拟中.在某些条件下,这类椭球形颗粒还可被简化

为椭圆颗粒进行研究.国内外不少学者都对椭圆形

颗粒系统的建模方式、接触检测算法和接触力模型

进行过研究[3-9].此外,孙浩[10]对颗粒碰撞的刚—

散耦合系统进行动力学分析,拓展了其动力学问题

的理论认识,杨校宇[11]利用符号距离场对非规则

颗粒的接触检测进行研究,并通过对比分析验证其

有效性.
  

上述文献均以天然颗粒介质为研究对象,故可

假设其为均质物体,重点研究空管颗粒介质之间的

力学行为.对于胶囊机器人这类以个体运动为主的

类颗粒介质,在人体非结构环境中同样面临复杂的

摩擦接触问题,为了对其惯性参数进行评估,也需

要定性地研究这类椭圆颗粒的摩擦接触动力学行

为.目前研究椭圆颗粒接触碰撞问题的方法主要分

为两类:一是忽略碰撞过程中的细节,假定刚体不

可穿透,碰撞过程视为瞬间完成,这类方法被称为

离散 方 法[12-17],具 有 计 算 效 率 高、速 度 快 等 特

点[18].但是采用离散方法处理某些摩擦碰撞问题

时也会面临收敛性的问题[19].另一类方法将接触

碰撞行为视为连续作用过程,允许接触边界相互侵

入,这类方法通常被称为罚函数法[20].此类方法在

处理接触碰撞问题时将接触力表示为数值侵入量

的函数,能够反映接触界面的相互侵入、局部微变

形以及能量耗散问题.因其具有形式简洁、意义明

确的特点,在多体动力学以及离散元建模方面得到

了广泛的应用[21].
  

为了掌握椭球形颗粒介质摩擦接触动力学行

为与规律,本文构建了平面椭圆形颗粒与斜面碰撞

的动力学模型,联合球形包围盒方法和最短距离接

触检测算法快速搜寻潜在接触点,基于几何理论,

得到椭圆接触点的曲率半径,并得到其接触刚度的

表达式.对比了几类连续接触力模型在模拟椭圆与

斜平面接触碰撞时的仿真结果,讨论了各类模型在

求解非球形颗粒碰撞问题的差异性.最后,设计了

平面椭圆颗粒与斜面的碰撞实验,进一步讨论了各

类模型的适用性.

1 椭圆形颗粒接触动力学模型

1.1 椭圆形颗粒动力学模型
  

椭圆颗粒在2D环境下运动时,不妨将其作用

力划分为保守力、接触力以及其他外力,则该椭圆

颗粒的Newton-Euler方程可表示为

Mq
··
+K(q,q

·)=-�V+GFc+fext (1)

式中,q=(x,y,θ)T∈R3 是椭圆的构型向量,x 和

y 是其质心坐标,θ是固连在椭圆上的随动坐标系

相对总体坐标系的转角.M =diag(m,m,J)∈
R3×3 是椭圆的广义质量阵,m 是椭圆颗粒质量,J
是其转动惯量.向量K 赋存椭圆颗粒的陀螺力,

▽V=▽V(q)∈R3 是势能的梯度向量,其给出了

保守力的合力.G=G(q)∈R3 是接触力的广义力

变换阵,其将接触点的接触力和摩擦力映射为广义

力.Fc 是接触力向量,其赋存了接触点的法向接触
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力和切向摩擦力.fext∈R3 是与所有非保守力的合

力相对应的广义力.

1.2 椭圆形状函数与接触检测方法
  

椭圆颗粒在其随动坐标系下的方程为

x2

a2 +y2

b2
=1 (2)

式中,a 和b 分别表示椭圆颗粒的长轴和短轴.在
极坐标系下,椭圆上的任意点与质心的连线与长轴

的夹角可用来表示其方位.此时,任意点的局部坐

标和其方位角β的关系可表示为

x=L(β)cosβ,
  

y=L(β)sinβ (3)

L(β)=
ab

b2cos2β+a2sin2β
(4)

式中,L(β)是该点到椭圆质心的长度.通过椭圆上

一点的表示方法,就可利用局部坐标系和全局坐标

系的变换关系得到椭圆上任一点在空间中的位置

向量,如图1所示.

图1 椭圆刚体颗粒与斜面碰撞

Fig.1 Collision
 

between
 

elliptical
 

particles
 

and
 

slopes
  

为表示椭圆上任意点到斜面的距离,建立如图

1所示的三个参照系.其中,{g1-O-g2}为总体参照

系,参照系{b1-O1-b2}固定在斜面上,{e1-O2-e2}
为固连在椭圆上的随动参照系.斜面的仰角用α 表

示,随动参照系与水平轴的夹角用θ表示.
  

利用参照系 {e1-O2-e2}和{g1-O-g2}之间的

变换矩阵,潜在接触点A1 的矢径可表示为

xA1 =x+L(β)cos(θ+β)

yA1 =y+L(β)sin(θ+β) (5)

式中,x 和y 是椭圆质心O2 相对于O 的坐标.为
了得到A1 点到其最近点A2 的距离,需将公式(5)
中的坐标变换到斜面参照系{b1-O1-b2}中,得到

d(β)=ycosα-xsinα+L(β)sin(θ+β-α)
(6)

  

利用包围盒方法预估接触状态,一旦检测到可

能发生碰撞,就利用公式(6)求解d(β)的最小值.
若d(β)大于0,表示椭圆尚未与斜面发生碰撞,若

d(β)小于0,其绝对值就是嵌入量的最大值.

1.3 连续接触力模型
  

采用连续接触力模型时,需要确定材料的接触

刚度和恢复系数等参数.完全弹性 Hertz接触力模

型由Hertz于1881年提出[22],可表示为接触刚度

和嵌入深度的非线性函数

F=Kδn (7)
  

其中,δ为接触变形量,n 为能量指数,K 为赫兹接

触刚度.对于两个球形接触面,其形式为

K =
4
3e

* R,R=
RiRj

Ri±Rj

,

1
e* =

1-ν2i
Ei

+
1-ν2j
Ej

(8)

式中,Ei和Ej 分别两个为接触物体的弹性模量,Ri
和Rj分别为两个球面的曲率半径,vi和vj是泊松比.

当椭圆上的潜在接触点沿边界变化时,其接触

点的曲率亦随之变化.因此,为了准确求解接触点

的法向碰撞力,需要确定其曲率半径.由于斜面的

曲率半径无穷大,故取Rj=∞.为求解椭圆边界上

一点的曲率半径,可先对椭圆方程求如下微分

2xdx
a2 +

2ydy
b2

=0⇒y'=-
b2

a2·
x
y

(9)

y″=-
b2

a2·
1
y3·(y

2+
b2

a2x
2) (10)

式中的x 和y 表示接触点在随动坐标系{e1-O2-

e2}中的坐标值.则椭圆边界上任一点的曲率可写

为

1
Ri

= |y″|

(1+y'2)
3
2
=
a2b4x2+a4b2y2

(b4x2+a4y2)
3
2

(11)
  

椭圆接触点的接触半径随之确定

Ri=
(b4x2+a4y2)

3
2

a2b4x2+a4b2y2
(12)

  

Hertz接触模型描述了无能量耗散的完全弹

性碰撞,这与本文实验使用的亚克力材料有着较大

的差异.为此,我们引入含耗散项的接触力模型

F=Kδn +Dδ
· (13)
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式中,D=χδm 为阻尼系数,χ 为迟滞阻尼因子.
  

这类模型又可以分为两类:一类是迟滞阻尼接

触 力 模 型[23-29],另 一 类 是 黏 性 阻 尼 接 触 力 模

型[30,31].本文取用其中若干典型的接触力模型来

开展椭圆颗粒与斜面之间的碰撞行为,并比较这些

模型与实验结果的差异性.作为补充,本文还采用

了多体系统动力学软件中常用的迟滞阻尼接触力

模型和离散元软件中常用的黏性阻尼接触力模型

来对椭圆碰撞过程进行补充验证,其中多体系统动

力学软件中常用的迟滞阻尼接触力模型可表示为

Fn=K·δn +step(δ,0,0,dm,cm)·δ
· (14)

其中,step(δ,0,0,dm,cm)·δ
·

为阻尼耗散项.δ
·

为相

对碰撞速度,step(δ,0,0,dm,cm)为矩形阶梯函数

step(δ,0,0,dm,cm)

 =

0, δ≤0

δ2

d2
m
cm 3-

2δ
dm  , 0<δ<dm

cm, δ≥dm

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(15)

式中,最大阻尼系数cm 根据不同的情况取值,一般

情况为刚度系数K 的1%.
  

离散元软件中常用的黏性阻尼接触力模型可

表示为

Fn=K·δn +α MKδ0.25·δ
· (16)

其中,α=
5ln2cr
π+ln2cr

是恢复系数的函数.质量比

M =
m1m2

m1+m2
,m1 和m2 分别为碰撞物体的质量.

  

采用修正的库仑摩擦模型来反映椭圆颗粒与

斜面碰撞时的摩擦,该模型可表示为

Ff=-μFN(1-e
-

α
vr1

vr )sgnvr (17)

其中,Ff表示摩擦力,μ 是摩擦系数,FN 为法向接

触力,vr1,α 为大于0的一个常值,vr 为相对碰撞

速度.sgn()为多值函数,可以写为

sgn(x)=
+1,

0,

-1,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

   

x >0
x=0
x <0

(18)
  

修正的库仑模型实际上将速度零点处的集值

函数进行了光滑化,只要相对速度为0,则摩擦力

为0,显然会在速度零点处诱导摩擦状态的蠕动,

因此不能准确反映黏滑状态的切换,但对于本文所

述的斜碰撞而言,可以证明这种处理仍然具有可信

的精度.

2 实验验证
  

为获得椭圆颗粒与斜面碰撞的真实轨迹,设计

了图2所示的实验装置.各组件均为亚克力板材,

通过激光切割机制备,包括两个透明长方形板、一
个斜面和一个由亚克力板切成的椭圆片,其长、短
轴规格为20

 

mm×10
 

mm.透明亚克力板平行放

置,中间夹持亚克力板斜面,并通过底部的磁吸装

置固定.斜面的一端固定,另一端放置在实验升降

台上,通过试验台的升降用于调整其倾斜角度.椭
圆片从上部释放后,两端亚克力板留出的空间使其

做平面运动,并与斜面发生碰撞.

图2 椭圆刚体颗粒碰撞实验示意图

Fig.2 Schematic
 

diagram
 

of
 

elliptical
 

rigid
 

body
 

particle
 

collision
 

experiment

通过高速相机拍摄椭圆片下落轨迹,在Tracker
软件中对标记点进行跟踪来获得实验数据.在实验

环境 下,椭 圆 片 初 始 坐 标 为q=[0.215,0.19,

π/1.94]T.椭圆颗粒质量为0.0025
 

kg,亚克力斜面

切割宽度大,故其截面惯性矩较大,可忽略碰撞过程

的弹性变形而假定其为刚体.亚克力斜面与地面的

夹角通过实验仪器测量值为14°,亚克力板材的弹性

模量取为1.7×108
 

Pa,泊松比为0.35.椭圆自由下

落以及碰撞弹跳过程的轮廓及其轨迹如图3所示.

图3 椭圆与斜面碰撞实验:(a)实验轨迹;(b)仿真轨迹

Fig.3 Ellipse
 

and
 

slope
 

impact
 

experiment:
 

(a)
 

Experimental
 

trajectory;
 

(b)
 

Simulation
 

trajectory
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其中,仿真模型所采用的恢复系数由实验获得.通
过多次实验测量亚克力材料之间的摩擦系数在

0.3~0.4之间,取μ=0.3.

3 结果分析

3.1 迟滞阻尼接触力模型
  

首先采用多组迟滞阻尼接触力模型进行仿真,

恢复系数取cr=0.35.采用 Hunt-Crossley模型、

Herbert-Mc
 

Whannel模型、Lee-Wang模型以及

Lankarani-Nikravesh模型[19]分别进行仿真,所得

轨迹与实验轨迹的对比如图4所示.由图中结果可

见,在相同的仿真模拟条件下这几种接触力模型与

椭圆形颗粒的初次碰撞实验轨迹存在显著差异.尤
其是Lankarani-Nikravesh模型、Hunt-Crossley模

型、Herbert-Mc
 

Whannel模型,三者呈现出“虚假

弹跳”的特点,说明这几种接触力模型在单次碰撞

过程中的能量耗散不足以使实际恢复系数达到预

设恢复系数,这种行为在图5中展示的更加鲜明.

图4 迟滞阻尼接触力模型仿真与实验轨迹对比图

Fig.4 Comparison
 

between
 

simulation
 

and
 

experimental
 

trajectory
 

of
 

hysteresis
 

damping
 

contact
 

force
 

model
  

图5中给出了单次碰撞过程中侵入深度和法向

碰撞力之间的关系.可见,由于阻尼机制的存在,各
类模型都形成了迟滞环,但适用于高恢复系数的模

型所产生的迟滞环所包络的区域较小,故而耗散的

碰撞能量较少,从而造成了颗粒的虚假弹跳.例如,

Lee-Wang模型的迟滞阻尼因子为3(1-cr)/4,而

LN模型的迟滞阻尼因子为3(1-c2r)/4.显见,两

种模型的系数相同,差异仅在于LN模型中的恢复

系数含平方项,若采用低恢复系数,则其阻尼因子

相比较小,无法将碰撞能量有效地耗散,实际仿真

时发现,预设恢复系数和实际得到的恢复系数差异

较大.而采用高恢复系数时,平方项的放缩效应被

弱化了,因此,这类模型更适合求解高恢复系数的

碰撞问题.如果采用那些适用于低恢复系数的接触

力模型,上述情况就得到了很大改善,如图6所示.
与之相应的迟滞环曲线如图7所示.

图5 迟滞阻尼接触力模型侵入量与接触力的关系图

Fig.5 Relationship
 

between
 

intrusion
 

and
 

contact
 

force
 

of
 

hysteresis
 

damping
 

contact
 

force
 

model

图6 迟滞阻尼接触力模型仿真与实验轨迹对比图

Fig.6 Comparison
 

between
 

simulation
 

and
 

experimental
 

trajectory
 

of
 

hysteresis
 

damping
 

contact
 

force
 

model

图7 迟滞阻尼接触力模型侵入量与接触力的关系图

Fig.7 Relationship
 

between
 

intrusion
 

and
 

contact
 

force
 

of
 

hysteresis
 

damping
 

contact
 

force
 

model
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以图6采用的Flores模型为例,这类模型认为

在碰撞的压缩结束阶段,系统的初始动能分为碰撞

后的系统动能、损耗的能量以及被转化的势能,从
而得到新的迟滞阻尼因子,其特点是迟滞阻尼因子

的分母中含有恢复系数cr,这使其在较宽的范围内

取值时,预设恢复系数和实际恢复系数都能吻合.

3.2 黏性阻尼接触力模型
  

上述仿真所采用的连续接触力模型都包含初

始碰撞速度.在判断碰撞发生后并不需要区分碰撞

的压缩阶段和恢复阶段,计算流程简洁.如果碰撞

系统包含大规模初始接触的非球形颗粒,这类模型

反而限制了对颗粒介质中孤立波传播特性的刻画.
因此,进一步采用Tsuji、Jankowski等黏性接触力

模型进行仿真,所得结果如图8所示,阈值对应的

迟滞环曲线如图9所示.
对比图6和图8可见,黏性接触力模型在描述

图8 黏性阻尼接触力模型仿真与实验轨迹对比图

Fig.8 Comparison
 

between
 

simulation
 

and
 

experimental
 

trajectory
 

of
 

viscous
 

damping
 

contact
 

force
 

model

图9 不同黏性阻尼接触力模型侵入量与接触力对比图
Fig.9 Comparison

 

of
 

intrusion
 

amount
 

and
 

contact
 

force
 

under
 

different
 

viscous
 

damping
 

contact
 

forces
 

model

低恢复系数碰撞时和实验结果也有很高的吻合度,

但图7和图8的对比就呈现出明显的不同:黏性接

触力模型的迟滞环包含有受拉区域,表示接触物体

在相互脱离之前计算出了负接触力,这显然与接触

力的物理意义相违背.图10给出了两类模型迟滞环

之间的对比,图11给出了接触力的时间历程曲线.

图10 迟滞阻尼接触力模型与黏性阻尼接触力模型对比图

Fig.10 Comparison
 

between
 

hysteretic
 

damping
 

contact
 

force
 

model
 

and
 

viscous
 

damping
 

contact
 

force
 

model

图11 迟滞阻尼接触力模型与黏性阻尼接触力模型对比图

Fig.11 Comparison
 

between
 

hysteretic
 

damping
 

contact
 

force
 

model
 

and
 

viscous
 

damping
 

contact
 

force
 

model
  

依据图10的结果不难发现,利用接触力模型

求解碰撞问题时,在某些情况下会得到“负”接触

力.人们往往形成一个武断的认识,即包含迟滞阻

尼的接触力模型不会出现“拉力”区域,而黏性阻尼

模型则会计算出负接触力.需要指明的是,上述结

论仅限于刚体之间的碰撞.从图10中还可以发现,

在迟滞阻尼模型中,碰撞的恢复阶段,阻尼力会使

接触力快速衰减,其自身也迅速衰减到0.而在黏

性阻尼模型中,黏性阻尼力反而在碰撞的压缩起始

阶段和恢复结束阶段明显大于迟滞阻尼.实际上,
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尽管负接触力的计算结果违背了接触力必须非负

的物理性质,但其形成区域较小,且仅存在于碰撞

的恢复阶段,对颗粒介质孤立波的传播影响较小,
因此这类模型仍然在EDEM 软件中被广泛使用.
如果碰撞系统中包含弹簧力元,则迟滞阻尼模型亦

有可能计算出负接触力[12].这是由于碰撞激发了

弹簧系统的高频振荡,即便在单次碰撞的压缩和恢

复过程中,碰撞点的加速度也经历了极为复杂的振

荡,力元的本构关系和接触力模型的本构关系相互

演绎,互相干扰,可能求出负的接触力.

4 结论
  

以椭圆颗粒为对象建立动力学方程,通过求解

潜在接触点的曲率半径得到碰撞模型关键参数,进
而研究了这类非球形颗粒的摩擦碰撞问题,并通过

实验验证了所提模型的准确性.主要结论如下:
  

(1)有别于球形颗粒,非球形颗粒在摩擦碰撞

过程中呈现的动力学行为与其几何形貌相关,既需

要高效的碰撞检测算法,还需要依据接触点的几何

特征获得准确的碰撞参数.
  

(2)黏性阻尼模型仿真结果与实验结果较为吻

合,但易算出负接触力.不同的迟滞阻尼模型则呈

现出显著的差异.具体而言,在以 Lankarani-Ni-
kravesh模型为代表的接触力模型中,阻尼项分母

中通常不含有恢复系数,因而对碰撞能量的耗散较

少,适用于高恢复系数仿真,在低恢复系数下易出

现虚假“弹跳”.以Flores模型为代表的一类模型

中,阻尼项分母中包含恢复系数,使阻尼项呈现双

曲函数的特点:在低恢复系数下取值高,高恢复系

数下取值低,从而使预设恢复系数在较宽范围内取

值时,都能与实际恢复系数相吻合.
  

(3)采用黏性接触力模型所得迟滞环存在受拉

区域,使接触物体在分离阶段产生负接触力.尽管

与接触力的物理意义相违背,但与实验结果仍然较

为吻合,并不会对颗粒介质中的孤立波传播造成明

显的影响.由于该模型不含初始碰撞速度,更适合

大规模非球形颗粒的动力学仿真.
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