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摘要 本文推导了鸭式布局自旋尾翼弹箭的非线性角运动方程组,并通过 Hopf分岔特性分析来研究系统

的角运动稳定性.以某型鸭式布局自旋尾翼弹为例,根据计算所得系统特征值的变化及所得 Hopf分岔曲

线,将角运动稳定性区间划分为稳定收敛域、稳定锥动域和不稳定域,并通过仿真计算加以验证.通过计算

Hopf分岔点、极限环分岔点位置随参数的改变,定性研究参数对系统稳定性边界的影响.采用Hurwitz稳定

性判据获取不稳定极限环半径,定量研究参数对系统稳定性边界的影响.结果表明:非线性气动力矩系数和

控制舵偏角的变化均会对系统的分岔特性有较大影响,设计者应合理选取这些参数从而使其具有良好的气

动特性与稳定性.
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Abstract This
 

paper
 

derives
 

the
 

nonlinear
 

angular
 

motion
 

equations
 

of
 

canard
 

self-rotating
 

projectile
 

and
 

investigates
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

system􀆶s
 

angular
 

motion
 

through
 

Hopf
 

bifurcation
 

analysis.
 

Taking
 

a
 

specific
 

model
 

of
 

a
 

canard
 

self-rotating
 

projectile
 

as
 

an
 

example,
 

based
 

on
 

the
 

variation
 

of
 

the
 

system􀆶s
 

eigenvalues
 

and
 

the
 

calculated
 

Hopf
 

bifurcation
 

curve,
 

the
 

angular
 

motion
 

stability
 

region
 

is
 

divided
 

into
 

the
 

stable
 

convergence
 

region,
 

stable
 

coning
 

region,
 

and
 

unstable
 

region,
 

which
 

is
 

further
 

validated
 

through
 

simulation
 

calculations.
 

By
 

calculating
 

the
 

changes
 

in
 

the
 

positions
 

of
 

the
 

Hopf
 

bifurcation
 

point
 

and
 

limit
 

cycle
 

bifurcation
 

point
 

with
 

respect
 

to
 

parameter
 

variations,
 

the
 

qualitative
 

influence
 

of
 

parame-
ters

 

on
 

the
 

system􀆶s
 

stability
 

boundary
 

is
 

studied.
 

Additionally,
 

the
 

unstable
 

limit
 

cycle
 

radius
 

is
 

ob-
tained

 

using
 

the
 

Hurwitz
 

stability
 

criterion,
 

allowing
 

for
 

a
 

quantitative
 

investigation
 

of
 

the
 

influence
 

of
 

parameters
 

on
 

the
 

system􀆶s
 

stability
 

boundary.
 

The
 

results
 

indicate
 

that
 

nonlinear
 

aerodynamic
 

moment
 

coefficients
 

and
 

control
 

deflections
 

significantly
 

affect
 

the
 

system􀆶s
 

bifurcation
 

characteristics.
 

There-
fore,

 

designers
 

should
 

carefully
 

select
 

these
 

parameters
 

to
 

ensure
 

optimal
 

aerodynamic
 

performance
 

and
 

stability.
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引言
  

弹箭的稳定性问题在外弹道学方面一直是国

内外专家学者研究的重点与难点.弹箭的气动布局

在不断地改变以适应不同的使用环境和战略目的,

然而在一些实战和试验中出现了一些新的角运动

现象.例如在高原试验中,观测到火箭弹在大射角

射击时多次出现近弹和掉弹现象,根据姿态测量结

果,这些弹丸在主动段结束时曾出现不同程度的锥

形运动,有的甚至发生角运动发散.这些角运动现

象通过线性理论往往难以解释,近年来的研究表明

这可能是非线性运动造成的.

20世纪60年代初,美国外弹道专家 Mur-

phy[1]就建立了弹丸的线性角运动方程,较好地描

述了弹丸的复攻角角运动,并在一段时间内被学者

采纳,解决了早期弹丸稳定性相关问题.进入21世

纪,早期理论难以解释弹箭在复杂甚至极端环境下

的一些运动现象,例如西班牙Teruel
 

144
 

mm火箭

弹出现的高原飞行不稳定现象,在28次飞行试验

中出现了9次锥形运动,使得飞行速度大幅降

低[2];美国Nitehawk探空火箭飞行试验50多次飞

行试验中出现了20多次锥形运动发散[3].近些年

来,众多专家学者将非线性振动理论引入外弹道

学,对弹箭的各种非线性运动现象进行了讨论与解

释.韩子鹏[4]采用振幅平面法分析了弹箭的非线性

角运动特性并给出了非线性角运动的动态稳定性

判据.钟扬威等[5]针对火箭弹在高原试验时出现的

近弹、掉弹问题,以密度作为分岔参数,运用中心流

形定理在分岔点对角运动方程进行降维,然后通过

构造超临界Hopf分岔对火箭弹角运动进行分析,

结果很好地解释了弹箭在高原低密度环境下飞行

时出现的锥动现象,并且采用数值方法求解在很大

程度上保留了角运动的非线性,具有较高精度.邢

炳楠等[6]用同样的方法对某尾翼式弹道修正弹进

行了计算,通过数值仿真验证了理论分析方法的正

确性,并在此基础之上分析了修正机构参数对角运

动稳定性的影响,结果发现将修正机构靠近质心安

装更有利于弹箭飞行的稳定性.进一步,杨志伟

等[7]通过构造次临界 Hopf分岔计算不稳定极限

环半径从而预测旋转稳定弹的非线性角运动吸引

域边界,并且计算了不同参数对边界的影响.李东

阳等[8]采用平方和规划法求解弹箭非线性角运动

的吸引域,为弹箭非线性运动研究提供新的理论工

具.周文涛等[9]针对一有控自旋卷弧尾翼弹箭,分

别建立了7自由度刚体动力学模型和非线性角运

动方程,同样利用平方和规划法计算了该弹箭特征

点处的非线性角运动吸引域并通过仿真加以验证.
赵新新等[10]推导了固定式鸭舵双旋弹的非线性角

运动方程组,采用系数冻结法计算了角运动状态矩

阵的特征方程,利用Hurwitz方法获取了角运动稳

定性判据,通过判据计算不稳定极限环半径,这本

质上也为获取弹箭吸引域边界的计算方法提供了

一种思路.通过上述可以看出,应用 Hopf分岔不

仅可以计算弹箭非线性角运动的稳定和不稳定极

限环,而且根据非线性稳定性理论,不稳定极限环

包含一个稳定平衡点,所以不稳定极限环可以看作

平衡点吸引域的边界[7],然而相较于传统方法利用

平方和规划来计算吸引域边界[11],Hopf分岔在计

算上更加简便和容易理解.
  

在其他学科方面,利用 Hopf分岔求解系统稳

定性也有广泛的应用[12-14].研究人员通过构造超、

次临界 Hopf分岔单独计算了弹箭非线性角运动

的稳定 极 限 环 或 者 不 稳 定 极 限 环 并 且 加 以 验

证[5-7].本文在此基础上,以某型鸭式布局自旋尾翼

弹为例,考虑气动非线性,对其进行动力学建模并

推导非线性角运动方程,仍然选取大气密度作为分

岔参数,选用成熟的延续算法工具 Matcont[15]计算

系统的Hopf分岔曲线,从而避免了繁杂的数学推

导与计算.本文由计算所得分岔曲线来定义角运动

稳定性区间,并通过仿真计算加以验证;随后分析

非线性气动力矩系数和控制舵偏角对 Hopf分岔

点和极限环分岔点坐标位置的影响,定性研究参数

对系统稳定性边界的影响;最后利用Hurwitz稳定

性判据获取不稳定极限环半径,定量研究非线性气

动力矩系数对系统稳定性边界的影响.

1 动力学建模
  

为解决鸭式布局弹箭难以控滚的问题,工程上

常采用自旋尾翼气动布局,即将尾翼与弹身解耦,

中间采用轴承联接,轴承将弹箭分为前、后体,后体

在气动力矩、轴承滚动摩擦力矩和黏性阻尼力矩的

作用下自由旋转,前体通过鸭舵不断微调始终保持

“X”型,某型鸭式布局自旋尾翼弹箭如图1所示.
本节将对其进行动力学建模,并推导其非线性角运
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动方程组,为后续分岔计算做准备.

图1 鸭式布局自旋尾翼弹箭模型示意图

Fig.1 Schematic
 

of
 

canard
 

self-rotating
 

fins
 

projectile
 

model

1.1 坐标系定义
  

动力学建模采用外弹道学中常用的地面坐标

系、基准坐标系、弹道坐标系、弹轴坐标系,为便于

建模,还建立了前体坐标系和后体坐标系.地面坐

标系O1xEyEzE 原点在发射口断面中心,O1xE 轴

沿水平轴指向射击方向,O1yE 轴铅直向上,O1zE

轴按右手法则确定为垂直射击面指向右方,如图2
所示.基准坐标系OxNyNzN 是由地面坐标系平移

至弹箭质心O 而形成,随质心一起平动,此坐标系

用于确定速度和弹轴的空间方位.弹道坐标系为

Ox2y2z2,其中Ox2 轴指向质心速度方向,Oy2 轴

垂直于速度矢量向上,Oz2 轴按右手法则确定.弹
道坐标系可由基准坐标系经两次旋转变换得到,如
图2所示,θe 为弹道高低角,ψa 为弹道方位角.

图2 地面坐标系、基准坐标系、弹道坐标系

Fig.2 Ground
 

coordinate
 

system,
 

reference
 

coordinate
 

system,
 

ballistic
 

coordinate
 

system
  

弹轴坐标系Oξηζ也由基准坐标系经两次变换

得到,其中Oξ 轴为弹轴,Oη 轴垂直于Oξ 轴指向

上方,Oζ垂直于Oξη 指向右方,如图3所示,φe 为

弹轴高低角,φa 为弹轴方位角.
  

由于弹箭前体始终保持“X”型,所以前体坐标

系Oxfyfzf与弹轴坐标系Oξηζ重合,可看作“非滚

系”,后体坐标系Oxayaza 是在弹轴坐标系的基础

上绕弹轴Oξ转过角度γ 得到,坐标示意图如图4
所示.

图3 基准坐标系、弹轴坐标系

Fig.3 Reference
 

coordinate
 

system,
 

projectile
 

axis
 

coordinate
 

system

图4 前体坐标系、后体坐标系

Fig.4 Forebody
 

coordinate
 

system,
 

afterbody
 

coordinate
 

system

1.2 空气动力和力矩模型
  

在建立动力学模型时,为突出主题的同时简化

公式推导,本文忽略风场的影响,不计气动偏心引

起的附加力与力矩,仅考虑必要的气动力与力矩.
1.2.1 作用在弹体的空气动力

  

忽略较小的马格努斯力,作用于弹体的空气动

力主要为升力Fy、阻力Fx 和重力G,其矢量表达

式为:

Fx =
1
2ρScxv(-v)

Fy =
1
2ρSc

'
yv×(-v×ξ)

G=mg

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

式中ρ为空气密度;v为速度矢量;S=πd2/4为特

征面积,d 为弹径;cx 为弹体阻力系数;c'
y 为弹体
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升力系数对δ 的导数;ξ 为弹轴坐标系Oξ 上的单

位向量;g 为重力加速度矢量.
  

非线性阻力系数和升力系数导数分别为:

cx =cx0+cx2δ2

c'
y =cy0+cy2δ2+cy4δ4 (2)

式中:cx0、cx2 分别为阻力系数的常数项和平方项;

cy0、cy2、cy4 分别为升力系数导数的常数项、平方项

和4次方项;δ为总攻角.
1.2.2 鸭舵控制力

  

为简化问题仅考虑俯仰舵偏下的控制力和力

矩,在弹轴坐标系中,鸭舵控制力可以表示为:

Fc,ξ =-
1
2ρSv

2cc,x

Fc,η =
1
2ρSv

2c'
c,yδc

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(3)

式中,Fc,ξ、Fc,η 分别表示舵面偏转所产生的阻力

和升力在弹轴坐标系中的分量;δc 为舵偏角;c'
c,y

为鸭舵升力系数对δc 的导数;cc,x =cc,x0(1+σδ2
c)

为鸭舵阻力系数,cc,x0 为鸭舵零升阻力系数,σ 为

攻角系数.
  

利用坐标变换关系,将式(3)投影到弹道坐标

系中,可得鸭舵控制力在弹道坐标系的表达式为:

Fc,x2 =Fc,ξcosδecosδa-Fc,ηsinδe

Fc,y2 =Fc,ξsinδecosδa+Fc,ηcosδe

Fc,z2 =Fc,ξsinδa

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

式中,δe 为高低攻角,δa 为方位攻角;Fc,x2
、Fc,y2

、

Fc,z2
分别为鸭舵控制力在弹道坐标系中的投影

分量.
1.2.3 作用在弹体的空气动力矩

  

弹体在飞行过程中还受到的空气动力矩包括

静力矩 Mz、赤道阻尼力矩 Mzz、后体极阻尼力矩

Mxz、马格努斯力矩My 的矢量表达式分别为:

Mz =
1
2ρSlvm

'
z(v×ξ)

Mzz =-
1
2ρSldvm

'
zzω

Mxz =-
1
2ρSldvm

'
xzωξξ

My =
1
2ρSlvm

'
yξ×(v×ξ)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5)
  

以上各非线性力矩系数导数可表示为:

m'
z =mz0+mz2δ2+mz4δ4

m'
zz =mzz0+mzz2δ2+mzz4δ4

m'
xz =mxz0+mxz2δ2+mxz4δ4

m'
y =my0+my2δ2+my4δ4 (6)

式中mz0、mzz0、mxz0和my0分别为各力矩系数导数

的常数项,mz2、mzz2、mxz2 和my2 分别为各力矩系

数导数的平方项,mz4、mzz4、mxz4 和my4 分别为各

力矩系数导数的4次方项.
1.2.4 鸭舵控制力矩

鸭舵控制力矩在弹轴坐标系中的投影可表示为:

Mc,ξ =0

Mc,η =0

Mc,ζ =Fc,ηld

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁 (7)

式中,ld 为舵面压心到全弹质心的距离.
1.2.5 滚转约束力矩

  

将前后体间联接轴承产生的滚动摩擦力矩与

黏性阻尼力矩统一折算为一约束力矩 MV,表达式

如下:

MV=cVγ
· (8)

式中,cV 为滚转约束力矩系数.

1.3 角运动方程推导
  

由质心运动定理和绕质心的动量矩定理可推

得到:

dθe

dt =
Fy2 +Fc,y2

mvcosψa
(9)

式中:θe 表示弹道高低角;t表示时间;Fy2
表示作

用在导弹上的空气动力在弹道坐标系Oy2 轴下的

分量;m 表示导弹质量;v表示导弹质心速度;ψa表

示弹道方位角,

dψa

dt =
Fz2 +Fc,z2

mv
(10)

Fz2
表示作用在导弹上的空气动力在弹道坐标系

Oz2 轴下的分量,

dωη

dt =
1
AMη -

C
Aωξωζ +ω2

ζtanφa (11)

ωξ、ωη、ωζ 表示弹轴绕质心的角速度在弹轴坐标系

三坐标系上的投影;C 表示后体极转动惯量;A 表

示赤道转动惯量;Mη 表示作用在导弹上的空气动

力距在弹轴坐标系Oη 轴上的分量;φa 表示弹轴方

位角,

dφa

dt =-ωη (12)

dωζ

dt =
1
AMζ +

C
Aωξωη +ωηωζtanφa (13)
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Mη 表示作用在导弹上的空气动力矩在弹轴坐标

系Oη轴上的分量,

dφe

dt =
ωζ

cosφa
(14)

φe 表示弹轴高低角.
  

式(9)~(14)为6自由度弹道方程中的角运动

方程,详细推导过程可参考文献[16].由于上述方

程组封闭但难以求得其解析解,为了便于理论分

析,应用线性化理论对其进行简化处理,近似认为

理想弹道倾角θ=θe,δe=φe-θe,δa=φa-ψa,将
式(9)~(14)化简,可解如下微分方程组:

δ
·
e=

Fy2 +Fc,y2

-mv +
ωζ

cosδa

δ
·
a=-ωη +

Fz2 +Fc,z2

-mvcosδe

ω·η =
1
AMη -

C
Aωξωζ +ωζωζtanφa

ω·ζ =
1
AMζ +

C
Aωξωη -ωηωζtanφa

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(15)

弹箭绕质心运动学方程组为:

γ
·
=ωξ -ωζtanφa

φ
·
e=ωζ/cosφa

φ
·
a=-ωη

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (16)

为便于表示,引入如下组合参数:

bx =ρS
2mcx ,bc,x =ρS

2mcc,x
,by =ρS

2mc
'
y ,

bc,y =ρS
2mc

'
c,y ,kc=ρSlD

2Ac'
c,y ,kz =ρSl

2Am'
z ,

kzz =ρSld
2A m'

zz ,ky =ρSl
2Am'

y

将1.2节中的力和力矩代入式(15),整理可得:

δ
·
e=ωζ -vbyδe-bc,xδe+bc,yδc+

g
v2
cosθ􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

δ
·
a= -ωη -vbyδa-bc,xδa-g

v2
sinθsinψa

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(17)

ω
·
η =v2(-kzδa+kyδe-kzzωη/v)-

C
Aγ

·
ωζ

ω·ζ =v2(kzδe+kyδa-kzzωζ/v+kcδc)+
C
Aγ

·
ωη

(18)
将式(17)、(18)写成矩阵形式:

ωη

ωζ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =B1

δ
·

e

δ
·

a

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +B2

δe

δa

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +b (19)

ω·η

ω·ζ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =D1

ωη

ωζ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +D2

δe

δa

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +d (20)

式中,

B1=
0 -1
1 0
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,B2=v

0 -by +bc,x
by -bc,x 0
􀭠

􀭡
􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

D1=
-kzz -P
P -kzz

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,D2=v2 ky -kz

kz ky

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

b=v

g
v2sinθsinψa

g
v2cosθ+bc,yδc

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,d=v2 0
kcδc

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 .

  

联立式(19)和式(20),利用导数关系 ()
·

=

v()',()
··

=v2()″+v·()'将方程自变量转换为对弹

道弧长s的导数,并略去小量(bx、by、kzz、gsinθ/v2

等)的乘积项,可得状态空间形式的角运动方程:

δ″
e

δ″
a

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

-H -P
P -H

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 δ'

e

δ'
a

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +

 
M -PT
PT M
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 δe

δa

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +

Re

Ra

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (21)

式中,H =kzz +by -bx -bc,x -gsinθ
v2

,P=
Cγ
·

Av
,

M =kz,T=by -
ky

P
,Re=kcδc-

θ
··

v2-kzz
θ
·

v
,

Ra=Pbc,yδc+Pθ
·

v.

进一步,令

x=[δe,δa,δ'
e,δ'

a]T (22)
则式(21)可表示为:

x'=Jx+Z (23)

式 中,J =

0 0 1 0
0 0 0 1
M -PT -H -P
PT M P -H

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
 

Z =

[0 0 Re Ra]T.式(23)即为非线性角运动方程.

2 Hopf分岔与稳定性分析

2.1 分岔计算与稳定性区间划分
  

在数值计算中,后体转速γ
·

直接给出,所以计

算不涉及极阻尼力矩和滚转约束力矩,将式(2)和

式(6)中其余气动力系数(导数)改写为如下参数

形式:
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cx =cx0(1+t1δ2)

c'
y =cy0(1+t2δ2+k2δ4)

m'
z =mz0(1+t3δ2+k3δ4)

m'
zz =mzz0(1+t4δ2+k4δ4)

m'
y =my0(1+t5δ2+k5δ4)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(24)

式中ti(i=1,2,…,5)为各空气动力和力矩系数

(导数)的平方项与其常数项的比值,称作平方比

值项;ki(i=2,3,…,5)为各空气动力和力矩系数

导数的4次方项与其常数项的比值,称作4次方比

值项.本算例中常数项:cx0=0.289、cy0=2.979、

mz0=-0.86、mzz0=42.87、my0=0.136,平方比值

项:t1 =26.2、t2 =-1.3、t3 =2.4、t4 =-2.2、

t5=-12.2,4 次 方 比 值 项:k2 =-6.3、k3 =

-16.4、k4=9.2、k5=73.1,鸭舵升力系数c'
c,y =

2.2,鸭舵零升阻力系数cc,x0=0.058,攻角系数σ=
25.2,其余计算所需主要参数如下表所示.

表1 主要参数

Table
 

1 Main
 

parameters

参数

Parameter
数值

Value

m/kg 5.5

d/m 0.06

L/m 0.8

C/(kg·m2) 0.0002

A/(kg·m2) 0.17

S/m2 0.002
 

827

ρ/(kg·m
-3) 1.226

v/(m·s-1) 440

γ
·/(rad·s-1) 20

ld/m 0.22

θ/rad 0

g/(m·s-2) 9.8
  

选择空气密度ρ作为分岔参数,选择总攻角δ
绘制极限环,得到如图5所示的Hopf分岔图.系统

在密度ρ0=0.4774
 

kg·m-3,对应海拔约8800
 

m处

发生超临界 Hopf分岔,在左侧分岔出稳定极限

环,并且随着密度减小,稳定极限环半径增大;在

ρ1=0.1401
 

kg·m-3,对应海拔约17
 

000
 

m处发

生极限环分岔,极限环由稳定转变为不稳定,此外,

在整个密度减小的过程中,不稳定极限环半径减

小.根据计算所得 Hopf分岔曲线,结合计算过程

中系统特征值的变化,对系统稳定性边界进行划

分,如图6所示.当初始攻角处于不稳定极限环内

且初始角速度不大时,在ρ>ρ0 区间,系统特征值

均有负实部,所以存在稳定平衡点(ρ,0),攻角最终

振荡收敛到0,将此区域称为稳定收敛域,如图6
中绿色区域;在ρ1<ρ<ρ0 区间时,有两个特征值

变为共轭纯虚数,系统稳定性发生改变,此时(ρ,0)
为不稳定平衡点,弹箭最终保持一定攻角绕轴作稳

定圆锥运动,称此区域为稳定锥动域,如图6中蓝

色区域;其他区域特征值存在正实部,攻角发散,为
不稳定域,如图6中白色区域.

图5 系统 Hopf分岔图

Fig.5 System
 

Hopf
 

bifurcation
 

diagram

图6 系统稳定性边界图

Fig.6 System
 

stability
 

boundary
 

diagram
  

为验证图5和图6,分别取ρ=1.226
 

kg·m-3

和ρ=0.3
 

kg·m-3,令初始攻角在不稳定极限环内

和不稳定极限环外,仿真验证结果如图7所示.在图

7(a)中,当初始攻角在不稳定极限环外时,攻角迅速

发散,当攻角位于不稳定极限环内时,攻角逐渐收

敛为0;在图7(b)中,当初始攻角在不稳定极限环

外时,攻角同样迅速发散,而当攻角位于不稳定极

限环内时,攻角逐渐收敛形成半径约8.5°的稳定极

限环.以上结果验证了图5和图6结果的合理性.

13
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图7 不同初值下的复攻角运动曲线图

Fig.7 Complex
 

angle
 

of
 

attack
 

motion
 

curves
 

under
 

different
 

initial
 

values

2.2 非线性气动力矩系数导数及控制舵偏角对Hopf
分岔的影响

  

对于由Hopf分岔曲线划分出的稳定性区域,
只需确定 Hopf分岔点和极限环分岔点的坐标位

置即可大致了解系统稳定性边界,所以分析参数对

Hopf分岔的影响可转化为分析两个分岔点位置随

参数变化情况,由此来定性研究对稳定性边界的影

响.因工程上比较关心平衡点的吸引域边界大小,
本文定义若参数改变后使得稳定收敛域与稳定锥

动域上边界变大,即使得不稳定极限环半径增大,
则该参数变化为有利因素,否则为不利因素.

  

注意到式(21)中升力项by 处在H 项和PT 项

中,但是在PT 中,by 乘上P 后的数值很小,和马格

努斯力矩项ky 相比可忽略,而阻力项bx 只存在于

H 中,并且by 和赤道阻尼力矩项kzz 同号,bx 和kzz

反号,即说明弹箭升力有助于增大阻尼,阻力有助

于减小阻尼,它们分别对分岔的影响可以通过分析

赤道阻尼力矩系数导数对分岔的影响得出,而通过

计算发现弹箭升阻力对角运动及分岔的影响较小,
所以本节主要研究静力矩、赤道阻尼力矩、马格努

斯力矩系数导数对系统角运动分岔特性的影响.
2.2.1 平方比值项对分岔的影响

  

图8为取不同ti(i=3,4,5)时的 Hopf分岔

图,由于ki(i=3,4,5)的分析方法与ti 相同,变化

规律与ti 类似,且影响程度相对较小,因此不再赘

述.由图8可知,改变比值项并不改变系统 Hopf
分岔点的位置.如图8(a)和(b)所示,增大t3 和t4,
极限环分岔点横坐标减小,纵坐标增大,使得稳定

锥动域的左边界横坐标减小,相同密度下稳定极限

环半径减小,不稳定极限环半径增大,稳定收敛域

和稳定锥动域的上边界坐标增大.增大t5 如图8
(c)所示,展现出相反的结果.

图8 不同平方比值项的 Hopf分岔图

Fig.8 Hopf
 

bifurcation
 

diagrams
 

for
 

different
 

square
 

ratio
 

terms
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为进一步掌握平方比值项对分岔的影响规律,

极限环分岔点对空气密度ρ 和ti(i=3,4,5)的双

参数分岔图如图9所示.图中黑色实线代表双分岔

曲线,红色虚线代表参数变化时与之对应的极限环

分岔点坐标变化.从图9可知,在ρ∈(0,0.4774)
 

kg·m-3 的范围内,极限环分岔点的横纵坐标均对

ti(i=3,4,5)的变化表现出单调性.从图9(a)和图

9(b)可知,随着t3 从-24.3增大至6.4,t4 从

-14.56增 大 至 4.78,分 岔 点 横 坐 标 迅 速 从

0.4774减小至0.05,纵坐标分别迅速从0增大到

17.4和17.7,当t3 与t4 继续增大趋近于无穷时,

分岔点横坐标缓慢无限趋近于0,而纵坐标分别无

图9 极限环分岔点对密度和平方比值项的双参数分岔图

Fig.9 Two-parameter
 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

bifurcation
 

point
 

for
 

limit
 

cycle
 

with
 

respect
 

to
 

density
 

and
 

square
 

ratio
 

terms

限趋近于17.5和19.2.从图9(c)可知,相较于t3 和

t4,t5 的双分岔图变化曲线较为平缓,当t5 从-0.64
减小至-16.67时,分岔点横坐标从0.4774减小到

0,纵坐标从0增大至19.3.上述分析表明,在一定参

数变化范围内,通过增大t3 和t4 分别使弹箭静力矩

系数导数和赤道阻尼力矩系数导数数值增大,可使

极限环分岔点朝左上移动,两稳定域上边界增大,为
有利因素;增大t5 使马格努斯力矩系数导数数值增

大,将展现出相反的结果,为不利因素.
  

从以上分析不难发现,参数的分析范围仅局限

在ρ∈(0,0.4774)
 

kg·m-3,即在Hopf分岔点的左

侧,对于超出此范围的参数,以t5 为例,当t5<
-16.47或t5>-0.64时的Hopf分岔图如图10所

示.从图10可知,当参数超出分析范围时,Hopf分

岔图的拓扑结构发生改变,分岔图中均不存在极限

环分岔点.当t5>-0.64时,此时不存在稳定锥动

域,系统发生次临界 Hopf分岔,仅向右侧分岔出不

稳定极限环,且t5 越大不稳定极限环半径越小,稳
定收敛域上边界越小;当t5<-16.47时,分岔图中

仅显示出Hopf分岔点左侧的稳定极限环,且t5 越

大稳定极限环半径越大,但是稳定极限环并没有分

岔出不稳定极限环,即无法确定稳定区域的上边界,

对于不稳定极限环的进一步研究由下文阐述.

图10 拓扑结构改变时的 Hopf分岔图

Fig.10 Hopf
 

bifurcation
 

diagram
 

when
 

the
 

topological
 

structure
 

changes

2.2.2 常数项对分岔的影响
  

Hopf分岔点对空气密度ρ 和 常 数 项 mz0、

mzz0、my0 的双参数分岔图如图11所示,图中黑色

实线表示 Hopf双参数分岔曲线,小图中3种颜色

的Hopf分岔曲线对应于黑色实线上的3个点,图

12为极限环分岔点对密度和常数项的双参数分岔

图.从图11和图12可知,改变3种气动力矩系数
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导数的常数项不仅可以改变 Hopf分岔点的位置,

还可以改变极限环分岔点的位置,并且两分岔点的

横坐标随常数项的变化均呈相似单调性,从图中可

以看出,极限环分岔点纵坐标随参数几乎不变,坐
标与Hopf分岔点同样仅作近似横移变化,但由于

横坐标随参数变化的快慢不同,向左横移时两分岔

点横坐标之差减小,反之增大.如图11(a)、图11
(b)、图12(a)、图12(b)所示,通过减小mz0 和增大

mzz0 使弹箭静力矩系数导数和赤道阻尼力矩系数

导数数值增大,可使两分岔点均向左移动,两稳定域

左边界横坐标均减小,稳定锥动域密度区间减小,

图11 Hopf分岔点对密度和常数项的双参数分岔图
Fig.11 Two-parameter

 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

Hopf
 

bifurcation
 

point
 

with
 

respect
 

to
 

density
 

and
 

constant
 

term

图12 极限环分岔点对密度和常数项的双参数分岔图

Fig.12 Two-parameter
 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

bifurcation
 

point
 

for
 

limit
 

cycle
 

with
 

respect
 

to
 

density
 

and
 

constant
 

term

相同密度下稳定极限环半径减小,稳定收敛域密度

区间增大,两稳定域上边界均增大,为有利因素;通
过增大my0 使弹箭马格努斯力矩系数导数数值增

大,如图11(c)和图12(c)所示,将展现出相反的结

果,为不利因素.
2.2.3 控制舵偏角对分岔的影响

  

图13为Hopf分岔点对空气密度ρ和控制舵

偏角δc 的双参数分岔图.当鸭舵打5°和10°俯仰舵

偏时,弹箭最终分别形成3.46°和6.78°的平衡攻

角,为了便于比较,将平衡点平移至δ=0°,平移后

的Hopf分岔曲线如图13中小图所示.图中显示,

正负打舵时,在相同舵偏角下 Hopf分岔点的位置
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变化是基本相同的,随着舵偏角增大,Hopf分岔点

横坐标减小,稳定收敛域左边界减小,极限环分岔

点纵坐标减小,横坐标略微增大,系统两稳定域上

边界均减小,且舵偏角越大,减小幅度越大,所以为

不利因素.以ρ=1.226
 

kg·m-3 为例,δc=5°比

δc=0°的不稳定极限环半径减小了8.19%,δc=
10°比δc=0°的不稳定极限环半径减小了22.55%.

图13 Hopf分岔点对密度和舵偏角的双参数分岔图

Fig.13 Two-parameter
 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

Hopf
 

bifurcation
 

point
 

with
 

respect
 

to
 

density
 

and
 

deflection

3 不稳定极限环分析
  

上文通过确定分岔点的位置定性分析系统稳

定性边界,但是极限环分岔点的分析范围仅局限于

Hopf分岔点左侧.当参数变化超出此范围时,极限

环分岔点不存在,此方法失效.工程上比较关心稳

定区域上边界大小,即不稳定极限环的半径,为在

更大的参数范围内求解不稳定极限环,可由定义转

化为角 运 动 状 态 矩 阵 特 征 值 问 题,以 密 度ρ=

1.226
 

kg·m-3 为例,求解方法如下:当式(23)中

状态矩阵J 为缓变系统时,可采用“系数冻结”法

讨论式(23)的稳定性,由 Hurwitz稳定性判据可

知,其动态稳定的充要条件是特征方程的根实部均

为负数.定义I为四阶单位矩阵,根据:

det(J-λI)=0 (25)

得到J 的特征方程为:

a0λ4+a1λ3+a2λ2+a3λ+a4=0 (26)

特征根实部全部为负的充要条件为:

a1 >0,a3 >0,a4 >0,a1a2a3 >a2
1a4+a2

3

(27)

式中,a0 =1,a1 =2H,a2 =-2M +H2 +P2,

a3=-2HM +2P2T,a4 =M2 +P2T2,代入式

(27)中可得稳定性判据为:

f(1)=H >0

f(2)=P2T-HM >0

f(3)=P2T H H2+P2-TH  -P2T  -

 H2M H2+P2  >0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(28)

  

若存在δ0∈(0°,90°),使得当任意初始攻角

δ>δ0 时式(28)不成立,δ<δ0 时式(28)成立,则系

统会在δ0 附近形成不稳定的极限环,极限环半径

为r=δ0,基于上述方法,在0°~90°范围内遍历求

解,获取不稳定极限环位置.
  

设定ti(i=3,4,5)的变化范围为[-100,

100],对不稳定极限环半径的影响曲线如图14.从
图14(a)和图14(b)可知,随着t3 和t4 增大,不稳

定极限环半径增大,表明在更大的参数范围内仍然

保持同第2.2小节相同的规律.从图14(c)可知,在
更大的参数范围内,不稳定极限环半径随t5 并不

单调,当t5<-26.13时,半径随t5 增大而增大,当

t5>-26.13时,半径随t5 增大而减小.注意到r
随t3 变化的极大值为90°,而t4 和t5 的极大值都

为33°,说明不稳定极限环半径大小主要由静力矩

主导,当攻角δ>33°时,由于攻角过大,压心前移至

质心之前,此时静力矩反号,攻角发散.图14中还
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图14 平方比值项对不稳定极限环半径影响曲线

Fig.14 Effect
 

curve
 

of
 

square
 

ratio
 

terms
 

on
 

the
 

radius
 

of
 

unstable
 

limit
 

cycle

分别取了不同mz0、mzz0、my0,不稳定极限环的变

化规律仍与第2.2小节相同,从而验证了上述

结论.
  

计算过程中,通过比较各空气动力和力矩组合

参数的数量级大小发现,式(28)是否成立主要看

f(3)>0是否成立,f(3)对ti(i=3,4,5)分别求导

可得:

∂f(3)
∂t3

=-H2(H2+P2)kz0δ
2 ≈-H4kz0δ2

∂f(3)
∂t4

=[P2T(3H2+P2-2TH)-4MH3-

 2MP2H]kzz0δ2 ≈-4MH3kzz0δ2

∂f(3)
∂t5

=P(P2+H2)(2T-H)ky0δ2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(29)

式中kz0=ρSl
2Amz0,kzz0=ρSld

2Amzz0,ky0=ρSl
2Amy0,

从式(29)的求导结果可以解释图14中单调性的原

因.注意到式(29)中的第3式,可以看到f(3)在

T=H/2时取极值点,过大和过小的马格努斯力均

会造成不稳定极限环半径减小.

4 结论
  

本文针对某型鸭式布局自旋尾翼弹箭非线性

角运动动力学模型进行了 Hopf分岔计算并定义

了稳定性区域,分为稳定收敛域、稳定锥动域和不

稳定域.主要通过计算不同参数对 Hopf分岔曲线

的影响进而研究对系统稳定性的影响,根据参数改

变后对两稳定域上边界的影响将参数改变分为有

利因素与不利因素,结果表明:
  

(1)在Hopf分岔曲线拓扑结构不发生改变的

情况下,非线性气动力矩系数导数常数项的变化会

同时改变极限环分岔点和 Hopf分岔点的位置,而
非线性气动力矩系数导数比值项的变化仅会影响

极限环分岔点的位置.通过改变常数项或平方比值

使得弹箭静力矩系数导数和赤道阻尼力矩系数导

数数值增大,可使稳定锥动域中相同密度下稳定极

限环半径减小,两稳定域上边界增大,为有利因素;

改变常数项和平方比值项使得弹箭马格努斯力矩

系数导数数值增大时,将展现相反的结果,为不利

因素.
  

(2)鸭舵控制舵偏角越大,即控制力越大,两稳

定域上边界越小,且舵偏角越大,减小幅度越大.因
此,在弹箭控制时,有必要充分考虑鸭舵控制力和

力矩对非线性角运动稳定性的影响.
  

(3)利用Hurwitz稳定性判据得到了不稳定极

限环,其半径大小主要由静力矩主导,攻角过大将

引起静力矩反号,攻角发散;马格努斯力矩的变化

会使得不稳定极限环半径出现极大值,过大和过小

的马格努斯力矩均会造成不稳定极限环半径减小.
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