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摘要 时滞系统的特征根具有无穷多个,分布较为复杂.经典定积分法是一种分析线性多时滞系统稳定性

的有效方法,但其不能直接求解系统特征根虚部对应的模态频率,而是需要先求解特征根实部,再借助其他

方法如二维牛顿迭代等来对模态频率进行求解.对于大部分稳定系统而言,往往模态频率更受关注,间接对

其进行求解会引入冗余步骤,增加计算量.因此本文改进了定积分法,使用新的积分路径和新的特征根平移

方向,可以直接求解时滞系统的模态频率,同时保留了经典定积分法适用于多时滞系统、编程简单、效率较

高的优点.论文通过两个工程实例,验证了本文方法计算系统模态频率的适用性和便捷性.
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Abstract The
 

eigenvalues
 

of
 

a
 

time-delay
 

system
 

are
 

infinite,
 

and
 

exhibit
 

complex
 

distributions.
 

The
 

classical
 

definite
 

integral
 

method
 

is
 

an
 

effective
 

approach
 

for
 

analyzing
 

the
 

stability
 

of
 

multi-time-delay
 

systems.
 

However,
 

it
 

cannot
 

directly
 

solve
 

the
 

modal
 

frequencies,
 

i.e.,
 

the
 

imaginary
 

parts
 

of
 

the
 

ei-
genvalues

 

of
 

the
 

system,
 

and
 

instead
 

requires
 

first
 

determining
 

the
 

real
 

parts
 

and
 

then
 

applying
 

addition-
al

 

techniques,
 

such
 

as
 

two-dimensional
 

Newton
 

iteration
 

to
 

solve
 

the
 

modal
 

frequencies.
 

For
 

most
 

stable
 

systems,
 

modal
 

frequency
 

is
 

often
 

of
 

greater
 

concern,
 

and
 

indirect
 

determination
 

introduces
 

unnecessary
 

steps
 

and
 

increases
 

computational
 

complexity.
 

Therefore,
 

this
 

article
 

extends
 

the
 

definite
 

integral
 

meth-
od

 

by
 

using
 

a
 

new
 

integration
 

path
 

and
 

a
 

new
 

characteristic
 

root
 

translation
 

direction,
 

which
 

can
 

directly
 

solve
 

the
 

modal
 

frequency
 

of
 

time-delay
 

systems,
 

while
 

retaining
 

the
 

advantages
 

of
 

the
 

classical
 

definite
 

integral
 

method,
 

such
 

as
 

being
 

suitable
 

for
 

multi
 

time-delay
 

systems,
 

simple
 

programming,
 

and
 

high
 

ef-
ficiency.

 

The
 

paper
 

verifies
 

the
 

wide
 

applicability
 

and
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

proposed
 

method
 

for
 

calcu-
lating

 

the
 

modal
 

frequencies
 

of
 

time-delay
 

systems
 

through
 

two
 

engineering
 

examples.
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引言
  

当一个系统的动力学行为同时受到当前状态

和过去状态的影响时,这类系统就被称为时滞动力

系统[1-3].例如,在飞行器的颤振问题中,通过引入

时滞控制,可以将亚临界颤振转换为有益的超临界

颤振,且大幅降低极限环幅值[4].在具有时滞吸振

器的建筑结构中,时滞反馈控制能够降低主结构的

位移幅值,并能抑制混沌响应[5].在小车倒立摆的

控制中,引入适当的时滞,可以同时优化瞬态时域

特性和增强稳定性[6,7].主动电磁悬浮系统中的时

滞显著影响磁浮列车运行稳定性和乘坐舒适性,一
直是电磁悬浮型磁浮列车提速改造需要重点关注

的问题[8].热声系统中存在热时滞,它描述了热释

放率与声介质粒子振速之间的相位差,会显著影响

系统的稳定性[9].在机器人控制回路中,传感器输

入与执行器输出之间存在多种时滞,可能导致控制

律失效[10-12].在实时通讯和视频会议等应用场景

下,毫秒级别的时滞可能导致用户体验显著下

降[13].因此,研究时滞对系统动力学行为的影响具

有重要现实意义.
特征根方法是分析线性时滞系统动力学行为

的一类常用方法.特征根的实部和虚部分别对应系

统稳定性和模态频率,并与初始条件、外激励等因

素一起决定了系统响应.时滞动力系统的特征方程

为超越方程,难以解析求解特征根.常用时滞系统

特征 根 数 值 求 解 方 法 如:Matlab程 序 包 DDE-

Biftool[14]将时滞系统微分方程离散为常微分方

程,近似求解其特征根;QPmR方法[15-17]通过拟多

项式映射得到特征方程实部和虚部分别为零的两

组曲线,曲线交点即为特征根近似解.此外,辐角原

理通过积分计算特征方程在复平面特定区域内零

点的个数,也被用于时滞系统的特征根计算.例如,

直接将求解区域划分为多个子区域并在子区域边

缘上使用辐角原理进行积分可以得到特征根的近

似解[18,19].将辐角原理与二分法结合[20],可通过不

断缩小积分范围得到特征根的近似解.经典定积分

法[21]将特征根平移与辐角原理结合,通过观察平

移过程中积分值的不连续变化,来近似估计特征根

实部.该方法具有编程简便,计算效率较高,适用多

时滞系统的优点.
  

在各类实际工程中,不同时滞系统关注的动力

学特性也不同.例如热声系统中[22],热声振动是由

于系统热声模态失稳导致的自激振荡,因此对应稳

定性的特征根实部受关注.对于很多时滞系统可能

因为共振现象导致系统破坏[23],因此需要计算清

楚系统的模态频率和阶次.此时,使用经典定积分

法求解模态频率,需要先计算特征根实部.这引入

了多余的计算,导致分析效率降低.本文针对此问

题展开分析,发现若是直接改变特征根平移方向,

仍然沿用经典定积分法的积分路径,会由于时滞系

统无穷个特征根的分布规律导致方法失效.因此,

本文基于辐角原理,使用新的积分路径和新的特征

根平移方向,提出了一种改进的定积分法,可以直

接求解系统模态频率,提高计算效率.
  

本文内容安排如下:第一节介绍本文所研究的

时滞动力系统及经典定积分法;第二节提出了直接

求解系统模态频率的改进定积分法;第三节通过两

个工程实例验证了本文方法的有效性以及较广的

适用性;最后对本文进行了总结.

1 多时滞系统及其特征根计算

1.1 线性多时滞系统
  

时滞系统通常使用时滞微分方程(delay
 

dif-
ferential

 

equation,DDE)进行建模.与常微分方程

(ordinary
 

differential
 

equation,ODE)不同的是,

DDE中包含有过去状态,或者过去状态的微分.本
文的研究对象为下面一类线性定常时滞微分方程:

x·(t)+∑
m

i=1
Nix

·(t-τi)=Ax(t)+

 ∑
m

j=1
Bix(t-τj) (1)

其中,x ∈ ℝn 为状态变量,A,Bi,Ni∈ ℝn×n(i=
0,1,…,m)为常系数矩阵,τj >0(j=0,1,…,m)
为时滞.系统(1)的特征函数为

f(λ)=∑
n

j=0
pj(e

-λτ1,…,e
-λτm)λj (2)

其中,λ,pj ∈ ℂ(j=0,1,…,n).式(2)的零点即

为系统的特征根.

1.2 经典定积分法

首先回顾辐角原理

引理1 假设

(1)C 为一于简单闭曲线;
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(2)函数F(λ)在C 内除有限个极点外解析;
(3)f(λ)在C 上没有零点且解析.
   

C 内的零点与极点个数之差可以表示为

N -P=
1
2πΔCargf(λ)=

1
2πi∮C

f'(λ)
f(λ)

dλ
 

(3)

其中N 为f(λ)在C 内的零点个数,P 为f(λ)在

C 内的极点个数,argf(λ)为函数f(λ)的辐角.
  

当函数f(λ)为式(2)所示拟多项式时,f(λ)
在任何有界区域内没有极点且仅包含有限个零

点[24].因此式(3)可表示为

N =
1
2πΔCargf(λ)=

1
2πi∮C

f'(λ)
f(λ)

dλ
 

(4)
  

当系统满足强稳定性条件[24]时,分布在复平

面右侧的特征根个数是有限的.因此,如图1所示,

选择一半径无穷大的半圆作为积分路径C=C1 ∪

C2,R →+ ए.其中,{C1:(-iR,iR)},{C2:Reiθ,

θ∈ (-π/2,π/2)},则右半平面内的零点个数可

以表示为

N =round
n
2-

1
π∫

R

0R
f'(iω)
f(iω)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dω  (5)

其中n 为f(λ)的最高阶次,round为取整函数.根
据经典定积分法[25],当积分上限大于特定值时,式
(3)可以简化为定积分

N =round
n
2-

1
π∫

T

0R
f'(iω)
f(iω)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dω  (6)
  

上式中积分上限T 的确定方法由文献[17]给
出.接下来令特征根向左平移δ>0,此时复平面右

半平面内特征根个数[21]为

Nδ =round
n
2-

1
π∫

T

0R
f'(iω+δ)
f(iω+δ)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dω  
(7)

图1 半圆积分路径及特征根的平移
Fig.1 Semicircular

 

integration
 

contour
 

and
 

the
 

translation
 

of
 

the
 

characteristic
 

roots

当特征根穿过C1(虚轴)从右进入左半平面

时,Nδ 在δ0 处会产生不连续变化,即发生跳变.此
时f(λ+δ0)有特征根在虚轴上,据此可知f(λ)存
在实部为δ0 的特征根.

  

经典定积分编程简单,可处理多时滞问题,在
求解特征根的实部时具有优势.但其不能直接求解

特征根虚部(即模态频率),而是需要在求解实部

后,进一步借助如QPmR、二维牛顿迭代等其他方

法.在下一节将改进定积分法,以直接求解系统模

态频率.

2 直接计算模态频率的改进定积分法
  

本节基本思路是改变式(3)中的曲线C,并将

特征根平移方向改为向下平移.
  

容易想到,曲线C 可由图1中的无穷大半圆

逆时针旋转90°得到,如图2所示.但由于时滞系统

有无穷多个虚部无穷大的特征根[1],图2所示曲线

C 内的根数量亦为无穷大,不会在平移时发生跳

变.因此本文对积分路径做出改进,选择图3所示

矩形区域边界为曲线C,即C=C1∪C2∪C3∪C4.
由式(3),

 

图3所示矩形区域内特征根个数为

N =
1
2πi∮C

f'(λ)
f(λ)

dλ
 

 =
1
2πi∫C1

f'(λ)
f(λ)

dλ+
1
2πi∫C2

f'(λ)
f(λ)

dλ+

  1
2πi∫C3

f'(λ)
f(λ)

dλ+
1
2πi∫C4

f'(λ)
f(λ)

dλ (8)

图2 旋转后半圆积分路径

Fig.2 The
 

rotated
 

semicircular
 

integration
 

contour

图3 矩形积分路径
Fig.3 The

 

rectangular
 

integration
 

contour
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在C1 上,由于其为实轴,为保持积分变量一

致,故令λ=ω(注意此时ω 并非特征根虚部),有

1
2πi∫C1

f'(λ)
f(λ)

dλ=
1
2πi∫

a2

a1

f'(ω)
f(ω)

dω

=
1
2π∫

a2

a1
If'(ω)

f(ω)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dω (9)
  

在C2 上令λ=a2+iω,有

1
2πi∫C2

f'(λ)
f(λ)

dλ=
1
2π∫

b2

b1

f'(iω+a2)
f(iω+a2)

dω

=
1
2π∫

a2

a1
Rf'(iω+a2)

f(iω+a2)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dω (10)

  

同理,在C3 上令λ=ω+ib,在C4 上令λ=iω+a1,

则N 可以表示为定积分形式

N=
1
2π∫

b

0R
f'(iω+a2)
f(iω+a2)

-
f'(iω+a1)
f(iω+a1)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 dω+

 12π∫
a2

a1
If'(ω)

f(ω)-f'(ω+ib)
f(ω+ib)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dω (11)
  

令特征根向下平移δ,此时矩形区域内特征根个数

变为

Nδ=
1
2π∫

b

0R
f'(iω+a2+iδ)
f(iω+a2+iδ)

-
f'(iω+a1+iδ)
f(iω+a1+iδ)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dω+

 12π∫
a2

a1
If'(ω+iδ)

f(ω+iδ)-f'(ω+ib+iδ)
f(ω+ib+iδ)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dω (12)

引理2 考虑式(2)的f(λ),假设

(1)特征根在平移时不经过C2 和C4;
(2)平移过程中,函数f(λ)在简单闭曲线C

内除有限个极点外解析;
(3)除零点穿过C1 和C3 时,f(λ)在C 上没有

零点且解析.
   

当δ=δ0 时,若式(12)中的Nδ 向下跳变-n~,
即满足

Nδ0+-Nδ0- =-n~ (13)

时,函数f(λ)有且仅有n~ 个虚部为δ0、实部属于

(a1,a2)的特征根.
证明: 当某个特征根向下平移时,特征根与矩形

区域的关系可分为如图4所示的三种情况.
情况1 δ=δ0 时,特征根穿越C3 进入矩形区域

时,矩形内部特征根数目增加n~
 

(n~ 为进入矩形区域

内特征 根 个 数),Nδ 向 上 发 生 不 连 续 跳 变,即

Nδ0+-Nδ0- =n~ .
情况2 δ=δ0 时,特征根穿越C1 离开矩形区域

时,矩形内部特征根数目减少n~,Nδ 向下发生跳

变,即Nδ0+-Nδ0- =-n~ .

图4 特征根平移时与矩形区域的三种关系

Fig.4 Three
 

possible
 

relationships
 

between
 

the
 

characteristic
 

roots
 

(under
 

translation)
 

and
 

the
 

rectangular
 

region

情况3 δ=δ0 时,没有特征根穿越矩形边界,Nδ

不发生跳变,即Nδ0+-Nδ0- =0.
  

结合上述三种情况,n~ 个特征根在δ=δ0 时穿

越C1 当且仅当Nδ 向下发生跳变n~,即满足Nδ0+-

Nδ0- =n~ .
  

不妨假设其中一个特征根为λ0=α+iβ,当特

征根向下平移δ0时,平移后的特征根为λ
~
0=α+i·

(β-δ0),若特征根此时恰好穿越C1,亦即穿越实

轴时,则有β-δ0=0,表明特征根λ0 的虚部为δ0.
同理,如图4所示,当特征根向下平移δ0 穿越C1

时,平移后的特征根为λ
~
0=α+i·(β-δ0),此时有

β-δ0=0

α∈ (a1,a2) (14)
  

由此可得,平移前特征根虚部为δ0,实部属于(a1,

a2).综上,当且仅当有n~ 个虚部为δ0、实部属于

(a1,a2)的特征根时,Nδ 会在δ=δ0处向下发生跳

变n~,即满足Nδ0+-Nδ0- =n~.证明完毕.
  

上述理论将特征根的虚部与定积分值的跳变

联系起来,进而直接求解多时滞系统模态频率.进
一步,本文总结该改进定积分法的具体步骤如下.
步骤一 计算系统的特征函数f(λ),确定要分析

的频率范围,得到矩形区域[a1,a1]×[0,b]·i.
步骤二 向δ∈[0,b]网格化,并按照式(12)计
算Nδ.
步骤三 找到Nδ 向下跳变处对应的δ0,δ0 即为某

阶模态频率的近似值.
注1: 改进定积分法的误差主要由数值积分产

生,表现为Nδ 及其跳变值并非整数.该误差可以

通过对Nδ 取整以避免.
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注2: 实际编程中δ 为离散值,频率的误差严格

小于δ的步长.若步长超过b,可能会遗漏特征根.
注3: 当有两个特征根同时穿越C1 和C3 时,积
分值的跳变为0.但在一般情况下,选取的矩形框

宽度不太可能为两个特征值的频率差,所以其发生

概率很小.实际当中为了规避此情况,可以使用两

组宽度不同的矩形框来进一步减小其概率.

3 数值算例
  

为验证方法的有效性及其在工程问题上的应

用潜力,本节计算了两个工程实例的模态频率,分
别为一维声学管道和时滞减振器.
例1 考虑图5所示的Rijke管,其参数如表1所

示,其中R1 和R2 分别为左右两端反射系数,c为

声速,ρ为气体密度,A 为横截面积,L 表示管长,γ
为比热比,b为放热系数,xq 为热源相对位置,τ为

放热时滞.
  

系统的控制方程为[26]

1
c2
∂2p~

∂t2
-
∂2p~

∂x2=
γ-1
c2

∂
∂t
[q~δ(x-xq)](16)

其中,p 为声压,u 为介质例子振动速度,q~ 为热放

率.根据行波法,式(16)中声压p 和介质粒子振动

速度u 可以表示为前行波和后行波的叠加

p(x,t)=ft-
x
c  +gt+

x
c  

ux,t  =
1
cρ

ft-
x
c  -gt+

x
c  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(17)

结合热源处的能量守恒及力平衡,可得[27]

f+ (t)-R2f+ t-
2(L-xq)

c
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

 R1g- t-
2xq

c  -g- (t)=0

f+ (t)+R2f+ t-
2(L-xq)

c
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

 R1g- t-
2xq

c  +g- (t)-
γ-1
c q~=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(18)

其中,f+为热源右侧的前行波,f-为热源左侧的前

行波,g+为热源右侧的后行波,g-为热源左侧的后

行波.对其进行Laplace变换可得系统特征方程[27]

 (1-e
-
2L
cλ
R1R2)[2Ac2ρ(τλ+1)+γb-b]+

b[e
-
2xq
cλ
R1-e

-
(-2xq+2L

)

c λ
R2](γ-1)=0 (19)

  

代入参数可得系统的特征方程为多时滞方程

 f(λ)=e-0.00717(-0.86λ-449)+0.99λ+

519.22+17.88e-0.00119λ -17.88e-0.00598λ (20)

当系统为如图6所示的简单的一维声学管道

时,b=0,系统的特征方程退化为单时滞方程

f(λ)=-0.416λ+0.36λe-0.00717λ -
 208+180e-0.00717λ (21)

使用本文方法对角频率在5000
 

rad/s以内的

特征根进行求解.设置矩形区域为[-60,30]×[0,

5000]·i,通过式计算矩形区域内特征根个数 Nδ

与平移距离δ的关系,其中Rijke管的计算结果如

图7所示.

图5 Rijke管示意图

Fig.5 Schematic
 

illustration
 

of
 

the
 

Rijke
 

tube

图6 一维声学管道示意图

Fig.6 Schematic
 

illustration
 

of
 

a
 

one-dimensional
 

acoustic
 

duct

表1 Rijke管相关参数

Table
 

1 Relevant
 

parameters
 

of
 

the
 

Rijke
 

tube

参数 数值 单位

R1 -0.93 -

R2 -0.93 -

c 340 m·s-1

ρ 1.2 kg·m-3

A 0.000
 

75 m·s-2

L 1.219 m

γ 1.4 -

b 200 -

xq 0.1665 -

τ 0.002 s
  

图7 Nδ
 随δ的变化

Fig.7 Variation
 

of
 

Nδ
 with

 

respect
 

to
 

δ
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图中 Nδ 共发生10次跳变,其中5次向下跳

变,5次向上.根据步骤三,
 

5次向下跳变代表有特

征根穿越C1 边界,对应的横坐标δ 即为系统的5
个模态频率,结果如表2所示.

表2 Rijke管前5阶模态频率/Hz
Table

 

2 The
 

first
 

five
 

modal
 

frequencies
 

of
 

the
 

Rijke
 

tube/Hz

模态阶数 伽辽金法 本文方法

1 143.10 143.88

2 280.02 280.54

3 418.43 418.78

4 557.64 557.79

5 697.71 697.59
   

同理,可以得到一维声学管道的前5阶模态频

率,结果如表3所示.

表3 一维声学管道前5阶模态频率/Hz
Table

 

3 The
 

first
 

five
 

modal
 

frequencies
 

of
 

the
 

one-dimensional
 

acoustic
 

duct/Hz

模态阶数 伽辽金法 本文方法

1 139.41 139.96

2 278.83 278.97

3 418.25 418.78

4 558.64 558.58

5 697.01 697.59
  

在去掉热源后,系统的前两阶模态频率略微下

降,但下降幅度较小,后三阶几乎不变.这是由于热

源的加入可能会激发或抑制某些模态的振荡,主要

对系统的稳定性产生影响,对模态频率影响较小.
同时,伽辽金法给出的结果和本文方法基本一致.
相较伽辽金法,本文方法使用时滞系统的方法进行

建模和计算,计算相对简单.
例2 考虑图8所示带时滞动力吸振器的系统,其
动力学方程为

max
··
a(t)+cax

·
a(t)+kaxa(t)-cx·(t)-

 kx(t)+gx
·
a(t-τ)=0

mx··(t)+(ca+c)x·(t)+(ka+k)x(t)-

 cax
·
a(t)-kaxa(t)-gx

·
a(t-τ)=f(t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(22)

其中m、ma 为主系统和吸振器的质量,c、ca 为主

系统和吸振器的阻尼,k 和ka 为刚度.相关参数取

值如表4所示.
令外激励和初始条件为

f(t)=0.1sin15t
xa(t)=x(t)=0.001

x·a(t)=x·(t)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (23)

图8 带时滞动力吸振器的单自由度减振系统

Fig.8 A
 

single-degree-of-freedom
 

system
 

with
 

a
 

time-delayed
 

vibration
 

absorber

表4 减振器相关参数

Table
 

4 Relevant
 

parameters
 

of
 

the
 

damper

参数 数值 单位

ma 0.1 kg

c 2.0 kg·s-1

ca 0.2 kg·s-1

k 100 N·m-1

ka 10 N·m-1

τ 0.12026 s

g 0.857 N·m-1

可得系统时域响应如图9所示,系统响应是稳

定的,且存在明显的拍现象,说明某阶模态频率与

外激励频率接近.
  

接下来使用本文方法对该模态频率进行求解.
系统的特征方程为

 p(λ)=(0.857λ3+1.714λ2+85.7λ)e-0.12026λ+
0.1λ4+0.42λ3+21.4λ2+40λ+1000 (24)

  

由图9可得,系统稳定且衰减率很低,因此选择

在靠近虚轴的区域内搜索,设置矩形区域为[-1,

0]×[0,25]×i.通过式(12)可得矩形区域内特征根

个数Nδ 与平移距离δ的关系如图10所示.
图中 Nδ 共发生2次跳变,其中1次向下跳

变,1次向上.根据步骤三,
 

向下跳变对应的横坐标

约δ为15.57,此即为系统的模态角频率.该模态

角频率与外激励角频率15
 

rad/s接近,这验证了前

述关于拍现象产生原因的分析.
   

需要注意的是,本算例中响应中与外激励相等

的频率成分15
 

rad/s,无法通过本文方法求解,而
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且需要借助快速傅里叶变换等方法.

图9 减振系统的时域响应

Fig.9 Time-domain
 

response
 

of
 

the
 

main
 

system
 

of
 

Eq.(2)

图10 减振系统中的Nδ
 随δ的变化

Fig.10 Variation
 

of
 

Nδ
 with

 

respect
 

to
 

δ
 

for
 

Eq.(2)

4 结论
  

本文结合辐角原理,提出了一种直接计算时滞

系统模态频率的改进定积分法.首先说明使用经典

定积分法的无穷大半圆积分路径,在特征根复平面

内上下平移的过程中,积分值不会在模态频率处发

生跳变.因此该积分路径不适用于直接计算时滞系

统模态频率.而改进的定积分法,使用新的积分路

径,结合特征根上下平移解决了积分值跳变问题.
该方法编程简便,效率较高,且作为一种半解析的

方法,不易遗漏特征根.本文分别以声学管道和吸

振器系统为例,计算了两类系统的模态频率,验证

了本文方法有效性和适用性.
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