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小推力捕获轨道的最大双曲剩余速度分析*

武迪 张楠 蒋方华† 宝音贺西
(清华大学

 

航天航空学院,
 

北京 100084)

摘要 针对捕获轨道设计中小推力捕获问题,考虑推力幅值的限制,分析了实现捕获的最大双曲剩余速度,

即航天器进入目标天体影响球时的最大速度,从而使得航天器在小推力作用下能够被捕获于具有给定半长

轴的目标环绕轨道.首先,建立了求解最大剩余速度的轨迹优化模型,并采用间接法将最优控制问题转化为

两点边值问题进行求解,分析了协态变量特性并将两点边值问题建模为以目标环绕轨道偏心率和真近点角

为变量的非线性方程.其次,以火星捕获为例,揭示了最大剩余速度随推力加速度幅值、捕获时间和环绕轨

道半长轴变化的规律,分析了捕获时间的上下限及其对应的最优控制,给出了航天器进入影响球并捕获至

目标环绕轨道的多圈最优轨迹.最后,总结了最大双曲剩余速度分析在任务设计中的应用与未来的研究

展望.
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引言
  

近年来,深空探测蓬勃发展,月球、各大行星及

其卫星探测对探究太阳系形成与演化、探索生命起

源、利用地外资源等具有重大意义,是当前空间探

测的一大热点.轨道设计是空间探测任务设计的重

要部分,而捕获轨道的设计则是实现高效环绕、着

陆探测的前提条件,关乎任务成败[1].传统化学推

进系统的推力大,开机时间短,可以先用瞬时脉冲

近似处理,再用有限推力模型精细设计.相较之下,

连续推进系统(如电推进系统、太阳帆等)具有比冲

高、省燃料的优势,但推力幅值小,需要长时间的开

机作用才能产生所需的速度增量[2,3].连续小推力

作用下的捕获轨道设计有待进一步研究.
一般情况下,在近星点附近制动效率高,可以

快速降低轨道能量实现捕获,例如,“伽利略”号探

测器经过一次近木点减速制动即可捕获至大椭圆

轨道,所需速度增量约为630
 

m/s[4].考虑有限推

力,捕获制动可以看作有限时间的推力弧段,并采

用惯性定向、匀角速率、沿速度反向等[5]捕获策略

实现,由于化学推进系统的推力大,最终捕获轨迹

与脉冲设计结果近似一致[6,7].若考虑多天体系统

中的低能量转移轨道,可以应用弱稳定边界理论实

现弹道捕获设计[8],这一方法在 Hiten任务中得到

了应用与验证.Howell等[9]采用李雅普诺夫指数

图分析了多天体系统中的逃逸与捕获规律.上述方

法主要针对传统化学推进系统的捕获轨道设计,长
时间连续小推力作用下的捕获轨道具有不同特性:

一是由于推力幅值远小于化学推进,可能需要多圈

多弧段的开机才能到达目标轨道,无法视为脉冲处

理;二是作用时间长、最优控制规律未知,难以利用

传统弹道捕获理论直接分析.
  

直接法、间接法和混合法是求解连续小推力轨

迹优化问题的几类主要方法[10].Casalino等[11]将

小推力地球捕获分为影响球至高轨的接近段和高

轨到低轨的转移段,采用间接法分析了给定推力下

的最大双曲剩余速度(超过该速度则无法实现捕

获),但该分析基于Edelbaum方法估计的转移结

果且局限于圆目标轨道.Gao[12]基于轨道平均化模

型下的给定控制律和多段轨迹拼接讨论了含逃逸

与捕获段的地火转移优化问题;Topputo等[13]求

解了给定控制律下的小推力火星捕获和脉冲弹道

逃逸相结合的地火转移问题.但上述研究均人为预

设了捕获阶段的推力控制律,仅能得到次优的近似

结果.彭坤等[14]基于混合法和轨道逆推思路求解

了月球小推力捕获轨道,但未进一步分析实现小推

力捕获的临界情况.通常,电推进的推力幅值远小

于目标捕获轨道上的中心天体引力,需要多圈减速

才能到达目标轨道;另一方面,推力幅值在捕获过

程的第一圈或前几圈部分弧段可能与引力相当,最
优控制规律难以估计.因此,有必要建立捕获全过

程的轨迹优化模型,分析能够捕获的最大双曲剩余

速度及其对应的最优控制规律.
  

本文建立了最大化双曲剩余速度的小推力捕

获轨迹优化模型并推导了最优控制的一阶必要条

件.通过分析协态变量的特性,提出了以目标轨道

偏心率和真近点角为打靶变量的逆向积分打靶求

解方法.以火星捕获为例,探讨了不同推力幅值、捕
获时间下的最大双曲剩余速度,从而为能否实现小

推力捕获提供了判断标准,分析了末端轨道偏心率

与真近点角分布,给出了最优的捕获轨迹与控制规

律.在此基础上,进一步分析了不同目标捕获轨道

半长轴情况下的最大双曲剩余速度并探讨了各个

关键参数的影响规律,从而为小推力捕获的目标轨

道选择与参数设计提供参考.

1 最大双曲剩余速度的轨迹优化模型
  

考虑采用太阳能电推进系统的航天器以双曲

剩余速度v∞进入探测天体的影响球,电推进系统

开机工作,航天器在中心引力和推力作用下最终捕

获至环绕轨道.通常,捕获过程的时间较短,不妨设

航天器与太阳的距离基本不变,电推进系统提供的

推力近似为常数;电推进系统比冲高,短时间的燃

料消耗相比航天器的质量可忽略不计,航天器的最

大推力加速度为常数amax.为评估连续小推力能够

实现捕获的最大双曲剩余速度,最终环绕轨道应与

双曲剩余速度共面,因此采用如下平面极坐标描述

航天器的动力学方程[15]:

r·=vr

θ
·
=
vθ

r

v·r =-μ-rv2
θ

r2
+ar

v·θ =-
vrvθ

r +aθ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)
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其中[r,θ,vr,vθ]T 表示航天器的位置速度,μ 为探

测天体的引力常数,a=[ar,aθ]T 为电推进系统提

供的推力加速度,沿径向和横向分解,其幅值满足

约束‖a‖≤amax.
  

航天器在初始t0 时刻位于影响球边界处,初

始速度为v∞=[v∞cosα,v∞sinα]T,其中α∈[π/2,

3π/2]为双曲剩余速度与径向的夹角,该角度可以

通过航天器进入影响球前的轨道修正进行调整.捕
获轨道设计的末端约束为使航天器到达给定半长

轴的椭圆环绕轨道,即

1
2
[v2

r(tf)+v2
θ(tf)]- μ

r(tf)
=-μ
2a

(2)

其中tf为末端时刻,a 为给定的椭圆轨道半长轴.
轨迹优化目标为最小化

J=-
1
2λ0v2

∞ =-
λ0

2
[v2

r(t0)+v2
θ(t0)] (3)

即最大化双曲剩余速度的大小,其中λ0 取任意正

数,不影响实际优化指标.
  

由于轨迹优化问题的性能指标、初末状态约束

均与航天器的状态θ无关,求解时无需考虑此量.
为分析捕获过程的最优控制律并采用间接法求解

得到最优控制,引入协态变量λ=[λr,λvr,λvθ]T,

建立系统的哈密顿函数为

H=λrvr+λvr(-μ
-rv2θ
r2

+ar)+λvθ(-
vrvθ

r +aθ)

(4)

为最小化哈密顿函数,推力加速度应取为

ar =-
λvramax

λ2
vr +λ2

vθ

,
 

aθ =-
λvθamax

λ2
vr +λ2

vθ

(5)

通过对哈密顿函数求偏导,可得欧拉-拉格朗

日方程为

λ
·
r =-

∂H
∂r =

rvθ(λvrvθ -vrλvθ)-2μλvr

r3

λ
·
vr =-

∂H
∂vr

=
vθλvθ

r -λr

λ
·
vθ =-

∂H
∂vθ

=
vrλvθ -2vθλvr

r

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)

式(1)和(6)为常微分方程组,若已知初始状态和协

态,则可以通过式(5)得到最优控制,并积分到末端

时刻得到末端状态和协态.
  

根据初末状态约束和性能指标可以推导得到

横截条件分别为:

λvr(t0)=λ0vr(t0),λvθ(t0)=λ0vθ(t0) (7)

λr(tf)=
χμ

r2(tf)
,λvr(tf)=χvr(tf),

λvθ(tf)=χvθ(tf) (8)
其中χ 为待定系数,可以通过整理式(8)得到两个

方程.若设λ0=1,初始时刻的位置协态和速度分

量的值分别为λr(t0)、vr(t0)和vθ(t0),初始位置

r=r0 为影响球半径,初始速度协态由式(7)给出,

打靶变量应为z=[λr(t0),vr(t0),vθ(t0)]T,末端

打靶方程为式(2)和(8).至此,轨迹优化最优控制

问题被转化为两点边值问题,可以通过求解3个变

量的非线性打靶方程得到最优控制.非线性方程的

求解依赖于良好的初值设计,可以采用智能优化或

随机猜测估计等方法提供初值[16,17].
  

进一步分析可以发现,协态变量的幅值不影响

最优控制律、欧拉拉格朗日方程的形式,仅改变公

式(7)和(8)中的系数λ0 和χ 的取值.为避免求解

无实际物理意义的打靶变量,本文采用从末端逆向

积分打靶求解的方法.首先,不妨设协态变量的幅

值可以恰好使待定系数χ=1,末端的协态可以根

据式(8)得到,末端的位置速度可以通过椭圆轨道

的偏心率e和真近点角f 得到:

r(tf)=
a(1-e2)
1+ecosf

vr(tf)=esinf μ
a(1-e2)

vθ(tf)=(1+ecosf) μ
a(1-e2)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(9)

因此,打靶变量可以设置为z=[e,f]T,通过

式(9)和(8)分别得到末端的状态和协态,积分到初

始时刻得到初始状态和协态,打靶方程为

Φ(z)=

r(t0)-r0
vr(t0)λvθ(t0)

-vθ(t0)λvr(t0)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =0 (10)

通过上述方法,打靶变量具有明确的物理意义

和取值范围,非线性打靶方程的维度降低为2,更
易于数值求解.

2 火星捕获最大剩余速度分析
  

以火星探测为例,本节探究航天器到达火星时

可以实现小推力捕获的最大双曲剩余速度及其最

优捕 获 控 制 律.火 星 的 引 力 常 数 μ 取 值 为

42
 

828.376
 

km3/s2,火星的半径取为3396.000
 

km,

12
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影响球半径取为5.77×105
 

km,捕获后环绕轨道

的半长轴设为5.0×104
 

km.在仿真计算中,通过

归一化方法将火星半径和火星引力常数归一化到

单位1,单位时间为956.28
 

s.使用C++编程调用

Minpack-1工具包[18]打靶求解式(10),打靶变量偏

心率范围为[0,1),真近点角范围为[0,2π],打靶迭

代收敛的判据为打靶方程的残差小于1.0×10-7.
  

测试不同推力加速度和不同捕获时间下的最

大双曲剩余速度,推力加速度取值为0.4、0.6、0.8
 

mm/s2.捕获时间存在最短时间,当捕获时间设置

小于最短时间时,无法求解打靶方程;当捕获时间

设置过长时,存在航天器进入影响球后飞出影响球

并再次重新进入的情况,在此予以剔除.针对任一

推力加速度取值,首先采用随机猜测初值的方法求

解得到某一适中捕获时间下的解,然后逐步增大或

减小时间,并用上一个收敛的结果作为此次求解的

打靶初值,若该初值可以收敛,则继续求解下一个

捕获时间情况;若无法收敛,则仍采用随机猜测求

解,直至随机猜测1000次仍无法收敛则认为违反

了最短捕获时间.
  

最大双曲剩余速度仿真结果如图1所示,随着

推力的增大、捕获时间的增长,最大双曲剩余速度

逐渐增大,最大值约为1.4
 

km/s(此时amax=

0.8
 

mm/s2).这一数值结果表明将连续小推力地

火转移建模为交会(相对速度接近0)是有问题的,

应结合捕获段一同优化分析.相比而言,传统化学

推进捕获的双曲剩余速度约为4.0
 

km/s[17],两种

推进方式呈现明显的差异.三种不同推力加速度

下,最 短 捕 获 时 间 Tmin 依 次 为 24.09、17.44、

14.44
 

d;捕 获 时 间 最 长 Tmax 可 设 置 为52.58、

42.0、36.78
 

d.若考虑有效排气速度在40.0
 

km/s

图1 最大双曲剩余速度随推力加速度和捕获时间变化规律图
Fig.1 The

 

maximum
 

hyperbolic
 

excess
 

velocity
 

with
 

respect
 

to
 

the
 

thrust
 

acceleration
 

and
 

capture
 

time

的电推进系统[18],则最长捕获时间下燃料消耗占

总质量的比重依次为4.44%、5.30%、6.16%,因
此假设捕获过程中燃料消耗相比航天器的质量可

忽略不计是合理的.
  

针对上述结果,进一步分析打靶变量,即末端

环绕轨道的偏心率和真近点角,如图2所示.可以

发现,最大双曲剩余速度下小推力捕获的末端轨道

为大椭圆轨道,偏心率均在0.3以上,偏心率大于

0.92时,近星点过低,需考虑近星点高度约束重新

计算.末端真近点角与捕获时间设置有关,捕获时

间较长 时,末 端 位 置 在 远 星 点 附 近.当 amax=

0.6
 

mm/s2 时,末端偏心率和真近点角存在突变,

这是由捕获过程的圈数随捕获时间改变所导致的.
如图3所示,部分情况下末端极角θf∈[2π,4π],其
余情况下θf∈[4π,6π],随着推力加速度的减小和

捕获时间的增长,圈数逐渐增多.在给定的几种推

力下,在2~3圈内即可实现捕获.
当amax=0.6

 

mm/s2,T=20、35
 

d对应的捕获

轨迹与最优控制律如图4所示,其中β为最优推力

加速度与速度方向的夹角.两种情况下,最优的双

曲剩余速度与径向的夹角α不同,捕获轨迹的圈数

与末端偏心率也不同.当捕获时间较短时,最优加

图2 末端偏心率和真近点角随推力加速度和捕获时间变化规律图
Fig.2 The

 

final
 

eccentricity
 

and
 

true
 

anomaly
 

for
 

different
 

thrust
 

acceleration
 

and
 

capture
 

time

22



第6期 武迪等:小推力捕获轨道的最大双曲剩余速度分析

图3 极角随推力加速度和捕获时间变化规律图(θ0=0)
Fig.3 The

 

final
 

angular
 

position
 

for
 

different
 

thrust
 

acceleration
 

and
 

capture
 

time(θ0=0)

图4 捕获轨迹与捕获过程中推力与速度方向夹角

Fig.4 Capture
 

trajectories
 

and
 

histories
 

of
 

thrust
 

acceleration
 

direction

速度方向基本和速度方向反向,提供减速;而当捕

获时间较长时,航天器存在短暂的加速弧段以保证

整体轨迹的最优性.

3 不同情况下的火星捕获最大剩余速度
  

针对给定的航天器加速度amax=0.4
 

mm/s2,

本节进一步分析取不同的捕获环绕轨道半长轴和

捕获时间时的最大双曲剩余速度特性.将环绕轨道

半长轴在[2,10]×104
 

km之间以500
 

km为步长

离散,依次求解各个半长轴下的最短捕获和最长捕

获时间,在两个时间之间以0.2
 

d为步长离散求解

各个捕获时间设置下的最大双曲剩余速度,最终结

果如图5所示.随着捕获半长轴的减小,最短和最

长捕获时间均逐渐增大,航天器需要飞行更多的圈

数才能实现捕获进入目标环绕轨道.此外,各个情

况下的最大双曲剩余速度均在1.0
 

km/s左右.该
速度主要取决于航天器的最大推力加速度,当双曲

剩余速度大于该速度时,航天器无法在第一圈内捕

获并会再次飞出影响球.

图5 不同捕获半长轴和时间下的最大双曲剩余速度

Fig.5 The
 

maximum
 

hyperbolic
 

excess
 

velocity
 

with
 

different
 

target
 

semi-major
 

axis
 

and
 

capture
 

time

数值仿真表明,小推力捕获任务设计的主要参

数是航天器的最大推力加速度,该参数直接限制了

可行的最大双曲剩余速度.在此基础上,捕获环绕

轨道的半长轴和捕获时间设计相互制约,同一双曲

剩余速度下,捕获环绕轨道的半长轴越小,所需的

捕获时间越长.长时间的捕获过程需要多圈实现,
例如,当a=2×104

 

km、T=60
 

d时,最优轨迹的

圈数为12圈,最终环绕轨道偏心率为e=0.3,捕
获过程中的最优轨迹与最优控制律如图6所示.可
以看出,捕获轨迹的第一圈仍包含加速弧段,并经

过多圈减速进入最终环绕轨道.

图6 多圈情况下的捕获轨迹与捕获过程中推力
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与速度方向的夹角

Fig.6 Multi-revolution
 

capture
 

trajectory
 

and
 

thrust
 

acceleration
 

direction

4 总结与展望
  

本文分析了连续小推力捕获中的最大双曲剩

余速度,建立了求解最大剩余速度的轨迹优化模

型,并以火星捕获为例探讨了不同推力加速度幅

值、捕获时间、环绕轨道半长轴情况下的剩余速度

最大值及相应的最优控制规律.受限于电推进较小

的推力幅值,当航天器以更大的剩余速度进入影响

球时,无法在第一圈内获得足够的减速并会再次飞

出影响球.本文发现尽管调节捕获时间和环绕轨道

半长轴可以提升最大剩余速度,但推力加速度幅值

是影响其上限的主要参数.当捕获时间较短时,最
优推力加速度方向基本和速度方向相反,以实现尽

快捕获;当捕获时间较长时,存在同向的弧段,从而

提升整体的捕获性能.
  

本文提供了一种小推力捕获轨道设计分析方

法,能够判定给定参数条件下小推力捕获的可实现

性,为进一步求解给定目标下的最优转移与捕获轨

道奠定基础.考虑到实际任务中的飞行高度约束、
大气减速作用[19]以及推力方向约束,有待进一步

研究以提升本文方法适用性.
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