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摘要 在尽量宽的激励参数范围内实现能量传递的非互易性,尤其是强非互易性,有助于非互易器件更好

地发挥作用.研究了双稳态元件对能量传递模式的影响及其对非互易性的调控作用.首先,建立了由线性刚

度元件、立方刚度元件和双稳态元件所组成系统的动力学方程,运用复变量平均法与最小二乘法得到系统

的半解析解,再运用龙格库塔法获得系统的数值解,通过比较半解析和数值解,验证了分析过程的正确性.
在此基础上,分析了简谐激励条件下系统的非互易性特征,以及激励振幅的影响.研究结果显示,无论非线

性系统是否包含双稳态元件,均会经历从互易状态到非互易状态,再回归互易状态的转变过程,但两者的非

互易特征存在较大差异.此外,当双稳态系统具有合适的负刚度时,可以有效降低系统进入非互易性区间所

需的激励振幅临界点.
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Abstract The
 

non-reciprocity
 

of
 

energy
 

transfer,
 

particularly
 

strong
 

non-reciprocity,
 

achieved
 

within
 

a
 

wider
 

range
 

of
 

excitation
 

parameters,
 

can
 

enhance
 

the
 

performance
 

of
 

non-reciprocal
 

devices.
 

The
 

influ-
ences

 

of
 

bistable
 

elements
 

on
 

the
 

energy
 

transfer
 

mode
 

and
 

the
 

modulation
 

of
 

non-reciprocity
 

are
 

investi-
gated.

 

Initially,
 

the
 

dynamic
 

equation
 

for
 

a
 

system
 

incorporating
 

linear
 

stiffness,
 

cubic
 

stiffness,
 

and
 

bi-
stable

 

components
 

is
 

derived.
 

The
 

semi-analytical
 

solutions
 

for
 

this
 

system
 

are
 

obtained
 

using
 

the
 

com-
plexification-averaging

 

and
 

least
 

square
 

methods.
 

The
 

numerical
 

solutions
 

are
 

obtained
 

via
 

the
 

Runge-
Kutta

 

method.
 

Then,
 

the
 

accuracy
 

of
 

the
 

analysis
 

procedure
 

is
 

confirmed
 

through
 

a
 

comparison
 

of
 

semi-
analytical

 

and
 

numerical
 

solutions.
 

Building
 

on
 

this,
 

the
 

non-reciprocal
 

characteristics
 

of
 

the
 

system
 

un-
der

 

harmonic
 

excitation
 

and
 

the
 

effects
 

of
 

excitation
 

amplitude
 

are
 

analyzed.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

re-
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gardless
 

of
 

the
 

presence
 

of
 

the
 

bistable
 

component,
 

the
 

nonlinear
 

system
 

undergoes
 

a
 

transition
 

from
 

the
 

reciprocal
 

to
 

a
 

non-reciprocal
 

state
 

and
 

then
 

back
 

to
 

the
 

reciprocal
 

state.
 

However,
 

the
 

bistable
 

compo-
nent

 

significantly
 

alters
 

the
 

non-reciprocal
 

characteristics.
 

Furthermore,
 

it
 

is
 

found
 

that
 

an
 

appropriate
 

negative
 

stiffness
 

in
 

the
 

bistable
 

system
 

can
 

effectively
 

decrease
 

the
 

excitation
 

amplitude
 

threshold
 

for
 

ac-
tivating

 

the
 

non-reciprocal
 

state.
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引言
  

非互易性的概念最早在光学领域被广泛研究,
随后也在电磁学和微波技术中被广泛应用[1].非互

易性是指波在某一方向上可实现无障碍传输,而在

与之相反的方向上则基本无法进行传输的现象.例
如,在微波电路中,非互易性器件包括隔离器、环行

器等,这些器件的设计和工作原理都基于非互易性

的物理机制,从而能够实现微波信号的单向传输,
在各种微波系统中发挥重要作用.随着科技的不断

发展,非互易性概念也在材料科学中得到了拓展.
通过设计和制备非互易性材料,就能实现单向导

热、导电等功能,发挥整流和隔离作用.因此,如何

更好地实现能量传递的非互易性,引起了众多学者

的兴趣.目前,实现声波非互易性的方法主要分为

三类:引入时变动态分量、基于磁弹性相互作用机

制以及利用材料的非线性特性[2].
首先,引入动态分量主要是指通过动态变化的

参数或结构来打破系统的静态对称性,从而实现声

波的非互易性传输.例如,Zhu等[3]通过时空调制

的薄膜结构,成功实现了声波的非互易传输;Wu
等[4]利用时空调制的弹簧-质量振荡器实现表面

波非互易传输及单向模式转换,并通过理论和数值

模拟验证了这一特性.此外,Li等[5]研究了初始应

力对非线性弹性波超材料中弹性波传播特性的影

响,实现了可调的非互易传输.Marconi等[6]利用

时空调制的压电阵列来打破时间反演对称性,实现

了非互易传输,并通过观测方向带隙验证了因时不

变性破坏而导致的非互易行为.Cao等[7]利用时空

调制的超材料,成功实现了基本反对称Lamb波的

单向传播特性,并在实验中验证了其高效性.Fang
等[8]结合实验和理论,证明了在非对称平面旋转系

统中,通过调节弹性连杆的预拉伸可以实现非互易

的动态响应,这种响应打破了系统的对称性,实现

了声波的非互易传播.
  

其次,通过磁性材料与弹性介质之间的相互作

用也能实现声波非互易性.例如,Chen等[9]通过引

入外加静磁场的方式,在周期系统中产生了有效的

弹性波二极管效应,成功实现了一维线性磁弹性声

子晶体板中的弹性波非互易传输.Verba等[10]从

理论上分析了同时具有磁弹性相互作用和Dzya-

loshinskii-Moriya相互作用的多层表面声波的非

互易性传播.Verba等[11]进一步提出了一种多层

系统,该系统通过增强磁弹性耦合,扩大了非互易

性的工作频段,成功在更宽的频率范围内实现了声

波的非互易性,为实际应用提供了更大的灵活性.

Luo等[12]通过在一维磁弹性声子晶体板中调节静

磁场的大小和弹性波的入射角,实现了可调的非互

易弹性波传播.Ushii等[13]利用表面声波(SAW)

与磁异质结构内自旋波的磁弹间相互作用,在微波

频段实现了表面声波的单向传播特性.王祥宇

等[14]通过非线性能量阱和超磁致伸缩材料的结

合,实现了在气动力激励下的振动控制与能量采

集.此外,Küss等[15]利用合成反铁磁结构实现了

非互易的磁声波传播,揭示了磁弹性耦合对声波传

播的调控作用.
  

最后,还可以利用非线性材料的特性来打破系

统的对称性,从而实现声波的单向传输.例如,程建

春等[16]率先提出了声二极管的理论模型,通过材

料的非线性效应实现了声二极管效应,后又通过实

验验证了声波整流的可行性,为往后研究提供了关

键的理论基础和实验参考[17].Mojahed等[18]研究

了声波在耗散非线性晶格中的非互易性,证明非线

性晶格中的非互易性可以通过系统的非线性特性

和结构的不对称性来实现.Wang等[19]构建了具有

局部非线性和不对称性的波导结构,利用非线性效

应和结构的弱耦合特性,使声波在特定条件下能够
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实现单向传输或频率转换.宁文龙等[20]对带有非

线性能量阱和磁流变阻尼器的弹性支撑梁进行了

振动控制及能量采集研究,通过合理设计能量阱和

阻尼器的参数,有效地实现了振动能量的单向传递

和采集.Shao等[21]通过非线性parity-time(PT)对称

系统的设计,实现了微波频段的声波的非互易传输.

Fang等[22]提出了一个双向弹性二极管模型,该模型

通过设计具有增强共振非线性的弹性超材料,实现

了正向和反向弹性波的整流功能,不仅保留了声波

的原始频率,还显著提高了前向传输效率,在低频和

小尺寸条件下展现出优异的非互易特性.
  

以上众多学者已经从不同角度提出了多种实

现声波非互易性的方法,这些方法在实现声波非互

易性方面又各有优势,这为声学器件的设计与应用

提供了丰富的理论基础和实践指导.然而,尽管已

有众多研究取得了显著进展,非线性系统中能量传

递的机制以及非互易性行为的调控仍有许多问题

值得深入探索.因此,如何进一步提升非互易器件

的性能并拓展其应用范围,也成为当前亟须解决的

关键问题.
  

本文通过研究纯非线性系统以及基于该系统

引入双稳态元件后的系统的非线性能量传递模式,

分析简谐激励作用下各系统的非互易性以及不同

激励幅值的影响,探索双稳态元件对能量传递模式

的影响及其对非互易性的调节作用.

1 动力学方程
  

图1为由线性刚度、立方刚度以及双稳态元件

组成的非线性系统,简谐激励分别作用在最左和最

右侧的振子上.其中m1、k、λ分别为两侧振子的质

量、刚度和阻尼,并且两者的所有参数完全相同.
m2、m3 分别为中间两振子的质量,kn、λn(n=1~
3)为中间振子的立方刚度系数和线性阻尼系数,

k3L 为双稳态系统中为第三个振子引入的负刚度数

值,f1sinΩt和f2sinΩt分别为施加在左右两侧振

子上的简谐激励,fn(n=1,2)和Ω 则分别为激励

幅值和频率.
  

系统中间的两个非线性振子可以被认为是一

个用于构建非互易能量传递的界面,该界面两侧可

以连接任意自由度的振子.本文中,为了便于解析

分析,界面两侧仅各连接了一个线性振子.

图1 非线性系统的力学模型

Fig.1 Mechanical
 

model
 

of
 

a
 

nonlinear
 

system
  

四自由度系统的动力学方程可表示为:

m1x
··
1+kx1+λx·1+k1(x1-x2)3+

 λ1(x
·
1-x·2)=f1sin(Ωt) (1a)

m2x
··
2+k1 x2-x1  3+λ1 x·2-x·1  +

 k2 x2-x3  3+λ2 x·2-x·3  =0 (1b)

m3x
··
3+k2(x3-x2)3+λ2(x

·
3-x·2)+k3L(x3-

 x4)+k3(x3-x4)3+λ3(x
·
3-x·4)=0

(1c)

m1x
··
4+k3L(x4-x3)+k3(x4-x3)3+λ3(x

·
4-

 x·3)+kx4+λx·4=-f2sin(Ωt) (1d)

引入无量纲系数:

εn =
mn+1

m1
、t

~
=

k1
m1

t、λ
~
=

λ
k1m1

、

k
~
n =

kn

k1
、f

~
=f
k1
、Ω􀮨=

m1

k1
Ω .

可以得到如下无量纲方程:

x··1+λ
~
x·1+x1+λ

~
1(x
·
1-x·2)+k

~
1(x1-x2)3

 =f
~
1sin(Ω

~
t
~) (2a)

ε1x
··
2+λ

~
1(x

·
2-x·1)+k

~
1(x2-x1)3+

 λ
~
2(x

·
2-x·3)+k

~
2(x2-x3)3=0 (2b)

ε2x
··
3+λ

~
2(x

·
3-x·2)+k

~
2(x3-x2)3+λ

~
3(x

·
3-

 x·4)+k
~
3L(x3-x4)+k

~
3(x3-x4)3=0

(2c)

x··4+λ
~
3(x

·
4-x·3)+k

~
3L(x4-x3)+

 k
~
3(x4-x3)3+λ

~
x·4+x4=-f

~
2sin(Ω􀮨t

~)

(2d)

  

为了表述方便,波浪号将在后面的分析中移

除.并利用复变量平均法推导该系统的慢变方程.
首先,引入以下变换:

x·j +iΩxj =ϕj(t)eiΩt,x
·
j -iΩxj

 =ϕ
-
j(t)e-iΩt,

 

j=1~4  (3)

其中ϕj(t)与ϕ
-
j(t)互为共轭复数,i为虚数符号,

由式(3)可得:
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xj =ϕj(t)eiΩt-ϕ
-
j(t)e-iΩt

2iΩ
(4a)

x·j =ϕj(t)eiΩt+ϕ
-
j(t)e-iΩt

2
(4b)

x··j=ϕ
·

j(t)eiΩt+iΩϕj(t)eiΩt+ϕ
-
·

j(t)e-iΩt-iΩϕ
-
j(t)e-iΩt

2
,

   j=1~4  (4c)

将式(4)代入式(2)中,保留其慢变部分,可得:

ϕ
·

1+iΩϕ1+ϕ1

iΩ+λϕ1+λ1(ϕ1-ϕ2)+

 
3k1(ϕ1-ϕ2)2(ϕ

-
1-ϕ

-
2)

4iΩ3 =
f1

i
(5a)

 

ε1(ϕ
·

2+iΩϕ2)+
3k1(ϕ2-ϕ1)2(ϕ

-
2-ϕ

-
1)

4iΩ3 +

 λ1(ϕ2-ϕ1)+
3k2(ϕ2-ϕ3)2(ϕ

-
2-ϕ

-
3)

4iΩ3 +

 λ2(ϕ2-ϕ3)=0 (5b)

ε2(ϕ
·

3+iΩϕ3)+
3k2(ϕ3-ϕ2)2(ϕ

-
3-ϕ

-
2)

4iΩ3 +

 λ2(ϕ3-ϕ2)+k3Lϕ
3-ϕ2

iΩ +

 
3k3(ϕ3-ϕ4)2(ϕ

-
3-ϕ

-
4)

4iΩ3 +λ3(ϕ3-ϕ4)=0

(5c)

ϕ
·

4+iΩϕ4+k3Lϕ
4-ϕ3

iΩ +

 
3k3(ϕ4-ϕ3)2(ϕ

-
4-ϕ

-
3)

4iΩ3 +λ3(ϕ4-ϕ3)+

 ϕ4

iΩ+λϕ4=-
f2

i
 

(5d)
     

令ϕ1=a1+b1i,ϕ2=a2+b2i,ϕ3=a3+b3i,ϕ4=

a4+b4i,分离虚部和实部,可得:

a·1=b1Ω-
b1
Ω -λa1-λ1(a1-a2)-

 
3k1(b1-b2)[(a1-a2)2+(b1-b2)2]

4Ω3
(6a)

  

b
·

1=-a1Ω+
a1

Ω -λb1-λ1(b1-b2)-f1+

 
3k1(a1-a2)[(a1-a2)2+(b1-b2)2]

4Ω3
(6b)

a·2=b2Ω-
3k1(b2-b1)[(a2-a1)2+(b2-b1)2]

4Ω3ε1
-

 
3k2(b2-b3)[(a2-a3)2+(b2-b3)2]

4Ω3ε1
-

 
λ1(a2-a1)

ε1
-
λ2(a2-a3)

ε1
(6c)

    

b
·

2=
3k2(a2-a1)[(a2-a1)2+(b2-b1)2]

4Ω3ε2
+

 
3k3(a2-a3)[(a2-a3)2+(b2-b3)2]

4Ω3ε1
-

 
λ1(b2-b1)

ε1
-a2Ω-

λ2(b2-b3)
ε1

(6d)

a·3=b3Ω-
3k2(b3-b2)[(a3-a2)2+(b3-b2)2]

4Ω3ε2
-

 
3k3(b3-b4)[(a3-a4)2+(b3-b4)2]

4Ω3ε2
-

 
λ2(a3-a2)

ε2
-
λ3(a3-a4)

ε2
-
k3L(b3-b4)

Ωε2
(6e)

b
·

3=
3k2(a3-a2)[(a3-a2)2+(b3-b2)2]

4Ω3ε2
-

 a3Ω-
λ2(b3-b2)

ε2
-
λ3(b3-b4)

ε2
+
k3L(a3-a4)

Ωε2
+

 
3k3(a3-a4)[(a3-a4)2+(b3-b4)2]

4Ω3ε2
(6f)

a·4=b4Ω-λ3(a4-a3)-
b4
Ω -λa4-

k3L(a3-a4)
Ω -

 
3k3(b4-b3)[(a4-a3)2+(b4-b3)2]

4Ω3
(6g)

b
·

4=
3k3(a4-a3)[(a4-a3)2+(b4-b3)2]

4Ω3 -

 λ3(b4-b3)+
a4
Ω -λb4+f2-a4Ω+

k3L(a4-a3)
Ω
(6h)

       

令a·n=0,b
·

n=0(n=1~4),四个振子在稳态响应

下的振幅可以表示为[23]:An = a2
n +b2n/Ω .后续

分析中,所有的参数均为无量纲参数,其中两侧线

性振子的参数分别为k=1、λ=0.02,中间振子的

弹簧刚度以及阻尼系数均满足比例关系[24],即

kn+1/kn =0.5,λn+1/λn =0.5(n=1,2),且k1=0.6
和λ1=0.01.

2 能量传递分析

2.1 纯非线性系统能量传递分析
  

当方程(6)等号左侧为0时,可得到系统的稳

78



动 力 学 与 控 制 学 报 2026年第24卷

态响应方程.在 Matlab软件中使用基于最小二乘

法的代码对稳态响应方程进行求解,并利用龙格库

塔法直接对动力学方程(2)进行数值计算.
  

分别激励左右两侧线性振子,将龙格库塔法得

到的对侧振子的数值结果与基于最小二乘法得到

的半解析结果进行比较,两种求解方式得到的结果

吻合较好,从而验证了分析过程的正确性,如图2
和图3所示.图2为f1,2=0.005时,输出振子的频

率响应(将受激励的线性振子定义为输入振子,将
对侧线性振子定义为输出振子).图中,横坐标表示

激励频率,纵坐标表示输出振子的振幅.当激励幅

值增加至0.005时,在共振峰附近,激励右侧振子

时左侧振子的振幅明显大于激励左侧振子时右侧

振子的振幅.本文中,所有结果均是在一侧振子受

激励时得到的,不会同时对两侧振子进行激励.
图3为激励幅值f1,2=0.08下的输出振子的频

率响应,发现在激励频率Ω=0.4~0.8的范围内存

在多个解.在响应的低分支上,数值结果与半解析

结果吻合相对较好,但是在高分支上会存在一定误

差,尤其是高分支中振幅较大的部分,误差较大.

图2 纯非线性系统的频率响应,f1=0.005,f2=0.005.
(a)

 

激励右侧振子,左侧振子的频率响应;
(b)

 

激励左侧振子,右侧振子的频率响应

Fig.2 Frequency
 

responses
 

of
 

the
 

purely
 

nonlinear
 

system,
f1=0.005,f2=0.005.(a)

 

Frequency
 

responses
 

of
 

the
 

left
 

oscillator
 

when
 

the
 

right
 

oscillator
 

is
 

excited;(b)
 

Frequency
 

responses
 

of
 

the
 

right
 

oscillator
 

when
 

the
 

left
 

oscillator
 

is
 

excited

图3 纯非线性系统的频率响应,f1=0.08,f2=0.08.
(a)

 

激励右侧振子,左侧振子的频率响应;
(b)

 

激励左侧振子,右侧振子的频率响应
Fig.3 Frequency

 

responses
 

of
 

the
 

purely
 

nonlinear
 

system,
f1=0.08,f2=0.08.(a)

 

Frequency
 

responses
 

of
 

the
 

left
 

oscillator
 

when
 

the
 

right
 

oscillator
 

is
 

excited;(b)
 

Frequency
 

responses
 

of
 

the
 

right
 

oscillator
 

when
 

the
 

left
 

oscillator
 

is
 

excited

为了得到分岔解,利用组合激励,即在对系统

施加简谐激励的前提下再施加冲击激励,使系统发

生跳跃现象,进而得到高分支上的响应,结果表明,

高分支区域也基本吻合.图4给出了对纯非线性系

统以及双稳态系统施加了f1,2=0.08的简谐激励

的同时,又在t=630时施加了F=600的冲击激励

后的波形图,图中显示两个系统均在承受冲击激励

后发生了跳跃现象,从而获得分岔解.

图4 跳跃现象

Fig.4 Jump
 

phenomenon.
 

(a)
 

k3L=0,
 

f1,2=0.08,
 

Ω=0.71;
 

(b)
 

k3L=-0.03,
 

f1,2=0.08,
 

Ω=0.71
  

在这里,冲击力F 为半波形式,其表达式为:

F=
Usin2πt/T  ,

 

0≤t≤T/2
0,

                      

t>T/2 (7)
  

式中,T =0.4/π,U 为冲击力的幅值.在半波冲击

中,力的波形表现为半正弦波的形式.

2.2 双稳态系统能量传递分析
  

由于双稳态元件的存在,使得系统在求解过程

中得到的半解析解与数值解之间的差异相对较大,

但也能够基本验证分析的正确性.如图5和图6所

示,在一定频率范围内会出现多个解.在响应的低

分支上,数值结果与半解析的吻合效果不如纯非线

性系统的吻合效果,且在高分支上也会存在一定误

差.但从整体来看,数值结果与半解析吻合效果能

够基本验证分析的正确性.

图5 双稳态系统的频响曲线,f1=0.08,f2=0.08.
(a)

 

激励右侧振子,左侧振子频响图;
(b)

 

激励左侧振子,右侧振子频响图
Fig.5 Frequency

 

responses
 

of
 

the
 

bistable
 

system,
 

f1=0.08,
f2=0.08.(a)

 

Frequency
 

responses
 

of
 

the
 

left
 

oscillator
 

when
 

the
 

right
 

oscillator
 

is
 

excited;(b)
 

Frequency
 

responses
 

of
 

the
 

right
 

oscillator
 

when
 

the
 

left
 

oscillator
 

is
 

excited
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图6 双稳态系统的频响曲线,
 

f1=0.12,f2=0.12.
(a)

 

激励右侧振子,左侧振子频响图;(b)
 

激励左侧振子,右侧振子频响图

Fig.6 Frequency
 

responses
 

of
 

the
 

bistable
 

system,
 

f1=0.12,
f2=0.12:(a)

 

Frequency
 

responses
 

of
 

the
 

left
 

oscillator
 

when
 

the
 

right
 

oscillator
 

is
 

excited;(b)
 

Frequency
 

responses
 

of
 

the
 

right
 

oscillator
 

when
 

the
 

left
 

oscillator
 

is
 

excited

2.3 非线性系统能量传递分析
  

由于目前无法使用半解析方法获取响应波形,

在通过半解析解掌握了系统响应的基本特征后,将
利用数值方法进一步分析系统能量传递的特征.通
过分析不同激励幅值下输出振子的响应,确定了系

统由互易状态向非互易状态转变的激励幅值临界

点,如图7~10所示,图中分别展示了系统的互易

状态以及两种非互易状态.这些图中,横坐标表示

激励频率,纵坐标A 表示两侧激励下得到的对侧

振子的振幅.在频响图中,青色线表示正向激励下

的对侧振子的频响曲线,蓝色则表示反向激励下的

对侧振子的频响曲线.
分析结果表明,当激励幅值较小时,激励左侧

振子与激励右侧振子时输出振子的振幅一致,此时

图7 频响曲线
 

(系统表现出互易性):
(a)

 

k3L=0,f1,2=0.001;(b)
 

k3L=-0.03,f1,2=0.0001
Fig.7 Frequency

 

responses
 

(Both
 

systems
 

show
 

reciprocity):
(a)

 

k3L=0,f1,2=0.001;(b)
 

k3L=-0.03,f1,2=0.0001

图8 频响曲线
 

(系统在小幅激励下表现出弱非互易性):
(a)

 

k3L=0,f1,2=0.005;(b)
 

k3L=-0.03,f1,2=0.002
Fig.8 Frequency

 

responses
 

(Both
 

systems
 

show
 

weak
 

non-reciprocity
 

under
 

small
 

excitation):(a)
 

k3L=0,f1,2=0.005;
(b)

 

k3L=-0.03,f1,2=0.002

图9 频响曲线
 

(系统表现出强非互易性):
(a)

 

k3L=0,f1,2=0.024;(b)
 

k3L=-0.03,f1,2=0.004
Fig.9 Frequency

 

responses
 

(Both
 

systems
 

show
 

strong
 

non-reciprocity):(a)
 

k3L=0,f1,2=0.024;
(b)

 

k3L=-0.03,f1,2=0.004

图10 频响曲线
 

(系统在大幅激励下表现出弱非互易性):
(a)

 

k3L=0,f1,2=0.15;(b)
 

k3L=-0.03,f1,2=0.16
Fig.10 Frequency

 

responses
 

(Both
 

systems
 

show
 

weak
 

non-reciprocity
 

under
 

large
 

excitation):(a)
 

k3L=0,f1,2=0.15;
(b)

 

k3L=-0.03,f1,2=0.16
  

系统表现为互易状态;随着激励幅值的增加,输出

振子的振幅差异逐渐显著,出现了一侧振幅远高于

另一侧振幅的现象.在纯非线性系统中,当激励各

振子的激励幅值达到0.001时,对侧振子的响应基

本一致,因此表现出互易特征;继续增大激励幅值,

在共振峰附近,当激励各振子的激励幅值达到

0.005时,激励右侧振子时左侧振子的最大振幅约

为激励左侧振子时右侧振子最大振幅的2倍,表现

为弱非互易特征;当激励幅值增加至0.024时,在
共振峰附近,激励右侧振子时左侧振子的振幅明显

远大于激励左侧振子时右侧振子的振幅,最大振幅

差异已经达到了百倍,因此表现出强非互易特征.
当激励幅值达到0.15时,两侧振幅基本一致,表现

为近似互易的特征.在双稳态系统中,互易性也会

随着激励幅值发生类似变化,但进入不同状态所需

的激励幅值与纯非线性系统存在较大差异.
  

为了更直观地突出引入双稳态元件会使系统

进入强非互易区间所需的激励幅值降低,选取同一

激励幅值f1,2=0.004下两系统的频响曲线进行

分析,如图11所示.当激励幅值f1,2=0.004时,激

励左右两侧振子,各对侧振子频响图,从图中可以

看出该激励下的纯非线性系统表现出弱非互易状

态,但双稳态系统已表现出强非互易状态,系统峰
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值的数量级也由原来的10-5 变为10-2.结合图7、

图8各激励下的频率响应曲线,可以发现,引入负

刚度后,在一定的激励区间内,同激励幅值下得到

的系统响应幅值也会增大.

图11 相同简谐激励下两系统的频率响应:
(a)

 

k3L=0,f1,2=0.004;(b)
 

k3L=-0.03,f1,2=0.004
Fig.11 Frequency

 

responses
 

of
 

the
 

two
 

systems
 

excited
 

by
 

the
 

same
 

harmonic
 

excitation:(a)
 

k3L=0,f1,2=0.004;
(b)

 

k3L=-0.03,f1,2=0.004
  

此外,在不同负刚度条件下也进行了研究,考
虑篇幅问题,文中仅给出图12以作说明.图12表

示了不同负刚度的双稳态系统的各状态区间范围,

图中六角星之间的范围为取不同负刚度数值下系

统表现出强非互易状态的激励幅值区间,可看出,

负刚度的引入不仅可以扩大强非互易性区间,而且

双稳态系统具有合适的负刚度时,进入强非互易性

区间所需的激励幅值临界点相比纯非线性系统显

著降低.

图12 各状态区间图:
 

(a)
 

整体图;(b)
 

局部图

Fig.12 Range
 

diagram
 

of
 

each
 

state:
 

(a)
 

Overall
 

diagram;
 

(b)
 

Partial
 

diagram

为进一步探讨引入双稳态元件后的双稳态系

统如何从弱非互易状态转变为强非互易状态,分别

在纯非线性系统和双稳态系统中选取激励幅值为

f1,2=0.023、f1,2=0.024和激励幅值为f1,2=
0.003、f1,2=0.004时出现振幅差异最大的频率,
对输出振子的响应波形图进行对比,如图13和

图14所示.
  

图13为纯非线性系统中输出振子的响应波形

图,由图中可知,当激励幅值f1,2=0.023时,该系

统表现出弱非互易特性,而当激励幅值 f1,2=
0.024时,系统表现出强非互易特性,且此时输出

振子的最大振幅差异已经达到百倍,以至于在图

13
 

(b)中已难以观察到振子4的响应.图14为双

稳态系统中输出振子的响应波形图,从图中可得

到,当激励幅值为0.003时,振子1的运动形式为

单阱-阱间交替运动;激励幅值达到0.004时,其
运动形式变为跨阱运动,从而使系统展现出强非互

易特性.对比纯非线性振子系统中输出振子的响

应,发现双稳态元件的引入会使系统的运动形式发

生改变,改变系统的动力学行为,使系统产生强非

互易性的激励幅值临界点降低.

图13 纯非线性系统波形图:(a)
 

k3L=0,f1,2=0.023,
Ω=1.04;(b)

 

k3L=0,f1,2=0.024,Ω=1.04
Fig.13 Waveform

 

diagrams
 

of
 

the
 

purely
 

nonlinear
 

system:
(a)

 

k3L=0,f1,2=0.023,Ω=1.04;
(b)

 

k3L=0,f1,2=0.024,Ω=1.04

图14 
 

双稳态系统波形图:(a)
 

k3L=-0.03,f1,2=0.003,
Ω=1.02;(b)

 

k3L=-0.03,f1,2=0.004,Ω=1.02
Fig.14 Waveform

 

diagrams
 

of
 

the
 

bistable
 

system:
(a)

 

k3L=-0.03,f1,2=0.003,Ω=1.02;
(b)

 

k3L=-0.03,f1,2=0.004,Ω=1.02

3 结论
  

本文研究了纯非线性系统的能量传递非互易

性以及双稳态元件对能量传递模式的影响.发现无

论非线性系统是否包含双稳态元件,均出现了由互

易状态向非互易状态的演变过程,且两系统都是在

同向激励下表现出强非互易特性.但双稳态系统在

能量传递和振幅表现上又呈现出与纯非线性系统

不同的特点.
  

双稳态系统在进入非互易激励区间的能量传

递的先后顺序与纯非线性系统相比是相反的.并且

在引入双稳态元件后,系统的激活阈值降低,使得

系统在一定激励区间内的相同激励幅值下的响应
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幅值相比纯非线性系统也明显增大.
  

此外,研究了双稳态系统中负刚度数值变化对

系统能量传递非互易性的影响.通过选取不同负刚

度数值,发现选取合适的负刚度数值时,可以有效

降低系统进入非互易性区间所需的激励振幅临界

点.这可以使系统即使在较小的激励下,也能够通

过合理的参数调控有效实现声波的单向传输.
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