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摘要 本文主要考虑加速度耦合态时滞反馈与自反馈信号对随机载荷下自参数动力吸振摆结构共振行为

的作用机制.引入三阶尺度摄动方法对随机自参数动力吸振摆耦合系统的确定情形、随机情形共振响应以

及振态模式稳定性临界判定指标进行分析,同步应用数值模拟技术分别从振幅-载荷确定性响应、随机载

荷因子对振态时空轨迹的影响及振态随机矩响应等多层面分析评估与仿真测算系统主子振态关于记忆信

号调制的共振规律.探寻确定性矩解随载荷强度变化特征,明确噪声强度因子基于相调制形成有界随机载

荷引致系统相态轨迹的演化规律.此外,观察到振态随机矩保持了主子振态通过主内共振调制产生的现象;

记忆反馈信号引起系统振态矩呈现周期性及稳性交替,系统振态敏感于耦合记忆反馈增益改变及耦合记忆

性振态模式引起系统能量更迭.

关键词 自参数动力吸振摆, 记忆信号, 共振响应, 多尺度分析, 有界随机激励
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Abstract The
 

mechanism
 

of
 

the
 

time-delayed
 

feedback
 

and
 

the
 

auto-feedback
 

signals
 

of
 

the
 

coupled
 

ac-
celeration

 

state
 

on
 

the
 

resonance
 

behavior
 

of
 

an
 

auto-parametric
 

dynamic
 

vibration
 

absorption
 

pendulum
 

structure
 

under
 

random
 

loads
 

is
 

investigated.
 

The
 

third-order
 

scale
 

perturbation
 

method
 

is
 

introduced
 

to
 

analyze
 

the
 

resonance
 

responses
 

in
 

deterministic
 

and
 

random
 

cases
 

of
 

the
 

stochastic
 

coupling
 

auto-para-
metric

 

dynamic
 

vibration
 

absorption
 

pendulum
 

system,
 

as
 

well
 

as
 

the
 

critical
 

criteria
 

for
 

determining
 

the
 

stability
 

of
 

vibration
 

modes.
 

Synchronously
 

applying
 

numerical
 

simulation
 

techniques
 

to
 

evaluate
 

and
 

simulate
 

the
 

resonance
 

laws
 

of
 

the
 

main
 

and
 

subsidiary
 

vibration
 

modes
 

modulated
 

by
 

memory
 

signals
 

from
 

multiple
 

levels,
 

including
 

the
 

deterministic
 

amplitude-load
 

response,
 

the
 

influence
 

of
 

the
 

random
 

load
 

factor
 

on
 

the
 

spatiotemporal
 

trajectory
 

of
 

the
 

system
 

states,
 

and
 

the
 

system
 

random
 

moment
 

re-
sponse.

 

Further
 

explore
 

the
 

characteristics
 

of
 

the
 

deterministic
 

moment
 

solution
 

varying
 

with
 

the
 

load
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intensity,
 

and
 

clarify
 

the
 

evolution
 

law
 

of
 

the
 

system
 

phase
 

trajectory
 

caused
 

by
 

bounded
 

random
 

loads
 

formed
 

by
 

phase
 

modulation
 

based
 

on
 

the
 

noise
 

intensity
 

factor.
 

Besides,
 

the
 

random
 

moments
 

of
 

system
 

states
 

maintain
 

the
 

phenomenon
 

of
 

main
 

and
 

subsidiary
 

vibration
 

modes
 

through
 

the
 

modulation
 

of
 

main
 

and
 

internal
 

resonances.
 

Memory
 

feedback
 

signals
 

cause
 

the
 

system
 

vibration
 

moments
 

to
 

exhibit
 

perio-
dicity

 

and
 

stability
 

alternation,
 

and
 

system
 

oscillation
 

modes
 

are
 

sensitive
 

to
 

changes
 

in
 

the
 

coupled
 

memory
 

feedback
 

gain
 

and
 

this
 

pattern
 

leads
 

to
 

the
 

system􀆶s
 

energy
 

to
 

be
 

renewed.
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signals, resonance
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noise
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引言
  

时滞广泛甚至无可避免地存在于振动系统中.
即便很小仍可能产生较大的影响,随着信息技术、

人工智能、数据挖掘等技术的快速发展以及传感测

试技术的日臻完善,时滞在三航事业、机械工程、土

木工程以及精密仪器等诸多领域[1-5],由以往消极

的因素发展成为一种新兴的主动控振技术[6-10].在

振动系统中,通过合理设计和灵活调整时滞及增益

量,可在较宽的频率范围内达到抑振效果[11,12].在

航空航天领域(如飞机起落架的减摆振控制)中,引

入时滞半主动控制可将反共振峰振幅控制在较低

水平,并几乎消除第二个共振峰[13,14];此外,该技

术还可拓展应用于发动机舱、机翼等其他振动结构

的主动控制[15-17].智能优化算法通过提升时滞控制

性能[18],推动了其在城市轨道交通[19]、精密加工设

备等领域的应用(如高精度定位、快速响应和低延

迟需求).与此同时,这些复杂场景的应用也对时滞

控制技术提出了更高要求[20].
复杂的振动模式中,时滞引起的非线性关联着

系统的刚度、阻尼及频率等变化[21],在某些共振情

境下[22],或增强或减弱振动幅度,表明时滞对系统

振态稳定性有重要影响.分数阶时滞反馈下Ray-

leigh-Duffing系统的主共振模式[23]表明参数激励

和外激励强度变化引起不同的幅频关系多解现象.
时滞反馈调控船舶摇态耦合运动[24],使得横摇态

能量向纵摇态转移.文献[25]展示了时滞反馈与多

频激励联合作用下Duffing振子的 Hopf分岔条件

及特征.文献[21]通过优化系统结构参数及控制相

关变量,对含惯容的接地刚度时滞反馈动力吸振器

系统进行多目标优化设计,实现对主系统共振峰振

幅、反共振峰振幅、反共振频带对称性的有效控制.
利用时滞反馈控制自参数振动系统饱和控制减振

频带[26]及抑制扭转系统的振动[27].
  

鉴于外载环境工况的复杂性、随机性以及建立

模型的精准性要求,记忆信号控制技术逐渐出现在

复杂系统的研究中.文献[28,29]阐释了记忆信号

技术对具有冲击约束的单自由度及双自由度耦合

随机振动系统稳定性的有效控制.文献[30,31]通

过确定性情形下的骨架曲线方程和不稳定区域的

临界方程,分析参激作用下非线性碰撞系统的随机

响应,运用矩方法估测一阶及二阶非平凡稳态矩,

观察到该振动系统存在频率岛现象.文献[32,33]

分类考虑了时滞对非高斯噪声下生物模型分岔行

为的作用规律.文献[34]采用Lyapunov函数、M-
矩阵等计算方法,研究了强非线性混合中立型随机

时滞系统的间歇性反馈控制问题.
  

借鉴前述研究成果,我们考虑引入时滞反馈技

术来调控自参数动力吸振摆系统在随机载荷下的

共振行为,并聚焦探究耦合加速度式记忆信号的作

用机制.本文运用(含时滞)三阶尺度摄动方法分别

对自参数动力吸振摆系统主子模型展开剖析,并同

步采用(均方)矩数值计算方法测算确定性及随机

载荷下自参数摆系统的振态共振响应.重点探究耦

合加速度态时滞信号对系统中可能出现的饱和、跳

现象及临界判定范围等的作用规律,为相关工程交

叉应用场景合适的共振模式设计与振动控制技术

的发展铺设新路径.

1 系统振动方程描述
  

结合图1所展示的耦合记忆信号的自参数动

力吸振摆模型示意图,对系统耦合微分方程组作参
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数注释及无量纲化分析:

 

(M+m)y
··
+fy+hyy

·
+md[θ

··
(t-τ1)sinθ+

 θ
·2cosθ]+z(y-yτ0

)= H(t)

aθ
··
+hθθ

·
+mdsinθg+y

··(t-τ2)  =0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(1)

其中H(t)=Qcos[ω0t+δ0W(t)+ψ]为主系统所

受谐波激励,ω0 为无量纲频率,W(t)为标准维纳

过程,τ0、τ1、τ2 为状态时滞,yτ0
表示y(t-τ0),

其余参数含义见表1.当系统时滞设置为零时,系
统方程转为常规态.

图1 自参数动力吸振摆模型示意图

Fig.1 Schematic
 

diagram
 

of
 

the
 

auto-parameter
 

dynamic
 

vibration
 

absorption
 

pendulum
 

model

表1 系统方程中参数表示

Table
 

1 Parameter
 

representations
 

of
 

system
 

equations

Notation Physical
 

significance

M The
 

mass
 

of
 

the
 

main
 

vibrating
 

object

m The
 

pendulum
 

mass

θ The
 

pendulum
 

angle

d The
 

pendulum
 

length

H(t) Bounded
 

noise
 

excitation

a Moment
 

of
 

inertia

z Self-feedback
 

signal
 

gain

hy,θ Damping
 

coefficient

f Stiffness
 

coefficient

2 多尺度摄动分析
  

为方便求解分析,引入无量纲量:

t^=
v
ω0

t,α=
v1

v3
,β=

v2

v1
,x=y

d
,γ=

v4

v3
,

R=
m
M
,F=

Q
fd
,ω0=

v
v3

,μ=
md2

a
,

v3= f
m
,ξ1=

hy

2Mv3(1+R)
,ξ2=

hθ

2av3
,

v1= f
M +m

,v2= g
d
,v4=

z
M +m

,

τ^λ =
v
ω0

τλ(λ=0,1,2),便于书写计算,将方程

中“̂”去除,则系统的无量纲化方程为

x″+2ξ1x'+α2x+
R
1+R

[θ″(t-τ1)sinθ+

 θ'2cosθ]+γ2(x-xτ0
)=α2Fcos[ω0t+

 δ0W(t)+ψ]

θ″+2ξ2θ'+μ α2β2+x″(t-τ2)  sinθ=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)
  

接下来,我们对式(2)中x、θ相关小量进行泰

勒展开[(cosθ≈1-(θ2/2),sinθ≈θ-(θ3/6)],对

变量重新标度,更新系统运动方程如下

x″+ω21x=ε2{-2ξ1x'-
R
1+R

[θ″(t-τ1)+θ'2]+

 γ2xτ0 +α2Fcos[ω0t+δ0W(t)+ψ]}+O(ε3)

θ″+ω2
2θ=ε2[-2ξ2θ'-μx″(t-τ2)θ]+O(ε3)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(3)

其中ω2
1=α2+γ2,ω2

2=μα2β2,g=α2F .
  

采用多尺度扩展[13,24,35]寻求方程的三阶尺度

解,系统状态可展示为

x(t,ε)=ε0x0(T0,T1,T2)+ε1x1(T0,T1,T2)+

 ε2x2(T0,T1,T2)+…

θ(t,ε)=ε0θ0(T0,T1,T2)+ε1θ1(T0,T1,T2)+

 ε2θ2(T0,T1,T2)+…

xτ0
(t,ε)=ε0x0τ0

(T0,T1,T2)+

 ε1x1τ0
(T0,T1,T2)+…

θτ1
(t,ε)=ε0θ0τ1(T0,T1,T2)+

 ε1θ1τ1(T0,T1,T2)+…

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

其中Tn=εnt;n=0,1,2,…,为尺度变量.进一步,

通过尺度变量转化原来状态变量:

d2

dt2
=D2

0+2εD0D1+ε2(D2
1+2D0D2)+O(ε3)

d3

dt3
=D3

0+2ε[D2
0D1+D0D2

1]+

 2ε2[D2
0(D1+D2)+D0(D2

1+D2
2)]+O(ε3)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5)

其中Dk =
∂
∂Tk

(k=0,1,2,…,n),联合式(4)、(5)

转化系统方程(3)为与尺度因子阶数相关的方程组

ε0:
D2
0x0+ω2

1x0=0

D2
0θ0+ω2

2θ0=0 (6)
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ε1:
D2
0x1+2D0D1x0+ω2

1x1=0

D2
0θ1+2D0D1x0+ω2

2θ1=0 (7)

ε2:

D2
0x2+ω21x2= -2D0D2x0-2ξ1D0x0-

 R
1+RD2

0θ0τ1θ0-
R
1+R

(D0θ0)2+

 γ2xoτ0 +gcos[ω0t+δ0W(t)+ψ]

D2
0θ2+ω22θ2= -2D0D2θ0-2ξ2D0θ0-

 μD2
0xoτ2θ0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(8)

  

列出方程组(6)~(8)解的复数表达式为

x0(T0,T1,T2)=
1
2a1(T1,T2)·

 exp{i[w1T0+ϑ1(T1,T2)]}+cc

x0τ(T0,T1,T2)=
1
2a1(T2)·

 exp{i[w1T0+ϑ1(T2)-w1τ0]}+cc

θ0(T0,T1,T2)=
1
2a2(T1,T2)·

 exp{i[w2T0+ϑ2(T1,T2)]}+cc

θ0τ(T0,T1,T2)=
1
2a2(T2)·

 exp{i[w2T0+ϑ2(T2)-w2τ1]}+cc

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(9)
  

逐阶求解尺度因子关联的方程得

  

D2
0x2+ω2

1x2=-iω1a'
1(T2)exp{i[ω1T0+ϑ1(T2)]}+ω1a1(T2)ϑ'

1(T2)exp{i[ω1T0+

 ϑ1(T2)]}-iω1ξ1a1(T2)·exp{i[ω1T0+ϑ1(T2)]}+
R
1+R

1
4ω

2
2a22(T2)exp{i[2ω2T0+

 2ϑ2(T2)-ω2τ1]}+
R
1+R

1
4ω

2
2a2
2(T2)exp{i[2ω2T0+2ϑ2(T2)]}+γ2 1

2a1(T2)·

 exp{i[ω1T0+ϑ1(T2)-ω1τ0]}+g
2exp

{i[ω0T0+δ^0W(T2)+ψ]}+cc

D2
0θ2+ω2

2θ2=-iω2a'
2(T2)exp{i[ω2T0+ϑ2(T2)]}+ω2a2(T2)ϑ'

2(T2)exp{i[ω2T0+

 ϑ2(T2)]}-iω2ξ2a2(T2)·exp{i[ω2T0+ϑ2(T2)]}+
1
4μa1(T2)a2(T2)ω2

1·

 exp{i[ω2T0+σ2T2+ϑ1(T2)-ϑ2(T2)-ω1τ2]}+cc

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(10)

考虑耦合系统主内共振发生时系统的动力学行为(设置主内共振调节参数σ1、σ2,构建频率方程2ω2=ω1-
ε2σ2,ω1=ω0-ε2σ1),主内共振调节参数与系统减振技术、减振频带密切相关.引进调谐因子关联方程Φ1(T2)=

σ1T2+δ^0W(T2)+ψ-ϑ1(T2),Φ2(T2)=ϑ1T2+σT2-2ϑ2(T2).进一步计算获得实虚部联合方程组

-iω1a'
1(T2)+ω1a'

1(T2)ϑ'
1(T2)-iω1ξ1a1(T2)+

R
1+R

1
4
·ω22a22(T2)[cos(Φ2+ω2τ1)-

 isin(Φ2+ω2τ1)]+
R
1+R

1
4
·ω2

2a2
2(T2)(cosΦ2-isinΦ2)+

γ2

2a1(T2)[cos(ω1τ0)-

 isin(ω1τ0)]+g
2
(cosΦ1-isinΦ1)=0

-iω2a'
2(T2)+ω2a2(T2)ϑ'(T2)-iω2ξ2a2(T2)+

1
4μ
·a1(T2)a2(T2)ω21cos(Φ2-ω1τ2)+

 14μa1(T2)a2(T2)·ω2
1sin(Φ2-ω1τ2)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(11)

求解确定性模式耦合方程组的稳态矩,其中振幅状态记为a01、a02,调谐因子及相位的关联变量列为Φ01、Φ02

ω1ξ1a0
1+

R
1+R

1
4ω

2
2(a0

1)2sinΦ0
2cos(ω2τ1)+

R
1+R

1
4ω

2
2(a0

1)2·cosΦ0
2sin(ω2τ1)+

 R
1+R

1
4ω

2
2·(a0

2)2sinΦ0
2+

γ2

2a
0
1sin(ω1τ0)-g

2sinΦ
0
1=0

σ1a0
1+

R
1+R

1
4ω

2
2(a0

1)2cosΦ0
2cos(ω2τ1)-

R
1+R

1
4ω

2
2(a0

1)2·sinΦ0
2sin(ω2τ1)+

 R
1+R

1
4ω

2
2(a0

2)2cosΦ0
2+

γ2

2a
0
1cos(ω1τ0)+g

2cosΦ
0
1=0

ω2ξ2a0
2-
1
4μω

2
1a0

1a0
2sinΦ0

2cos(ω1τ2)+
1
4μω

2
1a0
1a0
2cosΦ0

2sin(ω1τ2)=0

1
2
(σ1+σ2)a0

2+
1
4μω

2
1a0
1a0
2cosΦ0

2cos(ω1τ2)+
1
4μω

2
1a0

1a0
2sinΦ0

2sin(ω1τ2)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(12)
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  分别从振态的单模式及耦合模式分析一阶矩,

其中系统的单模式振态表现相较稳定,而耦合式振

态出现了增强外部激励引致主系统饱和现象、非直

接激励的子系统产生强烈振动.耦合模式引起主子

系统间能量渗透,通过调控饱和频带模式达到所需

振态阶段.

3 系统矩响应解及其稳定性分析

3.1 确定性矩响应解计算
  

根据第2部分分析,分别讨论主子系统振态的

平衡解模式,首先稳态线性模式为

a0
2=0

a0
1=g
2
(k22+l22)

-
1
2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (13)

其中k2=ω1ξ1+
γ2

2sin
(ω1τ0),l2=ω1σ1+

γ2

2cos
(ω1τ0).

稳态非线性模式为

a0
1=[(k21+l21)S-2

1 ]
1
2

a02= ({(S22+S23)-2(k2S2+l2S3)2(a01)2-(S22+

 4S23)-1[(k22+l22)(a01)2-(g2
)
2

]}
1
2 -Γ0)

1
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

Γ0=(S2
2+S2

3)-1(k2S2+l2S3)a0
1

k1=-
1
2
(σ1+σ2),

    

l1=ω2ξ2 ,
    

S1=
1
4μω

2
1

 

S2=
R
1+R

1
4ω

2
2[sin(Φ0

2+ω2τ1)+sinΦ0
2]

S3=
R
1+R

1
4ω

2
2[cos(Φ0

2+ω2τ1)+cosΦ0
2]

sinΦ02=(k21+l21)
-
1
2 sin(ω1τ2)k1+cos(ω1τ2)l1  

cosΦ02=(k21+l21)
-
1
2 cos(ω1τ2)k1-sin(ω1τ2)l1  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(14)

  

标记激励强度临界态gc
1、gc

2

gc
1=[|(S2

2+S2
3)-2(k2S2+l2S3)2(a0

1)2-

 (S22+S23)-1(k22+l22)2(a01)2|·(S22+S23)2]
1
2

gc
2= (k22+l22)·2a0

1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(15)

其与主子系统振态的平衡解模式密切相关,为振态

稳定性判断奠定条件.

3.2 随机矩响应解计算
  

基于确定性矩响应解的计算结果,进一步考虑

随机情形下系统矩响应特征.更新原确定性矩为含

有随机扰动项的综合矩(an =ans+unr,φn =φns+
vnr,n=1,2),结合随机矩理论[35],重新计算矩响应

方程 (13)、(14). 得 关 于 随 机 扰 动 组 [F =
(u1r,u2r,v1r,v2r)T]的伊藤随机微 分 方 程[dF =
AFdT2+BdW(T2),B 为随机因子组],记中间变量

x1=E(u21r),x2=E(u1ru2r),…,x5=E(u2
2r),…,

x10=E(v2
2r),依次计算随机一阶矩、均方矩为

Eunr=0=Evnr,n=1,2

EFT(AI44+I44A)F=γ2,

EFT(AI3q +I3qA)F=0,q=3,4

EFT(AI2q +I2qA)F=0,q=2,3,4

EFT(AI1q +I1qA)F=0,q=1,2,3,4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(16)

其中Ipq 表示第p行q列元素为1、其余元素为0的

四阶矩阵.因此系统方程随机矩响应解列为

E(an)=E(unr)+ans=ans

E(a2
n)=E(u2

nr)+(a2
n) n=1,2 (17)

4 分析评估与仿真测算
  

本部分中,我们依据前述模型方程的解析表达

式,同步进行数值模拟测算以验证分析方法的有效

性.多层面探寻耦合态记忆信号控振技术对主子系

统稳定性的作用机制,探明影响耦合系统共振行为

参数源样例的阈值范围.

4.1 振幅-载荷响应讨论
  

首先考虑系统共振矩响应关于随机扰动δ0=

0情形的外载荷参数变化关系.图2展示了双调谐

调制下矩响应ans 随外载荷强度g 的变化.可观察

到多尺度方法分析的矩响应解(由线标识,其中实

线为稳定分支,虚线表示不稳定分支)接近于对应

数值测算结果(由填充的正方形、菱形符号标识),
验证了分析方法的有效性.

  

图2(a)中针对调谐样例σ1=0.4,σ2=-0.4,

设定载荷强度临界值gc
1 非负,进而获得其第二临

界值gc
2.图2(a)表明载荷强度第二临界值指示着

矩响应解由稳定分支向不稳定分支与稳定分支共

存过渡;当载荷强度未达到第二临界值时,矩响应

解仅有平凡态的稳定分支;当载荷强度超越第二临

16
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界值时,系统主振态矩出现了饱和现象(由图中淡

灰色箭头指示),另外,未直接接触外载荷的子振态

矩显示出随载荷强度增大而呈减速率增大(由图中

浅橙色箭头指示).
  

图2(b)展示了调谐样例σ1=0.4,σ2=0.4,引
致矩响应情形.随着载荷强度先后历经第一临界

值、第二临界值,主子振态矩解表现为:线性稳定分

支;大小值稳定分支与非线性不稳定分支共存;非
线性稳定分支与线性不稳定分支共存.因此载荷强

度引致主子振态矩响应出现多分支解,即外共振态

在临界值附近过渡为饱和(由图中淡灰色箭头指

示),内共振态发生跳跃行为(由图中浅橙色、褐粉

色箭头指示).图2所展示的调谐样例情形启示了

耦合摆系统主子态在实际工况中适宜共振模式的

设计思路.

图2 双调谐参数场景下关于载荷强度的主子振态矩响应演化:
(a)σ1=0.4,σ2=-0.4;(b)σ1=0.4,σ2=0.4

Fig.2 Moments
 

evolution
 

of
 

the
 

primary
 

and
 

secondary
 

vibration
 

states
 

with
 

respect
 

to
 

the
 

load
 

strength
 

in
 

scenarios
 

of
 

double-tuned
 

parameters:(a)σ1=0.4,σ2=-0.4;(b)σ1=0.4,σ2=0.4

进一步考虑主子振态矩关于激励频率、载荷强

度的演化关系.图3分别列出线性与非线性情形下

振态矩三维曲面,一方面论证了图2所述的载荷强

度引致主子振态矩的饱和、跳现象;另一方面阐释

了基于外载频率共振模式的合适带宽遴选机制.

图3 主子振态矩响应关于激励频率与载荷强度的演化曲面:
(a)线性;(b)非线性

Fig.3 The
 

evolution
 

surface
 

of
 

the
 

principal
 

and
 

sub-vibration
 

moment
 

response
 

with
 

respect
 

to
 

the
 

excitation
 

frequency
 

and
 

load
 

intensity:(a)Linear
 

;(b)Nonlinear
  

此外,图4列出了五种载荷强度样例下主子振

态矩响应关于激励频率变化的曲线.由图4(a)可
清楚地观察到主振态矩响应a1s 随载荷强度g 在

0.5~7.0范围内更替而增大,其中橙色虚线标识

部分代表振态矩解的不稳定部分,而子振态矩响应

a2s 关于载荷强度变化保持为零,表明系统振动主

要发生在主振子即为线性情形.当载荷达到一定强

度时,系统振态表现出强非线性特征.图4(b)展示了

非线性场景下主子振态矩响应关于图2载荷强度样

例与激励频率的演化规律:主振态矩表现出饱和,子
振态矩发生跳跃即产生矩响应的多解共振带,这里

矩响应分支的不稳定部分以虚线荧光绿色标识.

图4 不同载荷强度样例下主子振态矩响应关于激励频率的
演化曲线:(a)线性;(b)非线性

Fig.4 The
 

moment
 

evolution
 

curves
 

of
 

the
 

primary
 

and
 

secondary
vibration

 

states
 

with
 

respect
 

to
 

the
 

excitation
 

frequency
 

under
 

different
 

load
 

intensity
 

examples:(a)Linear
 

;(b)Nonlinear
  

进一步考虑振态稳定性关于系统参数演化规

律,图5展示了线性阻尼系数改变引致主振态自反

馈增益与时滞的矩等势投影情况.主子振态随位移

自反馈增益与时滞的细微变化表现为周期性响应

(红、蓝及灰色线)及稳性(实线与虚线标识)交替,

随阻尼系数增大振荡加强.表明主振态自反馈信号

设计是调控耦合系统振荡的必要有效途径.

图5 两类振态振幅响应的自反馈增益与时滞关系曲线:
(a),(a')ξ1=1;(b),(b')ξ1=2

Fig.5 
 

The
 

relationship
 

between
 

the
 

self-feedback
 

gain
 

and
 

the
 

time
 

delay
 

for
 

two
 

types
 

of
 

amplitude
 

moments:
(a),(a')ξ1=1;(b),(b')ξ1=2

此外,对应于图4,图6以子图的形式展示出

载荷强度g 达到不同值时主子振态矩随载荷频率
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变化的二维图.从图6(a)中可观察到g 取0.5时,

线性情形的主子振态矩未存在不稳定部分.图6
(b)~(f)中当g 历经1.5~7.0样例时,主子振态

矩同时存在线性情形和非线性情形(分别以实线表

示稳定分支、虚线及点虚线标识不稳定部分),子振

态矩响应出现双峰或两个分支,同时,系统振态矩

响应存在双跳跃现象.与图2、图4比对,图6(b)~
(f)中随着ω0 由0.4增大到1.4,约在ω01 处有一

个向上的跳跃,在ω02 处有一个向下的跳跃.反之,

ω0 逐渐减小,约在ω'01 处发生向上的跳跃,在ω'02
处发生向下的跳跃.由此系统振态幅频响应曲线对

应多值分支形成左向峰或右向峰弯曲,共振调谐因

子引起了两峰的不对称现象.此外,共振带宽与载

荷强度在样例范围内呈单调相关趋势.

图6 对应图4中不同载荷强度下主子振态矩随载荷频率变化子图:
(a)g=0.5;(b)g=1.5;(c)g=2.5;(d)g=3.5;(e)g=5.0;(f)g=7.0
Fig.6 The

 

deterministic
 

moments
 

of
 

the
 

system
 

states
 

vary
 

with
 

the
 

load
 

frequency
 

under
 

different
 

load
 

intensities
 

corresponding
 

to
 

the
 

details
 

in
 

fig.4:(a)g=0.5;(b)g=1.5;(c)g=2.5;
(d)g=3.5;(e)g=5.0;(f)g=7.0

图7(a)~(d)展示了耦合振态模式下反馈增

益μ 与耦合时滞τ2 改变时引起系统振态矩随耦合

时滞τ1 的变化规律.所列参数样例场景反映了反

馈增益的小程度变化引起系统振态矩响应的显著

变化,即系统振态高敏感于耦合记忆反馈增益改

变,耦合记忆性振态模式易引起能量在系统主子振

态中的积累、传递与耗散.图7(a)、(b)反馈增益设

置为μ=0.01,耦合时滞τ2 值由5减小到4.5,主

子振态矩总体减小,其中子振态非线性响应矩a2s

减小明显,而主振态线性响应矩a1a 减小明显.比
较图7(b)与(c)、图7(a)与(d),发现耦合态时滞τ2
固定,反馈增益μ 增加0.01,主子振态矩总体减

小,其中子振态非线性响应矩a2s 明显减小,主振

态线性响应矩a1a 明显减小.此外,系统振态响应

矩随耦合态时滞τ1 呈周期性变化趋势.图7所列

参数样例表明,短耦合时滞有助于主子振态快速同

步,系统稳态响应矩相对快速稳定,即小耦合时滞

引致信息在耦合态间及时传递与反馈,使系统振态

更快调整至稳定模式.

图7 耦合态下记忆反馈系数与时滞引致主子振态矩响应:(a)μ=0.01,
τ2=5;(b)μ=0.01,τ2=4.5;(c)μ=0.02,τ2=4.5;(d)μ=0.02,τ2=5
Fig.7 System

 

states
 

moments
 

induced
 

by
 

the
 

memory
 

feedback
 

coefficient
 

and
 

time
 

delays
 

in
 

the
 

coupled
 

mode:(a)μ=0.01,τ2=5;
(b)μ=0.01,τ2=4.5;(c)μ=0.02,τ2=4.5;(d)μ=0.02,τ2=5

4.2 随机载荷因子对振态时空轨迹的影响
  

对比于文献[29]研究结果,本节分析随机载荷

参数调制耦合反馈模式下主子振态响应的时间历

程与相轨迹演化规律.为便于后续阐述,在图8~
11中,我们将符号Yi(t),(i=1,2)分别记为主内

共振态变量x(t)、θ(t).以不同强度维纳过程载入

谐波相位调制主子振态响应的时程及相空间轨迹:

图8~11显示随机载荷因子δ0 增大促使系统振态

振荡加强.从确定性激励到有界随机相调制激励,

图8 确定性周期激励(δ0=0)系统振态x(t)与θ(t)的模拟结果:
(a)时间历程;(b)相轨迹;(c)三维时程与相轨迹

Fig.8 Spatiotemporal
 

trajectories
 

of
 

system
 

states
 

x(t),θ(t)
 

under
 

the
 

deterministic
 

periodic
 

excitation
 

(δ0=0):
(a)Time

 

histories;(b)Phase
 

trajectory;(c)Time
 

histories
 

combined
 

with
 

the
 

phase
 

trajectory
 

from
 

a
 

three-dimensional
 

view
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图9 有界随机激励(δ0=0.05)系统振态x(t)与θ(t)的模拟结果:
(a)时间历程;(b)相轨迹;(c)三维时程与相轨迹

Fig.9 Spatiotemporal
 

trajectories
 

of
 

system
 

states
 

x(t),θ(t)
  

under
 

the
 

bounded
 

noise
 

excitation
 

(δ0=0.05):
(a)Time

 

histories;(b)Phase
 

trajectory;(c)
 

Time
 

histories
 

combined
 

with
 

the
 

phase
 

trajectory
 

from
 

a
 

three-dimensional
 

view

图10 有界随机激励(δ0=0.12)系统振态x(t)与θ(t)的模拟结果:
(a)时间历程;(b)相轨迹;(c)三维时程与相轨迹

Fig.10 Spatiotemporal
 

trajectories
 

of
 

system
 

states
 

x(t),θ(t)
  

under
 

the
 

bounded
 

noise
 

excitation
 

(δ0=0.12):
(a)Time

 

histories;(b)Phase
 

trajectory;(c)
 

Time
 

histories
 

combined
 

with
 

the
 

phase
 

trajectory
 

from
 

a
 

three-dimensional
 

view

图11 有界随机激励(δ0=0.7)系统振态x(t)与θ(t)的模拟结果:
(a)时间历程;(b)相轨迹;(c)三维时程与相轨迹

Fig.11 Spatiotemporal
 

trajectories
 

of
 

system
 

states
 

x(t),θ(t)
  

under
 

the
 

bounded
 

noise
 

excitation
 

(δ0=0.7):
(a)Time

 

histories;(b)Phase
 

trajectory;(c)
 

Time
 

histories
 

combined
 

with
 

the
 

phase
 

trajectory
 

from
 

a
 

three-dimensional
 

view

系统振态相轨迹从极限环发展为扩散极限环,且随

着增大,振态振荡无序性增强,极限环扩散显著,表
明系统振态时空轨迹的拓扑结构发生改变.当前参

数场景下系统能量主要集中于主振态,子振态能量

改变较弱.

4.3 振态随机矩响应
  

结合前述振态时空轨迹特征、振态振幅关于载

荷因子、记忆反馈参数的演化规律,我们进一步考

虑随机载荷因子及记忆反馈参数对主子振态均方

矩E(a2
n)的调控机制.图12展示了随机载荷(δ0=

0.053)情形双调谐条件下均方矩关于载荷强度的

模拟结果:一方面保持了确定性振态矩的变化特

征;另一方面均方矩显著增加(实线与短虚线分别

表示分析解的稳定及不稳定分支,填充的菱形及正

方形分别标识振态随机矩的数值模拟分支).
  

观察图12(a)(调谐样例:σ1=0.4,σ2=-0.4)

当外载荷强度g 超过第二临界值gc
2 时,系统子振

态有随载荷强度线性增加的随机矩E(a2
2)解分支

(绿色实线表示解析结果),主振态有随载荷强度非

线性增加的随机矩解分支,同时出现饱和分支.与
图2确定性矩值ans 相比,均方矩值总体明显增

大,数值模拟结果(填充的方形、菱形符号)再次表

明分析结论的可靠性.对调谐样例进行变更:σ1=
0.4,σ2=0.4,图12(b)展示了均方矩随载荷强度

历经两临界态的变化特征.通过分析方法确定两临

界值约为gc
1(0.824)、gc

2(2.956),两临界态标识了

通过内共振调制子振态随机矩出现跳跃,主内共振

作用的主振态随机矩保持饱和,处于两临界值间的

振态随机矩增加稳定性分支(实线标识).基于分析

方法直观呈现了系统平衡态以及解析解存在条件

(虚线表示不稳定解分支).

图12 双调谐参数场景下有界随机激励(δ0=0.053)的振态均方矩
随载荷强度变化:(a)线性;(b)非线性

Fig.12 The
 

mean
 

square
 

moments
 

of
 

system
 

states
 

under
 

bounded
 

noise
 

excitation
 

(δ0=0.053)
 

varies
 

with
 

the
 

load
 

intensity
 

in
 

the
 

dual
 

tuning
 

parameters
 

scenario:
 

(a)
 

Linear
 

;(b)
 

Nonlinear
  

振态时空轨迹关于随机载荷因子的变化特征

指示一定程度的δ0 仍然保持了主子振态通过主内

共振调制所出现的随机跳、随机饱和等现象.这也

启示了联合随机载荷与共振机制共同调控系统振

态稳定性的设计模式.
  

进一步地,图13呈现了 随 机 情 形 下(δ0=

0.053)系统振态随机矩E(a2
n)关于载荷频率与强

度的三维演化关系:均方矩值随载荷强度增加明显

增大;载荷强度的改变历经了随机矩关于载荷频率

变化中的跳跃、饱和及共振频段的更替特征.

图13 系统振态随机矩E(a2n)关于载荷频率与强度的变化关系:
(a)线性;(b)非线性

Fig.13 Variations
 

on
 

the
 

random
 

moments
 

E(a2n)
 

of
 

system
 

states
 

with
 

respect
 

to
 

the
 

load
 

frequency
 

and
 

intensity:
 

(a)Linear;
 

(b)Nonlinear
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图14(a)~(f)细致展示主子振态随机矩的变

化情形:主子振态均方矩值随载荷强度增加有明显

增大,共振频段拓宽;内共振作用调制子振态随机

矩由单分支解到多分支解即伴随跳跃现象,外共振

同时调制主振态随机矩解交替于稳定及不稳定性

分支并伴随饱和现象.

图14 对应图13中不同载荷强度下主子振态随机矩关于载荷频率
变化子图:(a)g=0.5;(b)g=1.5;(c)g=2.5;

(d)g=3.5;(e)g=5.0;(f)g=7.0
Fig.14 Random

 

moments
 

on
 

the
 

system
 

states
 

vary
 

with
 

the
 

load
 

frequency
 

under
 

different
 

load
 

intensities
 

corresponding
 

to
 

the
 

details
 

in
 

fig.13:(a)g=0.5;(b)g=1.5;(c)g=2.5;
(d)g=3.5;(e)g=5.0;(f)g=7.0

继续观察主内共振调谐因子关于自反馈增益

及时滞的变化规律,图15(a)、(b)给出了自反馈增

益、时滞与调谐因子引致的系统稳态矩的参数对关

系图,其中σ1 为红色实线、红色虚线,σ2 为黑色/蓝

色实线、灰色/淡蓝色虚线.图15(a)中,主振态自

反 馈增益γ与调谐参数σ1、σ2的投影曲线反映了

图15 自反馈增益γ、时滞τ0 与共振调谐因子σ1、σ2 引致系统
稳态矩的参数对关系投影

Fig.15 Projections
 

on
 

the
 

parameters
 

pair
 

relationship
 

of
 

the
 

system
 

steady-state
 

moments
 

induced
 

by
 

self-feedback
 

gain
 

γ,
time

 

delay
 

τ0,and
 

resonance
 

tuning
 

factors

稳态矩的多分支解及稳定性情况:系统方程分析解

体现σ1、σ2 以二支对四支形式;图15(b)中调谐参

数σ1、σ2 随时滞τ0 呈现为周期性趋势,投影分支

稳性交替变化.
  

对比于图7(a)~(d)展示的确定性情形耦合

振态模式下反馈增益与时延调制引起主子振态矩

响应的变化趋势,图16展示了均方矩E(a2
n)关于

耦合态记忆信号因子的交替规律:随机矩保持确定

性矩的总体特征,且模拟结果值显著增大;增加(缩
减)耦合主振态的时延τ2(增益μ)会明显增强主子

振态振荡,即耦合反馈信号变更易引起系统能量的

快速积聚与耗散;此外,其维持了系统振态随机矩

随耦合子振态时延τ1 的周期性更替结果;图中可

同时观察到均方矩曲线出现类似毛刺现象(由随机

载荷因子引致,同前结论).因而进一步启示了耦合

记忆反馈信号的联合共振机制能够有效调控对系

统在随机工况下振动状态稳定性的辨识模式.

图16 耦合态下记忆反馈系数与时滞引致主子振态随机矩响应:
(a)μ=0.01,τ2=5;(b)μ=0.01,τ2=4.5;(c)μ=0.02,τ2=4.5;

(d)μ=0.02,τ2=5
Fig.16 Random

 

momentsof
 

system
 

states
 

induced
 

by
 

the
 

memory
 

feedback
 

coefficient
 

and
 

time
 

delays
 

in
 

the
 

coupled
 

mode:
(a)μ=0.01,τ2=5;(b)μ=0.01,τ2=4.5;(c)μ=0.02,τ2=4.5;

(d)μ=0.02,τ2=5

5 结论
  

本文聚焦于自参数动力吸振摆系统非线性随

机振动的共振调制问题,考虑引入耦合态时滞反馈

信号、自反馈时滞信号,探究了耦合态、自反馈记忆

信号关于目标系统的振动控制机制.通过三阶尺度

摄动法及数值模拟技术等分别对系统状态、加速度

式耦合态及自反馈态记忆信号逐步展开确定情形

与随机情形的共振响应分析与验证.
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从振幅-载荷确定性响应、随机载荷因子对振

态时空轨迹的影响以及振态随机矩响应等多角度

分析评估与仿真测算系统主子振态共振规律:确定

性矩解随载荷强度变化表现为不稳定分支与稳定

分支共存过渡,载荷强度在线性与非线性情形中达

到双临界值时引致系统主振态矩出现饱和现象、子
振态矩发生跳跃;噪声强度因子通过相调制形成有

界随机载荷见证了系统相态轨迹从极限环发展为

扩散极限环,且随噪声因子增大振态振荡无序性增

强,极限环扩散显著,系统振态时空轨迹的拓扑结

构发生改变,另外振态随机矩保持了主子振态通过

主内共振调制所出现的随机跳、随机饱和等现象;

记忆反馈信号引致系统振态矩呈现周期性及稳性

交替,系统振态敏感于耦合记忆反馈增益改变,耦
合记忆性振态模式易引起能量在系统主子振态中

的积累、传递与耗散.因而启示了联合记忆反馈信

号与共振机制共同调控自参数动力吸振摆随机工

况下振态稳定性的设计模式.
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