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摘要 针对高超声速飞行器(hypersonic
 

vehicles,HSV)上升段燃耗最优控制问题,基于间接法,引入了三角

正则化方法.该方法弥补了间接法的不足:对复杂最优控制问题的一阶最优必要条件的推导烦琐,奇异最优

控制求解难,且控制不平滑.针对间接法转化的两点边值问题中,协态变量初值猜测难以给出而使求解易发

散的问题,引入并改进了延拓法.其用简化问题的解作为延拓初值,通过求解一系列两点边值问题,逐步逼

近到原复杂问题.计算表明,上述方法能够可靠求解复杂模型下 HSV上升段燃耗最优控制问题.
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Abstract Aiming
 

at
 

the
 

problem
 

of
 

fuel-optimal
 

control
 

of
 

hypersonic
 

vehicles
 

(HSV)
 

in
 

the
 

ascending
 

stage,
 

a
 

trigonometric
 

regularization
 

method
 

is
 

introduced
 

based
 

on
 

the
 

optimal
 

control
 

indirect
 

method.
 

This
 

method
 

makes
 

up
 

for
 

the
 

shortcoming
 

of
 

the
 

indirect
 

method:
 

The
 

derivation
 

of
 

the
 

first-order
 

opti-
mal

 

necessary
 

condition
 

for
 

complex
 

optimal
 

control
 

problems
 

is
 

cumbersome,
 

singular
 

optimal
 

problem
 

is
 

difficult
 

to
 

solve
 

and
 

the
 

optimal
 

control
 

is
 

unsmooth.
 

Aiming
 

at
 

the
 

problem
 

of
 

divergence
 

due
 

to
 

the
 

improper
 

initial
 

costate
 

variables
 

guess
 

in
 

the
 

two-point
 

boundary
 

value
 

problem(TPBVP)
 

transformed
 

the
 

indirect
 

method,
 

the
 

continuation
 

method
 

is
 

introduced
 

and
 

improved.
 

The
 

method
 

uses
 

the
 

solution
 

of
 

the
 

simplified
 

problem
 

as
 

the
 

initial
 

value
 

of
 

the
 

continuation,
 

and
 

through
 

solving
 

a
 

series
 

of
 

TPBVP,
 

approximates
 

to
 

the
 

solution
 

of
 

the
 

original
 

problems.
 

The
 

simulation
 

results
 

show
 

that
 

through
 

the
 

a-
bove

 

methods,
 

the
 

fuel-optimal
 

control
 

problem
 

of
 

HSV
 

in
 

the
 

ascending
 

stage
 

under
 

the
 

complex
 

model
 

can
 

be
 

solved
 

reliably.
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引言

高超声速飞行器最优控制一直是军事领域研究

的热点[1-3],其中上升段的燃耗管理直接影响飞行器

航程,因此对燃耗最优问题研究具有重要意义.
直接法[4]和间接法[5]是求解最优控制问题的

两大类方法.直接法通过参数化方法将最优控制问

题转化为有限维非线性参数寻优问题[6].伪谱法在
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最优控制中得到了广泛的应用[7].梅映雪等[8]提出

一种基于Gauss伪谱法的分段轨迹优化策略,设计

了综合性能指标的 HSV再入轨迹.张梦樱[9]研究

了高超声速滑翔飞行器多约束、多目标的优化问

题,提出并验证了基于伪谱法的多目标轨迹优化问

题求解框架.Ngo等[10]采用直接转录法将飞行轨

迹离散化,实现了多约束情况下 HSV燃耗最优轨

迹规划.直接法中参数寻优的方法多,但是计算量

大,且难以保证解的最优性.
间接法基于变分法推导最优控制,然后将问题

转化为微分方程两点边值问题.李惠峰等[11]结合

有限差分法和改进牛顿法,求解了 HSV上升段燃

耗最优问题.乔毅涛等[12]基于Riccati方程推导二

次型能耗最优的 HSV控制律,并设计了螺旋俯冲

机动轨迹.Morimoto[13]将 HSV燃耗最优问题分

解为上升段控制问题和滑翔段航程最远问题,降低

了状态方程的维数,减小了协态变量初值猜测的难

度.Murillo[14]应用有限差分法求解了由 HSV燃

耗最优控制问题转化而成的两点边值问题.间接法

计算精度高,具有一阶最优性,但对最优控制一阶

必要条件的推导较复杂.
  

HSV的燃耗最优控制是飞行器控制的难点.
求解大气飞行器的燃耗最优控制时,容易遇到奇异

最优控制.本文引入了三角正则化法,该方法将有

界控制转化为无界控制,用误差控制将最优控制平

滑化,能方便推导出关于状态变量和协态变量的最

优控制的解析表达式.为了解决复杂模型两点边值

问题迭代初值难以给出的问题,引入并改进延拓

法.本文通过上述两种方法,研究高超声速飞行器

上升段燃耗最优控制以获得问题的可靠求解.

1 HSV燃耗最优控制问题描述
  

HSV上升段运动基本发生在纵向平面,且为

了简化问题,本文仅在纵向二维平面内研究飞行器

的运动.在当地地理系(如图1)下建立HSV上升

图1 当地地理系下飞行示意图

Fig.1 Diagram
 

of
 

flight
 

under
 

the
 

local
 

geodetic
 

coordinate
 

system

段飞行力学方程,该方程如式(1)所示:

y
·

 

=vy

v·x =-
vxvy

Re+y+
1
mucosη-

Dcosθ
m -

Lsinθ
m

v·y =
v2x

Re+y- μ
(Re+y)2

+
1
musinη-

Dsinθ
m +
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􀪁􀪁

(1)

  

其中y为HSV飞行高度;vx、vy 分别为HSV速度

矢量在当地水平和竖直方向上的投影分量;m 为

HSV质量;μ 为地球引力常数;Re 为地球半径;Isp
为燃料比冲;g0 为地表重力加速度;u 为发动机推

力;η为推力相对于当地水平方向的夹角;L和D 分

别 为 HSV 所 受 气 动 升 力、 气 动 阻 力;θ =
arctan(vy/vx)为航迹倾角;μ/(Re+y)2为重力加

速度;vxvy/(Re+y)为科氏加速度;v2
x/(Re+y)

为离心加速度.
  

气动升、阻力计算公式如下:

L=
1
2CLρv2Sref

D=
1
2CDρv2Sref

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2)

其中CL、CD 分别为升、阻力系数;v= v2
x +v2

y;

Sref为气动参考面积;ρ为空气密度,按下式计算:

ρ=ρ0e
-y

H (3)

其中ρ0 为海平面空气密度;H 为标量高度系数[15].
HSV上升段初末状态为

y(0)=y0,vx(0)=vx0,vy(0)=0,m(0)=m0

y(tf)=yf,vx(tf)=vf,vy(tf)=0 
 

(4)
  

发动机推力限幅为

0≤u≤umax (5)
  

用HSV上升段燃料消耗表示燃耗最优性能指标:

J=m0-m(tf) (6)

2 求解HSV燃耗最优控制问题

2.1 推导HSV最优控制
  

间接法中,最优控制一般由庞特里亚金极小值

原理得出:

H(u*)=min
u

H (7)

其中 H 为哈密尔顿函数,u 为控制量;右上角标*
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表示最优值.
  

对于控制不受限的最优控制问题,控制量可由

一阶最优性条件方便得出:

∂H
∂u =0 (8)
  

对于控制幅值受限的 HSV燃耗最优控制问

题,哈密尔顿函数往往可归结为以下形式:

H =H0+S·u (9)

其中 H0 为函数中与控制无关的部分;S 为切换函

数.则由极小值原理,飞行器最优控制为:

u* =umax   S<0

0≤u* ≤umax S=0

u* =0    S>0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (10)

  

当S 穿过零点时,控制发生跳变,使状态和协态

变量在此处不光滑;当S 在一时间区间内恒为零时,

最优控制为奇异最 优 控 制,一 般 需 要 Legendre-
Clebsch条件来求解,对飞行器而言,其求解过程过

于复杂.
  

三角正则化法[14]用正弦函数表达受幅值限制

的控制,将其转化为不受限的三角控制,并引入误

差控制,使最优控制平滑化,同时避免奇异最优情

况的出现.
  

三角正则化法将HSV控制量表达为:

u=
umax

2sinutrig+
umax

2
(11)

其中,utrig 为三角控制量,其取值不受约束.
  

故问题由求最优推力u*转化为了求最优三角

控制u*
trig.由于utrig 不受取值约束,最优三角控制

可由式(8)得出,而实际最优推力根据式(11)由最

优三角控制还原.这样求出最优控制的同时保证了

其满足幅值约束.
  

还原出的原最优控制仍会出现跳变,使状态和

协态变量不光滑.故引入误差控制,使控制在原跳

变处平滑过渡.用余弦函数的形式表达误差控制:

uerror=ε
umax

2cosutrig
(12)

其中ε为误差系数.ε越小,误差控制效果越弱,平
滑控制更贴合原非平滑的理想控制;反之效果越

强,控制过渡更平缓.
  

将误差控制添加到积分型性能指标的被积函

数中[16].由于utrig 取值自由,uerror 可能取到负值,

故将误差控制项取绝对值后加入性能指标,则式

(6)改写为:

J=m0-mf+∫
tf

0
uerror dt (13)

  

于是,经该方法改造的 HSV燃耗最优控制问

题的哈密尔顿函数为:

 H = uerror +λyvy +

λvx
1
mucosη-

vxvy

Re+y-
Dcosθ
m -

Lsinθ
m  +

λvy
v2

x

Re+y- μ
(Re+y)2

+
1
musinη-

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁

Dsinθ
m +

Lcosθ
m
􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -λm
u
Isp

(14)

其中u 和uerror 的表达式分别为式(11)和式(12);

λy、λvx、λvy、λm 分别为四个状态变量对应的协态变

量,其动态方程为:

λ
·

y =-
∂H
∂y =-

λvxvxvy

(Re+y)2
+

λvyv2
x

(Re+y)2
-

 
2μλvy

(Re+y)3
-(λvxcosθ+λvysinθ)

D
mH +

 (λvycosθ-λvxsinθ)
L

mH

λ
·

vx =-
∂H
∂vx

=
λvxvy

Re+y-
2λvyvx

Re+y+

 λvx
CDρ0e

-y
HSref(2v2x +v2y)

2mvx 1+
v2y
v2x

+λvy
CDρ0e

-y
HSrefvy

2m 1+
v2y
v2x

+

 λvx
CLρ0e

-y
HSrefvy

2m 1+
v2

y

v2
x

-λvy
CLρ0e

-y
HSref(2v2

x +v2
y)

2mvx 1+
v2

y

v2
x

λ
·

vy =-
∂H
∂vy

=-λy +
λvxvx

Re+y+

 λvx
CDρ0e

-y
HSrefvy

2m 1+
v2y
v2x

+λvy
CDρ0e

-y
HSref(v2x +2v2y)

2mvx 1+
v2y
v2x

+

 λvx
CLρ0e

-y
HSref(v2

x +2v2
y)

2mvx 1+
v2

y

v2
x

-λvy
CLρ0e

-y
HSrefvy

2m 1+
v2

y

v2
x

λ
·

m =-
∂H
∂m =

u
m2
(λvxcosη+λvysinη)-

 D
m2λvxcosθ+λvysinθ  +

L
m2λvycosθ-λvxsinθ  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(15)
  

故由一阶最优性条件得最优三角控制为
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u*
TRIG =

arctan
λvxcosη+λvysinη

m -
λm

Isp
ε  

arctan
λvxcosη+λvysinη

m -
λm

Isp
ε  +π

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(16)

  

式(14)中绝对值项的存在使得式(16)中u*
TRIG

取值分为两种情况,而最优三角控制应根据极小值

原理从这两项中选取.当且仅当ε=0时,为奇异最

优控制,然而恒有误差系数ε>0,故经过三角正则

化法的处理,求解u*
TRIG 时奇异最优的情况不会出

现.然后可由式(11)还原得到实际的最优推力u*.
值得注意的是,由此还原的最优推力曲线仍可能出

现奇异弧,呈现为奇异最优控制.
  

由极小值原理,最优推力角满足:

cosη=
-λvx

λvx
2+λvy

2

  

sinη=
-λvy

λvx
2+λvy

2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(17)
  

同时,由间接法相关原理,补充两个边界条件:

H(tf)=0,  λm(tf)=-1 (18)
  

经过以上处理后,最优控制问题就可以转化为

由式(1)~(4)、(15)~(18)构成的光滑非线性微分

方程两点边界值问题,其中式(1)和(15)分别为关

于状态和协态变量的非线性微分方程,其余为方程

中相关变量的计算及边界条件.

2.2 求解HSV两点边值问题
  

求解两点边值问题最常用的方法是有限差分

法和数值打靶法,这些方法属于迭代法,求解时需

要先给定一个合适的迭代初值.设置不合理的迭代

初值将使求解发散.延拓法通过引入延拓参数,从
已知 解 的 问 题,逐 步 延 拓 求 解 至 待 求 的 复 杂

问题[17,18].
  

HSV动力学模型中科氏加速度、离心加速度、

气动升力、气动阻力四个强非线性项使得状态和协

态方程很复杂,显然需要一个合理的初值猜测来求

解该两点边值问题.于是通过忽略这四个非线性

项,构成简化 HSV模型,解析求解得到简化模型

问题的解,将该解作为延拓初值,应用延拓法,经过

序贯求解一系列关于状态和协态变量的两点边值

问题,逼近并求出原复杂飞行器模型的最优控制.
  

简化HSV动力学模型为:

y
·
=vy,v

·
x =

u
mcosη

v
·
y =

u
msinη-g,m

·
=-

u
Isp

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(19)
  

其协态变量动态方程为:

λ
·

y =0

λ
·

vx =0,λ
·

vy =-λy

λ
·

m =
u
m2 λvxcosη+λvysinη  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(20)
  

其边界条件满足式(4)、式(18).最优推力角仍满足

式(17).
  

通过对式(20)进行积分运算,并分析切换函数

单调性,可知切换函数单调递增,发动机先以最大

推力工作,然后关机,飞行器进行无动力滑行.于是

问题变为对关机时间点和积分常数的求解问题.具
体求解过程由于篇幅限制在此省略.最后通过求解

出的积分常数可解出协态变量曲线,并求得最优推

力角,通过积分运算可求得状态变量曲线.其中协

态变量曲线如图2、图3所示.

图2 简化问题的λy,λvx 曲线

Fig.2 λy、λvx
 curves

 

of
 

the
 

simplified
 

problem

图3 简化问题的λvy,λm 曲线

Fig.3 λvy、λm
 curves

 

of
 

the
 

simplified
 

problem
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传统的延拓法将延拓参数直接乘在非线性项

上,延拓时该项被线性地还原,为线性延拓.已有的

延拓法或需要对残差函数求偏导[17],或可能遇到

解枝折叠点的问题[19],这些方法对强耦合的飞行

器模型而言是难以直接运用的.在传统方法基础

上,本文提出先将多个参数以函数的形式组合,再
乘在非线性项前,进行非线性延拓.它们可构成时

延系数kdelay,以迟滞某个非线性项的作用时间.延
拓结束时,需使kdelay 在整个时间区间内趋近于1,

从而还原非线性项对系统运动方程的影响.
  

引入延拓参数k1、k2、k3 和k4,分别乘到科氏

加速度、离心加速度、气动阻力和气动升力项上,构
成线性延拓.本文考虑 HSV最常见的空射场景,

飞行器具有一定的初始水平速度,在初始时刻所受

气动升、阻力较大,故用延拓参数k5、k6 组成时延

系数kdelay,延迟两力的作用时刻,构成非线性延拓,

有利于两点边值问题的求解.时延系数表达式如式

(21).重力加速度在整个上升段变化较小,无需单

独对其进行延拓.因此将原状态变量的微分方程改

为式(22).
kdelay=1-e

-k5t-k6 (21)

 

y
·
=vy

v·x =-k1
vxvy

Re+y+
1
mucosη-

 kdelayk3
Dcosθ
m -kdelayk4

Lsinθ
m

v·y =k2
v2x

Re+y- μ
(Re+y)2

+
1
musinη-

 kdelayk3
Dsinθ
m +kdelayk4

Lcosθ
m

m· =-
u
Isp

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(22)
  

于是以简化模型问题的解作为延拓初值,进行

线性和非线性延拓.线性延拓步骤如表1.
 

线性延拓完成后,依次对k5、k6 进行延拓,使

kdelay 在整个时间区间内保持趋近于1.值得注意的

是,线性延拓的延拓参数应从0延拓至1;而非线

性延拓的相关参数在延拓时无统一的方向和区间,

但应在延拓完成时,所有非线性项完全得到复原.
延拓开始前,引入的延拓参数使这些非线性项

将不对运动方程产生作用,此时方程为简化HSV运

动方程;所有延拓完成后,所有非线性项均被还原,

最后的控制曲线即为HSV上升段燃耗最优的解.

表1 线性延拓步骤

Table
 

1 Steps
 

of
 

linear
 

continuation
 

method

步骤 操作

1
将延拓参数ki(i=1,2,3,4)分别乘至需要忽略的4个

非线性项上,如式(22),并令i=1,延拓第一个参数k1.

2 求解忽略非线性项后简化模型的最优控制问题.

3
将上一个所求解作为迭代初值,求解ki=ki+dk 下关

于状态和协态变量两点边值问题,dk 可根据实际问题
选取.

4
若ki=1,则ki 所对应项延拓完毕,转到第5步;若ki<
1,则返回第3步.

5
若i=4,则所有非线性项延拓完成,线性延拓计算结束;
若i<4,则i=i+1,延拓下一个非线性项,返回第3步.

 

3 仿真验证
  

为了验证上述方法的有效性,本节应用 MAT-

LAB仿真软件,对HSV的上升段燃耗最优控制问

题进 行 仿 真 验 证.仿 真 实 验 硬 件 配 置 为 AMD
 

CPU:Ryzen
 

7-5
 

800H、内存32
 

GB、主频3.2
 

GHz
的笔记本电脑.

  

仿真入口参数如表2所示.

表2 仿真入口参数

Table
 

2 Parameters
 

of
 

the
 

simulation

Parameters Value

umax/N 9.2×105

Isp/s 3×102

m0/kg 3×104

y0/m 1×104

vx0/(m􀅰s
-1) 250

yf/m 4×104

vxf/m 3.4×103
  

本次飞行器最优控制研究中延拓参数的相关

设置如表3.

表3 延拓参数的设置

Table
 

3 Settings
 

of
 

the
 

continuation
 

parameters

Parameters Interval Step
 

size Duration
 

of
 

each
 

step

k1 0->1 0.2 Nearly
 

5.6
 

s

k2 0->1 0.2 Nearly
 

5.9
 

s

k3 0->1 0.2 Nearly
 

7.2
 

s

k4 0->1 0.2 Nearly
 

6.9
 

s

k5 1->10 1 Nearly
 

5.5
 

s

k6 1->10 1 Nearly
 

4.2
 

s
  

延拓气动升力和气动阻力时,若只采用线性延

15
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拓(即kdelay≡1),则无论dk取得如何小(dk取得越

小,延拓循环次数就越多),延拓到一定程度后,总
会遇到发散问题,而结合线性和非线性延拓则可以

顺利进行.
  

推力、开关函数、推力角及哈密尔顿函数曲线

如图4~7所示,其中开关函数和哈密尔顿函数是

未经三角正则化法修改的原函数.

图4 推力曲线

Fig.4 The
 

thrust
 

curve

图5 开关函数曲线

Fig.5 The
 

switching
 

function

图6 推力角曲线
Fig.6 The

 

thrust
 

angle
 

curve

图7 哈密尔顿函数曲线
Fig.7 Hamiltonian

 

function
  

图4显示,发动机总体呈现为“开-关-开”的
工作方式,且在29~71

 

s区间推力的大小不在其

限幅边界上,而是时间的连续函数,为奇异最优弧.
图5开关曲线总体呈现为“负-正-负”的趋势,与
图4推力曲线对比,符合式(5)给出的最优控制逻

辑,并且发现在29~71
 

s区间,开关曲线趋近于0,
为奇异最优控制区间,证实了图4中该区间的控制

为奇异最优.图6中推力角逐渐变小,发动机主要

提供水平方向的速度,升力对飞行器提升高度起主

要作用,符合对燃耗最省的控制.图7中哈密尔顿

函数几乎为0,符合燃耗最优时该函数的性质,而
存在量级的波动是由于误差控制的引入和数值计

算误差.

4 结论
  

本文基于最优控制的间接法,引入三角正则化

方法,使最优控制容易推导,且控制实现平滑化.对
于求解最优控制转化的两点边值问题中,协态变量

无合理初值猜测而使求解易发散的问题,引入延拓

法,并对其进行改进,增加了求解成功的概率.其通

过以简化模型问题的解作为初值,逐步延拓求解至

原模型下的最优控制问题.最后通过对高超声速飞

行器上升段燃耗最优问题的分析和仿真计算,验证

了上述方法的有效性.但本文暂未考虑 HSV在上

升段动压、热流密度和过载等过程约束条件.包含

这些过程约束的燃耗最优控制问题将是需要进一

步深入研究的问题.
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