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摘要 基于空气弹簧和负刚度弹簧并联的刚度系统,建立单自由度1/4车辆悬架模型.根据延拓打靶法对

悬架系统的周期解进行追踪并依据Floquet理论判断其稳定性,利用胞映射原理绘制出系统随参数变化时

吸引子的吸引域,分析吸引域在不同参数下的演变过程.结果表明:悬架系统在周期激励下会发生鞍结分

岔、周期倍化分岔等局部分岔行为;揭示了系统由周期解转变为混沌状态的路径主要为与鞍结分岔相关的I
型阵发;不稳定周期轨道与混沌吸引子碰撞时系统会产生的边界激变、内部激变等动力学行为,致使混沌吸

引子发生消失、变大.
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Abstract Based
 

on
 

a
 

stiffness
 

system
 

consisting
 

of
 

an
 

air
 

spring
 

and
 

a
 

negative
 

stiffness
 

spring
 

connected
 

in
 

parallel,
 

a
 

single-degree-of-freedom
 

1/4
 

vehicle
 

suspension
 

model
 

was
 

established.
 

The
 

continuation
 

shooting
 

method
 

was
 

applied
 

to
 

track
 

the
 

periodic
 

solutions
 

of
 

the
 

suspension
 

system,
 

and
 

their
 

stability
 

was
 

determined
 

by
 

the
 

Floquet
 

theory.
 

The
 

basin
 

of
 

the
 

system
 

were
 

depicted
 

using
 

the
 

principle
 

of
 

cell
 

mapping,
 

and
 

the
 

evolution
 

of
 

the
 

basin
 

under
 

different
 

parameters
 

was
 

analyzed.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

suspension
 

system
 

exhibits
 

local
 

bifurcation
 

behaviors
 

such
 

as
 

saddle-node
 

bifurcation
 

and
 

period-
doubling

 

bifurcation
 

under
 

periodic
 

excitation.
 

The
 

study
 

reveals
 

that
 

the
 

transition
 

from
 

periodic
 

solu-
tions

 

to
 

chaos
 

in
 

the
 

system
 

is
 

mainly
 

associated
 

with
 

Ι-type
 

intermittent
 

related
 

to
 

saddle-node
 

bifurca-
tion

 

.
 

When
 

the
 

unstable
 

periodic
 

orbit
 

collides
 

with
 

the
 

chaotic
 

attractor,
 

the
 

system
 

will
 

produce
 

dy-
namic

 

behavior
 

such
 

as
 

boundary
 

crisis
 

and
 

internal
 

crisis,
 

which
 

will
 

cause
 

the
 

chaotic
 

attractor
 

to
 

disap-
pear

 

and
 

become
 

larger.
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引言
  

汽车悬架作为车辆的重要组成部分,主要作用

是缓解由于路面不平整带给乘客的冲击与振动.常
规车辆的被动悬架主要由弹簧和阻尼器组成,其中

弹簧刚度和阻尼系数是线性固定不变的,这也导致
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在较为复杂的路面下,汽车悬架的减震性能难以提

高.改变悬架结构,提高车辆悬架降振性能成为了

学者们的研究热点.
尹万建[1]建立由空气弹簧和线性阻尼并联构

成的车辆悬架系统,分析了空气弹簧悬架在单双频

激励下的非线性动力学现象.Hua等[2]研究了在路

面激励下滞回悬架系统的随机振动,提出滞回弹簧

非线性程度的提高能够较大程度的改变车辆的舒

适性.曹计欢等[3]将负刚度弹簧与空气弹簧并联,

分析了单自由度悬架系统在周期激励下的亚谐共

振情况,将 数 值 解 与 理 论 解 进 行 了 对 比 验 证.
Abebe等[4]通过实验曲线拟合结果建立四分之一

车辆悬架系统的数学模型,从刚度等方面对悬架动

力学特性进行了评价.Diala等[5]构造了一种非线

性刚度和非线性阻尼并联的单自由度悬架系统,分
析了非线性参数对悬架系统耗能水平的影响.

  

对于具有负刚度的系统,由于整个系统的总刚

度降低,拓宽了系统振动频率的范围,使得车辆悬

架系统具有了良好的降振性能,极大的改善了汽车

在复杂路面下行驶的平顺性及乘坐的舒适性.顾信

忠等[6]研究了空气弹簧刚度系数对负刚度悬架系

统的混沌特性影响,得出悬架系统具有分岔等动力

学现象.徐兴等[7]考虑空气弹簧与负刚度弹簧并联

的准零汽车悬架系统,研究表明准零刚度系统相对

于传统的悬架系统具有较好的隔振性能.为了能够

增强汽车悬架的隔振性能,Suman等[8]设计了一

种可用于车辆悬架的隔振系统,隔振系统的正刚度

从气动弹簧获得.Zha等[9]建立负刚度悬架系统,

基于动力学理论分析负刚度参数对驾驶员舒适性

的影响,得出将负刚度应用于车辆悬架系统可以显

著提高乘坐舒适性.周冬等[10]构建了一种具有磁

力负刚度弹簧的磁力悬架,分析了磁力悬架的振动

特性,表明非线性程度越深,悬架隔振性能越强.
  

在车辆悬架系统全局动力学研究中,对于系统

混沌状态的分析,部分研究者只给出系统混沌运动

状态的相图,也有部分研究者对通向混沌的路径进

行了探讨,混沌路径主要有:周期倍化分岔、准周期

分岔、擦边分岔、阵发性、激变等.大部分学者研究

的混沌路径为周期倍化分岔和拟周期分岔,而对于

通过阵发性将周期解转变为混沌这一路径研究的

较少.Pomeau等[11]研究了洛伦兹系统从稳定的周

期解向混沌转变的路径,从时间历程图对这一转变

过程进行了详细的分析,利用Floquet理论将这一

转变称之为型阵发.Kabiraj等[12]分析了热声振荡

通过阵发性从准周期状态转变为火焰熄灭的过程,

利用对声压时间轨迹的重建和相空间时间序列分

析技术,对阵发性进行了详细的讨论,确定这一转

变为II型阵发.Awrejcewicz等[13]通过对工程实际

中较为常用的梁板壳等基础构件进行研究,分析了

在不同白噪声作用下,构件周期、准周期解以及混

沌三者区域的变化,通过利用高斯小波分析得出板

外的噪声通过阵发向混沌过渡.吴鑫等[14]研究了

在拟周期激励下悬臂梁结构的奇异非混沌现象,利
用最大李雅普诺夫指数验证了奇异非混沌吸引子

的存在,表明系统的拟周期吸引子通过阵发过渡到

奇异非混沌状态.
    

激变现象是非线性系统全局动力学研究中一

种较为常见的不连续分岔现象.Grebogi等[15]以一

维映射为研究背景,首次提出激变这一概念,揭示

了混沌区域发生突变是由于混沌吸引子与不稳定

周期轨道发生碰撞,导致混沌吸引子在参数变化时

会发生跃变现象.混沌吸引子突然出现或消失的现

象称为边界激变;混沌吸引子尺寸发生突变(变大

或变小)的现象称为内部激变;多个混沌吸引子突

然合并或一个混沌吸引子突然分裂为多个混沌吸

引子的现象称为融合激变.张惠等[16]在分段光滑

碰撞系统中揭示了系统吸引子的消失是周期倍化

分支所形成不稳定周期轨道与混沌吸引子发生碰

撞即发生边界激变导致的.金花等[17]研究了单自

由度齿轮传动的一系列不连续分岔行为,揭示了在

齿轮系统运动过程中,混沌吸引子与处于吸引域边

界上的不稳定周期解发生碰撞,使得系统发生边界

激变,周期吸引子分岔行为停止.Damghani等[18]

研究分析三维混沌振子的分岔行为以及吸引子分

形吸引域,利用李雅普诺夫指数分析系统的不同动

力学特性,指出系统存在相互吸引的吸引域.侯林

森等[19]以单自由度悬索桥为研究对象,数值模拟

出系统在不同参数下的分岔图以及吸引子和吸引

域,得到系统存在边界激变和内部激变等丰富的动

力学现象.
  

综合已有的文献研究发现,目前关于正负刚度

并联车辆悬架的非线性动力学行为分析主要集中

在简单分岔以及共振方面,对阵发性、激变等丰富

的动力学现象却鲜有提及.考虑单自由度正负刚度
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并联的车辆悬架系统,研究其在周期激励下的全局

动力学现象,将延拓算法[20,21]和打靶法[22,23]相结

合求出系统在参数变化时的周期解并应用Floquet
理论[24]判断其稳定性与分岔类型,最后利用胞映

射原理绘制系统周期解的吸引域,与延拓算法计算

结果形成相照应.研究结果对车辆悬架的动力学设

计提供了一定理论依据.

1 力学模型
  

正负刚度并联的车辆悬架系统[3],如图1所

示,在悬架模型中,阻尼器为线性,弹簧刚度为空气

弹簧和负刚度弹簧并联,轮胎质量不计.其中m 为

车体质量,kf 为悬架系统的负刚度弹簧系数,fk=

k1y+k2y2+k3y3 为悬架系统的空气弹簧力,c为

线性阻尼系数,y 是悬架的位移,y0=βsinω1t为路

面激励,表明悬架系统受路面正弦波激励.

图1 车辆悬架模型

Fig.1 Vehicle
 

suspension
 

model

根据牛顿运动定律,得到系统的运动微分方程:

my
··
+k1(y-y0)+k2(y-y0)2+k3(y-

 y0)3+kf(y-y0)+c(y
·
-y

·
0)=0

 

(1)
令z=y-y0,并将y0=βsinω1t代入(1)式得到:

mz··+k1z+k2z2+k3z3+

 kfz+cz·=mβω1
2sinω1t (2)

对式(2)进行无量纲化,得到:

x'1=x2

x'2=-αx1-Cx2-K2x2
1-K3x3

1+

 aω2sinωτ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3)

其中x'表示x对τ求一阶导数,ω2
0=

k1
m
,τ=ω0t,ω

=
ω1

ω0
,x =

z
k1
k3

,x =x1,x
·
1 =x2,a = β

k1
k3

,C =

c
mω0

,K2=
k2
mω2

0
􀅰

k1
k3
,K3=

k1
mω2

0

,α=1+
kf

mω2
0

2 延拓打靶法
  

考虑 方 程 (3)式:用 X 表 示 状 态 变 量

[x1,x2]T,参数向量[α,C,K2,K3,a,ω]用φ 表

示,则式(3)可简记为:

X
·
=F(X,φ,τ) (4)

为了求解车辆悬架系统周期运动的稳定性,构
建Poincaré映射将求解系统周期解的问题转化为求

满足下式的Poincaré映射不动点的问题,即满足:

Q(X,φ)=P(X,φ)-X=0 (5)

其中P(X,φ)定义为X 的Poincaré映射.
  

对于方程(5)的求解,选定X(φ0)=X0为初始

不动点,若Q(X0)=P(X0)-X0=0,则此不动点为

所求的周期解,若Q(X0)≠0,则在给出初值的情

况下,采用 Newton-Raphson迭代不断进行修正,

最后获得满足(5)式的不动点X(φi)=Xi ,迭代格

式如下:

Xk+1
i =Xk

i -DQ(Xk
i)-1Q(Xk

i)

 =Xk
i -[DP(Xk

i)-I]-1[P(Xk
i)-Xk

i] (6)

k为迭代次数,DP(Xi)和P(Xi)可由下面初值问

题求解,即

dv
dτ=

∂F(X,φ,τ)
∂X ×v=

 
0 1

-α-2K2x1-3K3x2
1 -C

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ×v

v(0)=I

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)

其中τ=T 时(T 为Poincaré映射周期),DP(Xi)=
v(T).

  

延拓算法主要分为两步:(1)预测;(2)校正;主
要思想是在已知系统一支解时,寻找充分靠近这支

解且满足一定精度的一系列个点.对式(5)进行转

化,得到式(8):

dX
dφ

=-
∂Q(X,φ)
∂X

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1∂Q(X,φ)
∂φ

X(φi)=Xi

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (8)

X
~
i+1=Xi-

∂Q(Xi,φi)
∂X

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 -1 ∂Q(Xi,φi)

∂φ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 Δφ

(9)

dψ
dτ =

∂F(X,φ,τ)
∂X ×ψ +

∂F(X,φ,τ)
∂φ
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=
0 1

-α-2K2x1-3K3x2
1 -C

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ×ψ +

0

-x1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

(10)

  

在前面求得φ=φi 时的周期解Xi,利用式(9)

进行预测,得到φ=φi+1 时Xi+1 的预测值X
~
i+1.在

式(9)中φi+1-φi=Δφ,
∂Q(Xi,φi)
∂X =DP(Xi)-

I,而
∂Q(Xi,φi)

∂φ
可由式(4)、式(10)以[φi,0]为初

值积分一个Poincaré映射周期得到.以参数α 为延

拓参数,其余参数为不变量.
  

通过上述计算过程,可以得到Poincaré映射的

雅可比矩阵DP(xk)的特征值,根据Floquet理论,

当所有的Floquet乘子都在单位圆内时,则周期解

是稳定的;存在一个Floquet乘子在单位圆外,则
周期解是不稳定的;当Floquet乘子从+1穿出单

位圆时,系统发生鞍结分岔、跨临界分岔;当Flo-

quet乘子从-1穿出单位圆时,系统发生周期倍化

分岔[25].

3 全局动力学分析

3.1 负刚度参数对全局特性的影响
  

在正负刚度并联的汽车悬架中,负刚度的并联

能够实现车辆的低频振动,对负刚度弹簧的研究能

够为车辆安全、稳定的行驶提供一定的理论依据.选
取系统的参数为[26]:ω=0.41,K2=0.5,K3=0.3,

C=0.08,a=0.2,应用延拓打靶法求解系统的运

动状态,图2和图3(a)为以α 为控制参数,α∈
(0.1,0.35)时系统的分岔图及其所对应的最大李

雅普诺夫指数图,从图2中可以看出0.1<α<0.35
时,系统存在周期运动与混沌交替出现的运动状

态,其中红色轨迹代表系统的不稳定周期轨道,蓝
色曲线和区域分别表示系统在一定初值下的周期

运动以及混沌运动状态.SNi 和PDi 表示鞍结分岔

点和周期倍化分岔点,CAi 表示混沌状态,下标i
表示鞍结分岔和周期倍化分岔发生的次序.SPn 和

UPn分别表示稳定和不稳定的周期n 吸引子,用
下标a,b,c分别表示周期n 运动状态的不同分支.

由图2可见,系统在多处发生鞍结分岔和周期

倍化分岔,引起周期吸引子的出现或消失.在参数

α=0.35时系统只有稳态周期一解SP1a,在图3(a)

中其最大李雅普诺夫指数表现为小于0,随着参数

α的变化,系统分别在SN1(α=0.299
 

459),SN2(α
=0.305

 

813),SN3(α=0.209
 

759),SN4(α=
0.262

 

419)处连续发生鞍结分岔,系统运动经历从

SP1a➝SP1b➝SP1c 的转变,SP1c 经周期倍化序列

转变为周期四(SP4)的稳定运动状态.
当参数α减小到0.224

 

776时,悬架系统通过

I型阵发(IN)从SP4变迁为混沌状态CAa,在图3
(a)中其最大李雅普诺夫指数表现为大于0.在参

数α=0.193
 

627时由于不稳定周期轨道和混沌吸

引子CAa 发生碰撞,系统发生内部激变(IC),导致

图2 α∈(0.1,0.35)时系统的分岔图

Fig.2 Bifurcation
 

diagram
 

of
 

the
 

system
 

at
 

α∈(0.1,0.35)

图3 系统随参数α变化的最大李雅普诺夫指数:
(a)α∈(0.1,0.35);(b)α∈(0.147,0.152)

Fig.3 The
 

maximum
 

Lyapunov
 

index
 

of
 

the
 

system
 

with
 

parameter
 

α
 

variation:
 

(a)α∈(0.1,0.35);
 

(b)α∈(0.147,0.152)

14
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混沌吸引子CAa 突然变小.经逆周期倍化分岔,在
参数α=0.179

 

456时,系统表现为稳定的周期三

(SP3)运动,SP3随着α 减小经周期倍化分岔序列

进入混沌状态,系统在α=0.161
 

455再次发生内

部激变(IC),周期六(SP6)经倍周期分岔产生的混沌

吸引子发生突然增大转变为混沌吸引子CAb,在α=
0.150

 

955(SN5)时系统发生鞍结分岔,通过I型阵

发[11]将混沌状态CAb 变迁为稳定的周期一解SP1d.

3.2 阵发性通向混沌的路径
   

取参数区间α∈(0.147,0.152),系统的响应

及其所对应的最大李雅普诺夫指数如图4和图3
(b)所示,图3中红色轨线表示不稳定周期轨道.当
参数α 小于0.1509时,系统表现为蓝色轨线代表

的周期一解SP1d,由图3(b)可知其最大李雅普诺

夫指数小于0.随着参数α 的增加,系统在α=
0.150

 

955(SN5)处发生鞍结分岔,当α再略微增大

时,系统变为蓝色区域所表示的混沌状态CAb,在
图3(b)中可知其最大李雅普诺夫指数大于0.系统

运动从SP1d 转变为CAb 这一过程中,当参数α小

于α*(α*=0.150
 

955)时,悬架系统表现为周期一

的稳态解,如图5(a)所示.
 

当α 略微超过α* 到达

0.150
 

957时,悬架系统的响应整体为规则的周期

运动,但稳态的周期运动会被间隔一定时间所爆发

的混沌行为间歇性中断,混沌状态会持续一定的时

间,当混沌行为停止时,系统运动方式立即转变为

稳态周期运动.随着时间的向前推移,系统响应为

混沌状态与周期运动交替出现,如图5(b)所示;随
着α 的增大,周期运动持续的时间逐渐减小,混沌

出现的次数越来越频繁,所持续的时间也越来越

长,如图5(c)所示;当α=0.151时,系统的运动行

图4 α∈(0.147,0.152)时系统的分岔图
Fig.4 Bifurcation

 

diagram
 

of
 

the
 

system
 

at
 

α∈(0.147,0.152)

图5 系统时间历程图:(a)α=0.150
 

955;(b)α=0.150
 

957;
(c)α=0.150

 

958;(d)α=0.151
Fig.5 System

 

time
 

history
 

diagram:
 

(a)α=0.150
 

955;
(b)α=0.150

 

957;(c)α=0.150
 

958;(d)α=0.151

为彻底全部转变为混沌,如图5(d)所示.如果系统

从周期解过渡为混沌的路径经历图5这种变化过

程,将这一过渡行为称之为阵发性.

3.3 激变动力学与局部吸引子的分岔

为了能够全面的揭示分岔图2中悬架系统在

A、B两处的动力学行为,基于分岔参数α递增和递

减的不同工况,分析系统周期解吸引子和混沌吸引

子随参数变化的情况以及吸引子的吸引域演化规

律.在系统的相空间中选取一个区域,将其划分为

1000×1000个胞,用简单胞映射法求解出参数α
在增大(减小)时系统吸引子的吸引域演化过程.用
“▲”、“·”表示周期吸引子,吸引域用S表示,下标

表示系统吸引域的个数,“×”表示不稳定吸引子.
  

应用延拓打靶法描绘出参数α∈(0.1048,

0.1056)时系统的分岔演化,如图6所示.从图6中

可以看出,当α∈(0.104
 

859,0.105
 

272)时,系统

只有稳定的周期一解SP1,同时在α=0.104
 

859
(SN1)处,周期一解SP1的Floquet乘子从+1穿

出单位圆(见表1),由Floquet理论可知SP1在此

处发生鞍结分岔,产生红色的不稳定轨道 UP1.随
着参数的增大,SP1在PD1(α=0.105

 

287)、PD3
(α=0.105

 

441)处经倍周期序列最终变为混沌响

应CAa.同时,在参数α=0.105
 

276处系统存在稳

定的周期三(SP3)解(黑色),状态空间在此处的响

应为三吸引子共存,分别为SP1、SP3和图2中的

SP1d,三者的吸引域见图7(a),天蓝色区域S1 表

示吸引子SP1d 的吸引域,棕黄色区域S2 为吸引子

24
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表1 区域A处各点的Floquet乘子

Table
 

1 Floquet
 

multipliers
 

for
 

each
 

point
 

in
 

region
 

A
Fixed

 

point Floquet
 

multiplier Norm
 

of
 

floquet
 

multiplier Nature

SN1
1.000

 

186
 

499
 

1
0.293

 

413
 

087
 

7
On

 

the
 

unit
 

circle
inside

 

the
 

unit
 

circle Saddle-node
 

bifurcation
 

point

SN2
0.025

 

280
 

039
 

4
0.999

 

778
 

117
 

1
Inside

 

the
 

unit
 

circle
on

 

the
 

unit
 

circle Saddle-node
 

bifurcation
 

point

PD1
-0.293

 

328
 

686
 

0
-1.000

 

474
 

290
 

6
Inside

 

the
 

unit
 

circle
on

 

the
 

unit
 

circle Period-doubling
 

bifurcation
 

point

PD2
-1.000

 

526
 

177
 

4
-0.025

 

261
 

138
 

3
On

 

the
 

unit
 

circle
inside

 

the
 

unit
 

circle Period-doubling
 

bifurcation
 

point

图6 区域A处局部分岔图

Fig.6 Bifurcation
 

diagram
 

of
 

the
 

branch
 

in
 

area
 

A

图7 随着参数的增大吸引域演化进程:(a)α=0.105
 

276,天蓝色区
域S1 为SP1d的吸引域,棕黄色区域S1 为SP1的吸引域,黄色区域

S3 为SP3的吸引域;(b)α=0.105
 

52,天蓝色区域S1 表示吸引子

SP1s的吸引域,棕黄色区域S2 为吸引子CAa的吸引域;
(c)α=0.105

 

532;(d)α=0.105
 

56
Fig.7 Evolution

 

process
 

of
 

the
 

attraction
 

domain
 

with
 

the
 

increase
 

of
 

parameters:
 

(a)α=0.105
 

276,
 

the
 

sky
 

blue
 

region
 

S1 is
 

the
 

basin
 

of
 

SP1d,the
 

brown
 

yellow
 

region
 

S2 is
 

the
 

basin
 

of
 

SP1,
 

and
 

the
 

yellow
 

region
 

S3 is
 

the
 

basin
 

SP3;
 

(b)α=0.105
 

52,
 

the
 

sky
 

blue
 

region
 

S1 is
 

the
 

basin
 

of
 

SP1d,
 

the
 

brown
 

yellow
 

region
 

S2 is
 

the
 

basin
 

of
 

CAa;
 

(c)α=0.105
 

532;
 

(d)α=0.105
 

56

SP1的吸引域,而黄色区域S3 为吸引子SP3的吸

引域.SP3经PD2(α=0.105
 

284)通过周期倍化分

岔最终在α=0.105
 

291进入混沌运动状态CAb,
此时系统表现为吸引子SP1d、吸引子SP2和混沌

吸引子CAb 三吸引子共存.随着不稳定轨道 UP3
的持续延拓,在α=0.105

 

532处,UP3与混沌吸引

子CAa 发生碰撞,系统再次发生边界激变(BC),致
使混沌吸引子CAa 突然消失,系统的终态为周期

一SP1d 的响应.在图7(b)、图7(c)中区域S1 表示

吸引子SP1d 的吸引域,棕黄色区域S2 为吸引子

CAa 的吸引域.图(b)为混沌吸引子CAa 与碰前状

态,图(c)表示混沌吸引子CAa 与位于吸引域边界

上的不稳定轨道 UP3发生碰撞,引起系统发生边

界激变(BC),致使混沌吸引子CAa 的消失,系统此

时的运动仅为周期一解SP1d,图7(d)中S1 为其吸

引域.
采用延拓打靶法追踪出系统在B处的稳定与

不稳定周期解以及其演化历程,如图8所示,同时

计算吸引子在不同参数下其吸引域的变化规律以

揭示系统发生的分岔行为,如图9所示.在α=
0.2033处,系统只有稳定的周期一解SP1.随着参

数α的增大,在α=0.203
 

47(SN1)时,周期一解

SP1的Floquet乘子从+1穿出单位圆(见表2),由

Floquet理论可知,SP1在此处发生鞍结分岔,产生

红色的不稳定轨道UP1,同时通过I型阵发(IN)将
周期一的稳态解转变为混沌吸引子CAa.伴随着参

数α的减小,SP1在PD1(α=0.203
 

221)、PD3(α=
0.203

 

127)处经倍周期序列变迁为混沌响应CAc.
同时参数α在0.203

 

226(SN2)处系统存在周期三

的解SP3(黑色曲线),根据Floquet理论可知,SP3
在此处发生鞍结分岔,产生不稳定的周期解 UP3,

随着参数α的变化,SP3经周期倍化分岔通向混沌

运动状态CAb.当α=0.203
 

222时,系统表现为周

期三的吸引子SP3与周期一的吸引子SP1共存,

如图9(a)所示,靛蓝色区域S1 为SP1的吸引域,

黄色区域S2 表示SP3的吸引域,两个吸引子的吸

引域相互嵌套在一起,且吸引域S2 具有分形结构,
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表2 区域B处各点的Floquet乘子

Table
 

1 Floquet
 

multipliers
 

for
 

each
 

point
 

in
 

region
 

B
Fixed

 

point Floquet
 

multiplier Norm
 

of
 

floquet
 

multiplier Nature

SN1
0.293

 

475
 

225
 

2
0.999

 

974
 

709
 

3
Inside

 

the
 

unit
 

circle
on

 

the
 

unit
 

circle Saddle-node
 

bifurcation
 

point

SN2
1.000

 

027
 

333
 

4
0.025

 

269
 

190
 

1
On

 

the
 

unit
 

circle
inside

 

the
 

unit
 

circle Saddle-node
 

Bifurcation
 

Point

PD1
-1.000

 

016
 

041
-0.293

 

463
 

099
 

0
On

 

the
 

unit
 

circle
inside

 

the
 

unit
 

circle Period-doubling
 

bifurcation
 

point

PD2
-0.025

 

265
 

125
 

4
-1.000

 

068
 

253
 

6
Inside

 

the
 

unit
 

circle
on

 

the
 

unit
 

circle Period-doubling
 

bifurcation
 

point

图8 区域B处局部分岔图

Fig.8 Bifurcation
 

diagram
 

of
 

the
 

branch
 

in
 

area
 

B

图9 随着参数的减小吸引域演化进程:(a)α=0.203
 

22;
 

靛蓝色区域S1 为SP1的吸引域,黄色区域S2 为SP3的吸引域;
(b)α=0.203

 

074;(c)α=0.203
 

072,(d)α=0.203
 

06
Fig.9 Evolution

 

process
 

of
 

attraction
 

domain
 

with
 

decreasing
 

parameters:
 

(a)α=0.20322,
 

the
 

indigo
 

blue
 

region
 

S1 is
 

the
 

basin
 

of
 

SP1,
 

the
 

yellow
 

region
 

S2 is
 

the
 

basin
 

of
 

SP3;
 

(b)α=0.203
 

074;
(c)α=0.203

 

072;
 

(d)α=0.203
 

06

说明在参数α=0.203
 

222时系统响应对初始条件

极为敏感,任何微小的改变都会导致系统运动到不

同的周期轨道上.
  

随着参数的减小,不稳定周期轨道 UP3首先

在α=0.203
 

213处与混沌吸引子CAb 发生碰撞,

系统在此处发生边界激变(BC),引发混沌吸引子

CAb 的突然消失,系统的响应仅为稳态的周期二解

SP2.随着 UP3的继续延拓,在α=0.203
 

072处,

UP3与混沌吸引子CAc 发生碰撞,内部激变(IC)

在此处发生,致使混沌吸引子CAc 发生突然性的

增大转变为混沌吸引子CAa,图9(b)、图9(c)中青

绿色区域S1 为吸引子CAc 的吸引域,图(b)为混

沌吸引子CAc 与UP3碰前状态,图(c)表示为吸引

子CAc 与位于吸引域边界上的不稳定轨道UP3发

生碰撞,导致系统发生内部激变(IC),将吸引子

CAc 转变为图9(d)所示的混沌吸引子CAa,青绿

色区域S1 为其吸引域.

4 结论
  

考虑单自由度正负刚度并联的四分之一汽车

悬架系统,该系统包含正刚度的空气弹簧、负刚度

弹簧以及线性阻尼,研究了悬架模型在道路轮廓为

周期激励下随着参数改变时系统的动力学特性.得
出以下结论:

  

(1)通过改变参数α数值模拟出系统随参数变

化时的响应,将延拓打靶法应用到悬架系统中对其

周期解进行延拓追踪并根据Floquet理论和Flo-

quet乘子穿出单位圆的方式判断出系统有鞍结分

岔、周期倍化分岔等局部分岔行为.
  

(2)通过对时间历程图的刻画,发现系统通过

与鞍结分岔相关的I型阵发从周期运动转变为混

沌状态.
  

(3)通过简单胞映射原理,得出不同吸引子的

吸引域在参数变化时的演化规律,揭示了混沌吸引

子突然消失原因是当分岔参数改变时,鞍结分岔产

生的不稳定周期解与混沌吸引子发生碰撞使得系

统发生边界激变;表明了不稳定周期轨道与混沌吸

引子发生碰撞时系统发生内部激变,导致混沌吸引
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子的吸引域突然变大.
  

研究结果揭示了正负刚度并联悬架系统存在

阵发性和激变等丰富动力学现象,为车辆悬架动力

学优化设计提供了理论依据.
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