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摘要 随着社会老龄化的加剧,老年人防跌倒成为一项重要的研究课题.在此背景下,基于时滞系统动力学

开展人体平衡研究,有助于加深对人体平衡机理的理解,为开发防跌倒辅助设备提供理论支持.本文建立了

考虑足底压力反馈影响的单自由度倒立摆时滞反馈控制模型,针对足底压力反馈时滞、位移反馈时滞、速度

反馈时滞为1∶2∶2的情况,讨论了系统关于位置反馈增益与速度反馈增益、时滞与足部扭转刚度以及时

滞与足部反馈增益的稳定区域图,并考虑几何非线性和控制力矩饱和性的影响,以时滞为分岔参数,采用多

尺度法进行了 Hopf分岔分析.结果表明随着足部扭转刚度或足部反馈增益增大,临界反应时滞减小,系统

出现超临界 Hopf分岔.
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中图分类号:O313 文献标志码:A

Human
 

Balance
 

Dynamics
 

Analysis
 

Considering
 

the
 

Influence
 

of
 

Foot
 

Pressure
 

Feedback*

Li
 

Wei Zhang
 

Li†

(State
 

Key
 

Laboratory
 

of
 

Mechanics
 

and
 

Control
 

for
 

Aerospace
 

Structures,
 

Nanjing
 

University
 

of
 

Aeronautics
 

and
 

Astronautics,
 

Nanjing 210016,
 

China)

Abstract With
 

the
 

increasing
 

prevalence
 

of
 

social
 

aging,
 

the
 

prevention
 

of
 

falls
 

in
 

the
 

elderly
 

has
 

become
 

an
 

important
 

research
 

topic.
 

In
 

this
 

context,
 

it
 

is
 

of
 

great
 

significance
 

to
 

explore
 

the
 

human
 

balance
 

mechanism
 

based
 

on
 

time
 

delay
 

system
 

dynamics
 

for
 

the
 

purpose
 

of
 

improving
 

the
 

balance
 

ability
 

of
 

the
 

elderly
 

and
 

providing
 

theoretical
 

support
 

for
 

the
 

development
 

of
 

fall
 

prevention
 

aid
 

equipment.
 

In
 

this
 

paper,
 

with
 

the
 

influence
 

of
 

foot
 

pressure
 

feedback
 

into
 

consideration,
 

a
 

single-degree-of-freedom
 

invert-
ed

 

pendulum
 

with
 

time-delay
 

feedback
 

control
 

model
 

is
 

established.
 

For
 

the
 

case
 

of
 

the
 

foot
 

pressure
 

feedback
 

delay,
 

position
 

feedback
 

delay
 

and
 

velocity
 

feedback
 

delay
 

with
 

a
 

ratio
 

of
 

1∶2∶2,
 

the
 

stable
 

region
 

diagrams
 

of
 

position
 

feedback
 

gain
 

versus
 

velocity
 

feedback
 

gain,
 

time
 

delay
 

versus
 

foot
 

torsional
 

stiffness
 

and
 

time
 

delay
 

versus
 

foot
 

feedback
 

gain
 

are
 

discussed.
 

Considering
 

the
 

influence
 

of
 

geometric
 

nonlinearity
 

and
 

control
 

torque
 

saturation,
 

Hopf
 

bifurcation
 

analysis
 

is
 

carried
 

out
 

with
 

respect
 

to
 

time
 

delay
 

by
 

the
 

method
 

of
 

multiple
 

scales.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

with
 

the
 

increase
 

of
 

the
 

foot
 

torsional
 

stiffness
 

or
 

the
 

foot
 

feedback
 

gain,
 

the
 

critical
 

time
 

delay
 

decreases
 

and
 

supercritical
 

Hopf
 

bifurcations
 

appear.
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引言
  

维持自身身体的平衡是每个人日常活动中不

可或缺的能力,然而步入中老年之后,随着年龄的

增长,身体机能逐渐衰退,平衡能力随之降低.联合

国世界卫生组织的数据表明,跌倒已成为非疾病因

素中老年人严重意外伤害的主要原因[1].随着社会

人口老龄化程度的加剧,老年人跌倒受伤成为世界

各国必须面对的公共健康问题,开展人体平衡机理

研究,逐渐成为一项重要的研究课题.
足部在人体站立平衡时发挥着至关重要的作

用,研究表明[2,3],在脚底施加随机噪声,有助于增

强触觉感知,减少安静站立时身体的摇晃,从而改

善人体的平衡能力.考虑足部影响的人体平衡研究

中,目前大多数是通过压力板测量足底的压力分布

数据、压力中心轨迹的变化,分析人体运动时身体

的运动状况以及足部的结构和功能.例如,孟青云

等[4]通过研究青年人足底压力中心线的变化规律,

发现了足底压力中心线与步态稳定性、平衡性的关

联.Chiu等[5]通过测量老年人足底压力中心特征,

发现与年轻人相比,老年人的足部更倾向于内旋,

并且显示出显著的内侧压力中心曲线,这表明老年

人采用不同的策略来消除初始脚跟接触产生潜在

跌倒风险的影响.Gibbons等[6]研究了足部位置对

前后和左右方向姿势摆动的影响,结果表明受试者

自主选择足部放置方式有助于姿势的稳定.上述研

究主要基于实验进行,从理论上建模分析足部对人

体平衡影响的较少.
  

人体姿态控制系统通过整合视觉、前庭、本体

感觉系统的输入信号对神经肌肉进行调控来实现

人体平衡的维持.由于这些信号的传导以及肌肉从

舒张到收缩产生力需要时间,即控制系统存在时间

滞后(简称时滞),故时滞是人体平衡控制中必须考

虑的因素.人体运动控制系统中的时滞主要由感

觉、感知、传导以及执行四个部分组成[7,8].此外中

枢神经系统处理来自不同感知器官的信号所需的

时间不同[9].总体而言,视觉和听觉信号处理所需

时间较长,约为150~250ms,因而成为人体反应时

滞的主要来源,触觉感知输入信号时滞相对较小.
目前关于人体平衡控制的研究大多基于单时滞进

行研究,即未考虑不同感知信号的时滞对人体平衡

控制的影响.一些文献针对人体采用的控制策略展

开了研究,试图从控制策略的角度探究人体平衡控

制的机理,如比例微分控制[9,10]、比例微分加速度

控制[11,12]、模型预测控制[13]、间歇控制[14-16]等,这
些控制策略在一定程度上能解释人体平衡的部分

特性.目前仍需从更多角度尝试解读中枢神经系统

的控制策略.基于单时滞的研究也发现了人体平衡

控制的许多特性,如感知死区[17]、感知离散[18]、肌

肉力矩饱和[12,19]等非线性因素对人体站立平衡均

有影响.例如,对平衡稳定性不利的时滞、感知死区

以及肌肉收缩可能产生的最大踝关节扭矩共同作

用时却能提高系统的稳定性[19].从理论上开展两

个及以上时滞组合对人体平衡稳定性影响的研究

较少,文献[20]研究了肌骨运动时滞和控制器时滞

同时存在时,多源时滞对人体平衡的影响.
  

本文的目的是建立考虑足底压力反馈的倒立

摆模型,从理论上分析时滞、足部扭转刚度以及足

底反馈增益对人体平衡稳定的影响,探讨足部压力

反馈时滞、位置反馈时滞与速度反馈时滞为1∶2∶2
时人体平衡的动力学特性.本文其余部分结构如

下.第一节建立了考虑足底压力反馈的单自由度人

体静态站立倒立摆模型,对线性化模型进行稳定性

分析;第二节利用多尺度法对单自由度模型进行

Hopf分岔分析,得到了分岔周期运动解振幅与分

岔参数的表达式;第三节对解析结果进行讨论,并
利用DDE-BIFTOOL进行数值验证;第四节为本

文的结论部分.

1 稳定性分析

1.1 动力学方程
   

人体静态站立平衡的力学模型采用如图1所

示的倒立摆模型.人体躯干的质量为m,足跟至人

体质心C的距离为l,躯干关于踝关节A的转动惯

量为JA,相对铅锤方向的摆角为φ,脚踝刚度为

kt.由于脚踝处被动阻尼的贡献通常很小,因此忽

略脚踝阻尼[21].本模型考虑了足底接触对人体站

立平衡的影响,足部关于踝关节 A的转动惯量为

J1,脚掌相对于水平方向的转角为θ,脚掌处接触

力关于踝关节的转动效应通过扭转刚度为kf 的扭

簧描述,其大小可以综合衡量脚掌处弹性和压力中

心位置的变化.Q 为中枢神经系统调节踝关节肌肉

收缩产生的主动控制扭矩.
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由动量矩定理,可得系统的动力学方程

JAφ
··
+kt(φ-θ)-mglsinφ=-Q (1)

J1θ
··
-kt(φ-θ)+kfθ=0 (2)

由于脚的质量与躯干质量相比很小,因此忽略

脚部的惯性,即J1=0.联立方程(1)和(2),消去θ,
可得描述人体静态站立平衡的单自由度动力学方程

JAφ
··
+kt1-r0  φ-mglsinφ=-Q (3)

其中r0=kt/(kf+kt).脚底接触力关于脚踝A的

力矩为

Mf(t)=kfr0φ(t) (4)
  

考虑到踝关节肌肉提供的力矩存在极限[12],

采用如下饱和主动控制力矩模型:

 Q=αtanh 1α
(Kpφτ1 +Kdφ

·
τ2 +KfMfτ3

)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (5)

其中,φτ1
,φ
·
τ2
,Mfτ3

分别为φ(t-τ1),φ
·(t-τ2),

Mf(t-τ3)的简写形式,α 代表踝关节主动力矩极

限,Kp,Kd 和Kf 分别为比例增益、微分增益和关

于足部力的反馈增益.位置和速度时滞反馈信号由

视觉系统和前庭系统提供,足底反馈信号则由位于

足底的机械感受器提供.由于足底压力反馈信号的

时滞要小于位置和速度反馈信号的时滞[13,22],本
文考虑位置反馈信号与速度反馈信号对应的时滞

相同,而足部反馈信号的时滞为前者的二分之一,

即τ1=τ2=2τ3=2τ.

图1 考虑足底接触的人体平衡倒立摆模型

Fig.1 Inverted
 

pendulum
 

human
 

balancing
 

model
 

considering
 

foot
 

plantar
 

contact

1.2 线性分析
  

考虑小幅度人体平衡摆动,sinφ≈φ,可得方程

(3)的线性化方程
 

JAφ
··
+(kt-ktr0)φ-mglφ

 =-Kpφ(t-2τ)-Kdφ
·(t-2τ)-

  KfMf(t-τ) (6)
对惯性项的系数进行归一化处理,可得

φ
··
-(a+b)φ

 =-Pφτ1 -Dφ
·
τ2 -FMfτ3

(7)

方程(7)中的新系统参数为

a=
mgl-kt

JA
,

  

b=
k2t

JA(kf+kt)

P=
Kp

JA
,

  

D=
Kd

JA
,

  

F=
Kf

JA

根据文献[23],大部分人的参数a>0,说明在

没有主动控制的情况下,脚踝的被动刚度不足以维

持人体的直立平衡.
  

滞后型时滞微分方程(7)的特征方程可表示为

D(λ)=λ2-a-b+Pe-2λτ +
 Dλe-2λτ +Fkfr0e-λτ (8)

为了方便后续计算,将特征方程两边乘以eλτ,可得

eλτD(λ)=(λ2-a-b)eλτ +
 (P+Dλ)e-λτ +Fkfr0 (9)

此时方程的指数项只含eλτ 或e-λτ.当系统存在一

对纯虚根±iωc 时,将λ=iωc 代入方程(9)中并分

离实部和虚部,可得

Dωcsinωcτ- ω2
c-P+a+b  cosωcτ+

 Fkfr0=0 (10)

Dωccosωcτ- ω2
c+P+a+b  sinωcτ=0

(11)
当ω=0时,由式(10)和式(11)可得静态稳定边界

P=a+b-Fkfr0,
  

D ∈ ℝ (12)
当ω≠0时,由式(10)和式(11)可得

P= ω2+a+b  cos2ωτ-Fkfr0cosωτ (13)

D=
ω2+a+b  sin2ωτ-Fkfr0sinωτ

ω
(14)

  

根据方程式(12)~式(14),可确定系统关于位

置反馈增益P 和速度反馈增益D 的稳定区域图.
当ω≠0时,速度反馈增益P 和位移反馈增益D 均

为ω 的函数,式(13)和式(14)构成以ω 为参数变

量的参数方程,可绘制稳定区域的右边界曲线;当

ω=0时,根据式(12)可知位置反馈增益 P 为常

数,速度反馈增益D 为变化参数,可绘制左边界.
两条边界曲线围成的区域是关于位置反馈增益P
和速度反馈增益D 的稳定区域图.

 

参考文献[16],本文选取的人体参数如表1所
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表1 人体参数[16]

Table
 

1 Human
 

body
 

parameters

τ/s kt/Nm mg/N l/m JA/kg􀅰m
2 a/s-2

0.1 471 600 1 60 2.15

示.图2为足部增益F 为0.0083kg-1m-2 时,不同

足部扭转刚度对应的关于位置反馈增益P 和速度

反馈增益D 的稳定区域图.随着足底扭转刚度kf
增大,(P,

 

D)稳定区域逐渐向左下方移动,对应的

稳定区域面积随足底扭转刚度有所增大.这表明增

大足底扭转刚度可能会使人体中枢神经系统采用

较小的控制增益来维持人体的直立平衡.根据文献

[24],人体在进行手指-杆平衡任务时,会采用稳

定区域边界附近的控制增益来减少能量的消耗.因
此,本文后续计算采用的控制增益参数均为P=
10s-2,D =3s-1,对 应 的 足 底 扭 转 刚 度 为kf=

500Nm,足部反馈增益F=0.0083kg-1m-2,在图

2中用点M 表示.图3为足底扭转刚度为500Nm

图2 不同足部扭转刚度kf对应的(P,D)稳定区域图

(足部增益F=0.0083kg-1m-2)
Fig.2 (P,D)

 

stability
 

chart
 

for
 

different
 

foot
 

torsional
 

stiffness
 

with
 

foot
 

feedback
 

gain
 

F=0.0083kg-1m-2

图3 不同足部增益F 对应的(P,D)稳定区域图
(足部扭转刚度kf=500Nm)

Fig.3 (P,D)
 

stability
 

chart
 

for
 

different
 

foot
 

feedback
 

gain
 

with
 

foot
 

torsional
 

stiffness
 

kf=500Nm

时,不同足部反馈增益F 对应的关于位置反馈增

益P 和速度反馈增益D 的稳定区域图.随着足部

增益F 增大,关于比例增益和微分增益的稳定区

域逐渐向左下方移动,结果与图2类似.
  

在人体平衡研究中,还非常关注反应时滞对稳

定性的影响.由式(10)和式(11)可得

cosωcτ=
ω2

c +P+a+b  Fr0kf
ω4

c - D2-2a-2b  ω2
c -P2+(a+b)2

(15)

sinωcτ=
DFr0kfωc

ω4
c - D2-2a-2b  ω2

c -P2+(a+b)2

(16)

消去式中的谐波项,可得关于频率的八次代数方程

F(ωc)=ω8
c +α1ω6

c +α2ω4
c+α3ω2

c+α4 (17)
其中

α1=-2D2+4a+4b

α2=D4-4(a+b)D2-F2r20k2f-2P2+

 6(a+b)2

α3=2(6b2-F2r20k2f-2D2b-2P2)a+

 2(6b-D2)a2+4a3-2(F2r20k2f+2P2)b-

 2D2b2+4b3+(2P2-F2r20k2f)D2-

 2PF2r20k2f
α4=-(P+a+b)2[F2r20k2f-(P-a-b)2]

人体姿势晃动的临界频率ωc 是F(ωc)的一个正

根.根据方程(15)可以得到临界时滞与其他参数

的函数关系

τc =

1
ωc
[arccos(Cr)+2kπ],  sin(ωcτ)≥0

1
ωc
[2(k+1)π-arccos(Cr)],sin(ωcτ)<0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

(18)

其中k=0,1,2…,Cr为式(15)等号右边的表

达式.
  

将特征方程(8)对时滞τ 求导,代入τ=τc 及

λ(τc)=iωc 可确定临界特征根穿越虚轴的趋势γ:

γ=Re
dλ(τ)
dτ τ=τc

(19)
  

根据稳定性切换定理,当γ<0时,系统有一对

特征根从右半复平面穿过虚轴进入左半平面,即系

统减少一对不稳定的特征根;当γ>0时,系统有一

对特征根从左半复平面穿过虚轴进入右半平面,系
统会增加一对不稳定的特征根.据此,可确定系统

关于时滞的稳定区域.
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选取表1所示人体参数,图4为足部反馈增益

F=0.0083kg-1m-2 时,关于足部扭转刚度和临界

时滞的稳定区域图[对应图4
 

(b)]以及临界频率与

足部扭转刚度的关系图[对应图4
 

(a)].根据图4
可知,当足部反馈增益F 为0.0083kg-1m-2 时,随
着足底扭转刚度从0增大到500Nm,人体姿势晃

动的频率增幅明显,从0增加至0.5Hz左右,扭转

刚度超过500Nm之后,人体晃动频率缓慢增加.临
界时滞随足底扭转刚度的增大而减小,在0~
500Nm内减小幅度较大,而后减小幅度趋于平缓.

图4 稳定区域图(足部反馈增益F=0.0083kg-1m-2)
(a)

 

临界频率与足部扭转刚度关系
 

(b)
 

(kf,τc)稳定区域图

Fig.4 Stability
 

charts
 

with
 

foot
 

feedback
 

gain
 

F=0.0083kg-1m-2
(a)

 

critical
 

frequency
 

versus
 

foot
 

torsional
 

stiffness
 

(b)
 

(kf,τc)stability
 

chart

图5 稳定区域图(足部扭转刚度kf=500Nm)
(a)

 

临界频率与足部反馈增益关系
 

(b)
 

(kf,τc)稳定区域图

Fig.5 Stability
 

charts
 

with
 

foot
 

torsional
 

stiffness
 

kf=500Nm
(a)

 

critical
 

frequency
 

versus
 

foot
 

feedback
 

gain
 

(b)
 

(kf,τc)stability
 

chart

选取表1所示人体参数,图5为足部扭转刚度

kf=500Nm时,关于足部反馈增益和临界时滞的

稳定区域图[对应图5
 

(b)]以及临界频率与足部反

馈增益的关系图[对应图5
 

(a)].由图5可知,当足

部反馈增益增大时,人体姿势晃动的临界频率不断

增大,对应的临界时滞则逐渐减小.由于增大足部

增益实际上是在增大足部反馈系数中扭转刚度的

大小,因此,增大足部增益和扭转刚度对稳定区域、

临界时滞以及临界频率的影响类似.

2 Hopf分岔
  

根据Hopf分岔理论,当特征方程(8)出现一

对纯虚根,而其它特征根均具有负实部时,系统会

发生Hopf分岔.时滞是影响人体站立平衡的重要

参数,因此分析时滞对系统动力学行为的影响非常

有意义.本文选择时滞为分岔参数

τ=τc+μ (20)

对于小角度扰动,非线性项可近似为

sinφ≈φ-
1
6φ

3,
 

tanhφ≈φ-
1
3φ

3

1
(τc+μ)n

≈
1
τn
c
-

n
τn+1
c

μ
 

(21)

引入无量纲时间

T=t/τ (22)

将方程(20)~(22)代入控制方程(3)并简化,可得

三次近似非线性方程,其形式如下

φ
··(T)+(τc+μ)Dφ

·(T-2)+(τ2c+
 2μτc)[Pφ(T-2)-(a+b)φ(T)+

 Frφ(T-1)]=ρgφ3(T)+ ∑
i+j+k=3

pijkφi(T-

 2)φ
·j(T-2)φk(T-1) (23)

式中几何非线性项系数为ρg=-τ2cmgl/6JA ,与
肌肉饱和力矩(双曲正切函数)相关的非线性项系

数为

p030=
J2
AD3

3τcα2
,p003=

τ2cJ2
AF3

r

3α2
,p102=

τ2cJ2
APF2

r

α2
,

p012=
τcJ2

ADF2
r

α2
,p201=

τ2cJ2
AP2Fr

α2
,

p111=
2τcJ2

APDFr

α2
,p021=

J2
AD2Fr

α2
,

p300=
τ2cJ2AP3

3α2
,p210=

τcJ2AP2D
α2

,p120=
J2APD2

α2

其中Fr=Fkfr0.
  

对于小振幅振动情况,令

φ(T)=εx(t)  μ=εμ1 (24)

其中ε是一个无量纲的参数,0<ε≪1,μ1=O(1)
为调谐参数.方程(23)改写成如下形式

 x··(t)+τcDx
·(t-2)+τ2c[Px(t-2)-(a+

b)x(t)+Frx(t-1)]=ε(-μ1{Dx
·(t-2)+
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2τc[Px(t-2)-(a+b)x(t)+Frx(t-1)]}+

ρgx(t)3+ ∑
i+j+k=3

pijkxi(t-2)x
·j(t-

2)xk(t-1)) (25)
  

定义时间尺度

Tk =εkt, k=0,1,2,…

为了研究关于时滞参数的 Hopf分岔,两个时间尺

度的近似解可表示为

x(t)=x0(T0,T1)+εx1(T0,T1)+O(ε2)

(26)

引入微分算子

d
dt=

∂
∂T0

+ε
∂
∂T1

+O(ε2)=D0+εD1+O(ε2)

d2

dt2
=D2

0+2εD0D1+O(ε2) (27)

时滞项可以表示成如下形式

x(t-τ)=x0(T0-τ,T1-ετ)+εx1(T0-τ,

 T1-ετ)+…=x0(T0-τ,T1)+ε[x1(T0-

 τ,T1)-τD1x0(T0-τ,T1)]+O(ε2)

(28)

  

将方程(26)~(28)代入方程(25)中,并以ε的

幂次进行升序排列,可得一系列线性偏微分方程

O(ε0):

D2
0x0-(a+b)τ2cx0+Pτ2cx2τ0+DτcD0x2τ0+

 Frτ2cx1τ0=0

O(ε1):

D2
0x1-(a+b)τ2cx1+Pτ2cx2τ1+DτcD0x2τ1+

 Frτ2cx1τ1=-{DD0x2τ0+2[Frx1τ0+Px2τ0-

 (a+b)x0]τc}μ1+p030(D0x2τ0)3+(p012x2
1τ0+

 p111x1τ0x2τ0+p210x2
2τ0)D0x2τ0+(p021x1τ0+

 p120x2τ0)(D0x2τ0)2+(2Pτ2c-Dτc)D1x2τ0+

 2τcDD0D1x2τ0-2D0D1x0+Frτ2cD1x1τ0+

 p003x3
1τ0+p102x2τ0x2

1τ0+p201x2
2τ0x1τ0+

 p300x3
2τ0+ρgx3

0 (29)

假设方程(29)中ε零次幂方程解的一般形式

如下

x0=R(T1)e
iωcτcT0 +R(T1)e

-iωcτcT0

x1τ0=R(T1)e
iωcτc(T0-1)+R(T1)e

-iωcτc(T0-1)

x2τ0=R(T1)e
iωcτc(T0-2)+R(T1)e

-iωcτc(T0-2)

(30)

将方程(30)代入方程(29)的ε一次幂方程中,

可得久期项

[2(a+b)τc-(iωcD+2P)τce
-2iωcτc-

2τcFre
-iωcτc]R(T1)μ1+{[2Pτc+D(2iωcτc-

1)]τce
-2iωcτc+Frτ2ce

-iωcτc-2iωcτc}R
·
(T1)+

{3ρg+p102-iωcτcp012+(2ω2
cτ2cp021+3p003+

2p201)e
-iωcτc+[3iτ3cω3

cp030+p120ω2
cτ2c+

iτcωc(2p012+p210)+2p102+3p300]e
-2iωcτc+

(-p021ω2
cτ2c+ip111ωcτc+

p201)e
-3iωcτc}R2(T1)R(T1)=0 (31)

由方程(31)可以导出R
·
(T1)的表达式

R
·
(T1)=γR(T1)μ1+ΔR2(T1)R(T1)(32)

其中

γ=
iωcD-2(a+b)e

2iωcτc+2Fre
iωcτc+2P

2iωcD+P  τc-D-2iωce
2iωcτc+Frτce

iωcτc

Δ=
Δ1

(2iωcD+P  τc-D-2iωce
2iωcτc+Frτce

iωcτc)τc

Δ1=iωcτcp012-p102-3ρg  e
2iτcωc-3iω3

cτ3cp030-

 2p102+ ω2
cτ2cp021-iωcτcp111-p201  e

-iωcτc-

 ω2cτ2cp120-3p300- 2ω2cτ2cp021+3p003+2p201  e
iωcτc-

 iωcτcp210+2p012  (33)

结合式(24)的小参数假设,引入如下变换:

R(T1)=
1
2
1
ε
ρ(T1)e

iψ(T1) (34)

其中ρ(T1)为分岔解的振幅,ψ(T1)为分岔解的

相位.将式(34)中代入式(32),分离实部虚部且转

换为原来的时间尺度,可得

dρ(t)
dt

 

= Reγ·μ+
1
4ReΔ

 

·ρ2(t)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

ρ(t)

(35)

Reγ 的符号可确定特征根穿越虚轴的方向,通过庞

加莱-李雅普诺夫常数ReΔ 的符号可确定 Hopf
分岔的类型.如果 ReΔ>0,则为亚临界 Hopf分

岔,对应的分岔周期运动不稳定;如果ReΔ<0,则
为超临界Hopf分岔,对应的分岔周期运动是稳定

的.稳态分岔周期运动的振幅为

ρ=2 -
Reγ
ReΔ

(τ-τc) (36)

3 讨论
  

本节结合多尺度法所得的解析结果对该模型

关于时滞的 Hopf分岔进行分析,并使用 MAT-
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LAB程序工具包 DDE-BIFTOOL[25]对上述结果

进行验证,以解释时滞、足部扭转刚度、足部反馈增

益以及踝关节饱和力矩极限在人体站立平衡中的

作用.讨论所选参数为表1参数以及图2中 M 点

对应的位置反馈增益P 和速度反馈增益D.
  

根据方程(32),可确定图4和图5中稳定边界均

发生超临界Hopf分岔.表2为F=0.0083kg-1m-2,

α=15Nm时,不同足部扭转刚度kf 所对应的临界

时滞、临界频率以及Hopf分岔类型.

表2 不同足部扭转刚度对Hopf分岔的影响

Table
 

2 The
 

influence
 

of
 

foot
 

torsional
 

stiffness
 

on
 

Hopf
 

bifurcations

kf/Nm τc/s
ωc
2π
/Hz Reγ ReΔ 类型

250 0.1212 0.411 2.358 -349.16 超临界

500 0.1127 0.492 2.315 -360.59 超临界

1000 0.1061 0.558 2.292 -372.92 超临界

2500 0.1006 0.615 2.278 -385.12 超临界

5000 0.0984 0.638 2.272 -390.52 超临界
  

当足部反馈增益F=0.0083kg-1m-2,肌肉饱

和力矩极限α=15Nm时,不同足部扭转刚度下分

岔周期解振幅关于时滞的分岔图,如图6所示.结
合图2、图4以及表2可知,随着足部扭转刚度的增

大,人体对应的临界反应时滞随之减小,稳定区域

的面积和频率增大,说明 Hopf分岔提前出现,且
晃动频率增大,从而更容易发生跌倒,不利于人体

平衡.为了延迟 Hopf分岔的出现,可以选择通过

调整鞋垫刚度以改变足部扭转刚度.
当足部扭转刚度kf=500Nm,肌肉饱和力矩

极限α=15Nm时,不同足部增益下分岔周期解振

幅关于时滞的分岔图,如图7所示.随着足部增益

的增大,人体对应的临界反应时滞随之减小,与增

大足部扭转刚度的影响类似.
 

由图6和图7可知,对于固定的位置反馈增益

P 和速度反馈增益D,在时滞小于这组参数下的临

界时滞时,平衡点稳定;在时滞略大于临界时滞时,

平衡点失去稳定性,对应出现超临界 Hopf分岔现

象.此时系统受到外界小扰动后,直立位置附近会

出现小幅度稳定振荡,即人体发生小幅度姿势摇

摆,但仍能保持站立平衡而不会导致跌倒.
  

当足部扭转刚度kf=500Nm,足部增益F=

0.0083kg-1m-2 时,不同肌肉饱和力矩极限下分岔

周期解振幅关于时滞的分岔图,如图8所示.当踝

关节肌肉饱和力矩极限增大时,系统分岔周期运动

解的振幅幅值会增大,这表明人体肌肉(主要是腿

部肌肉)状态对人体平衡的影响:在肌肉正常活动

状态下,腿部肌肉越强,人体在外部扰动下能容许的

图6 不同足部扭转刚度时分岔周期解振幅关于时滞的

分岔图(F=0.0083kg-1m-2,α=15Nm)
Fig.6 The

 

bifurcation
 

diagrams
 

of
 

bifurcated
 

oscillation
 

amplitude
 

versus
 

time
 

delay
 

for
 

different
 

foot
 

torsional
 

stiffness
 

(F=0.0083kg-1m-2,α=15Nm)

图7 不同足部反馈增益时分岔周期解振幅关于时滞的
分岔图(kf=500Nm,α=15Nm)

Fig.7 The
 

bifurcation
 

diagrams
 

of
 

bifurcated
 

oscillation
 

amplitude
 

versus
 

time
 

delay
 

for
 

different
 

foot
 

feedback
 

gains
 

(kf=500Nm,α=15Nm)

图8 不同肌肉饱和力矩时分岔周期解振幅关于时滞的

分岔图(F=0.0083kg-1m-2,kf=500Nm)
Fig.8 The

 

bifurcation
 

diagrams
 

of
 

bifurcated
 

oscillation
 

amplitude
 

versus
 

time
 

delay
 

for
 

different
 

muscle
 

saturation
 

torques
 

(F=0.0083kg-1m-2,kf=500Nm)
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摇摆幅度就越大,人更不容易跌倒.然而,对于肌肉

逐渐萎缩的老年人,这意味着即使比较小的外界扰

动也很容易导致跌倒受伤.
  

图6~图8中实线对应由式(36)确定的多尺

度法解析结果,圆圈对应DDE-BIFTOOL计算的

数值结果.由图可知,在临界时滞附近时,数值结果

与解析结果一致,验证了解析结果的正确性.本文

Hopf分岔分析为平衡点附近的局部分岔分析,随
着时滞的增大,解析解与数值解的差距会增大.

  

结合图6~图8可知,以足部反馈增益对应的

时滞为分岔参数,考虑足底扭转刚度、足部反馈增

益以及肌肉饱和力矩极限对人体平衡的影响,系统

均出现了超临界 Hopf分岔现象.足底扭转刚度和

足部反馈增益改变了超临界 Hopf出现的时间,而
肌肉饱和极限改变了周期解振幅的大小.文献[12]

中考虑了加速度信号对人体平衡的影响,发现随着

加速度增益的增加,临界时滞增大,但分岔类型由

超临界Hopf变为亚临界 Hopf.本文考虑了足底

力反馈,随着反馈增益增大,临界时滞减小,分岔类

型是超临界Hopf分岔.这表明加速度反馈与足底

力反馈对人体平衡的影响不同,后续需要综合考虑

这两类反馈对人体平衡的影响.
  

在实际的人体平衡控制中,中枢神经系统会对

各种影响人体平衡的因素(如控制增益、反应时滞、

足底接触状况等)进行权衡,但这种权衡的机制仍

有待进一步研究.考虑足底接触的影响相当于增加

了感知输入,在一定程度上有利于人体平衡的稳定

性,这表明人体极有可能结合多种感知器官的输入

信号对人体平衡进行控制,从而维持人体在外界扰

动下的平衡.

4 结论
  

在足部压力反馈时滞、位移反馈时滞、速度反

馈时滞为1∶2∶2的情况下,本文考虑足底扭转刚

度影响,开展了时滞反馈控制人体平衡动力学研

究.关于线性稳定性的分析表明,当时滞不变,随着

足底扭转刚度和足部反馈增益的增大,关于位置反

馈增益和速度反馈增益的稳定区域逐渐向左下方

移动,对应的稳定区域面积增大;当位置反馈增益

和速度反馈增益不变,随着足底扭转刚度和足部反

馈增益的增大,临界时滞减小,临界频率增大.关于

时滞的Hopf分岔分析表明,考虑足底扭转刚度、

足部增益以及肌肉饱和极限对人体平衡的影响,系
统均出现了超临界 Hopf分岔现象,增大足部扭转

刚度或足部反馈增益不利于人体平衡.
  

与以往研究的相比,本文针对考虑足底反馈的

人体平衡动力学开展了研究,加深了对人体平衡动

力学现象的理解,有助于从多感官输入信号方面解

释人体平衡机理,研究结果可为防跌辅助装置的设

计提供理论支持.本文的研究仍有待进一步的实验

数据支持.
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