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摘要 以一类单自由度分段光滑机械振动系统为研究对象.数值计算两参数平面上亚谐振动的模式及分布

区域,利用延拓打靶法对亚谐包含域内亚谐振动的分岔特征、稳定性及转迁规律进行了详细研究.结果表

明:弹性碰撞振动系统中擦边分岔是连续可逆的.在亚谐包含域内,倍化型擦边分岔普遍存在,鞍结型擦边

分岔和亚临界周期倍化分岔使系统响应发生跳跃和迟滞.高频亚谐包含域内多吸引子共存,混沌吸引子发

生边界激变而突然消失.
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Abstract A
 

class
 

of
 

single-degree-of-freedom
 

piecewise
 

smooth
 

mechanical
 

vibration
 

systems
 

was
 

stud-
ied.

 

The
 

modes
 

and
 

distribution
 

regions
 

of
 

sub-harmonic
 

vibrations
 

in
 

the
 

two-parameter
 

plane
 

are
 

nu-
merically

 

calculated.
 

The
 

bifurcation
 

characteristics,
 

stability
 

and
 

transmigration
 

laws
 

of
 

sub-harmonic
 

vibrations
 

in
 

the
 

sub-harmonic
 

inclusion
 

regions
 

are
 

investigated
 

in
 

detail
 

by
 

using
 

the
 

continuation
 

shooting
 

method.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

grazing
 

bifurcation
 

is
 

continuous
 

in
 

the
 

elastic
 

impact
 

sys-
tem.

 

In
 

the
 

sub-harmonic
 

inclusion
 

regions,
 

PD-type
 

grazing
 

bifurcation
 

are
 

prevalent,
 

and
 

SN-type
 

grazing
 

bifurcation
 

and
 

subcritical
 

period-doubling
 

bifurcation
 

cause
 

jumps
 

and
 

hysteresis
 

phenomenon
 

of
 

system
 

response.
 

Multiple
 

attractors
 

coexist
 

in
 

the
 

high-frequency
 

sub-harmonic
 

inclusion
 

regions,
 

and
 

the
 

chaotic
 

attractor
 

ends
 

up
 

at
 

the
 

boundary
 

crisis.
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引言
  

机械系统工作时零部件之间由于间隙的存在

不可避免地会产生冲击,这种冲击会缩短机器使用

寿命,降低机器性能.近年来,机械振动系统中丰富

的动力学行为,引起了国内外学者的广泛关注.



动 力 学 与 控 制 学 报 2024年第22卷

考虑弹性约束的碰撞系统是机械系统简化模

型之一.Li[1]建立了一种微振动成型机简化模型,

研究系统两参数平面上周期运动分布的分布特征.
Luo[2]研究了具有对称弹性约束的两自由度碰撞

系统,并设计了一种用于分析对称约束碰撞系统的

电子电路.李冠强等[3]研究了双边碰撞Duffing振

子的对称性和尖点分岔等.李双宝等[4]分析了非光

滑系统全局动力学 Melnikov方法的研究进展.吕
小红[5]研究了碰撞-渐进振动系统的亚谐振动与

分岔.碰撞系统由于约束的存在,很多学者应用数

值和解析的方法对系统周期运动的稳定性与分岔

进行了大量研究.陆启韶等[6]提出了非光滑动力系

统局部映射的方法,应用半解析法分析周期运动的

稳定性和分岔.徐慧东[7]对分段光滑系统周期解的

稳定性及擦边分岔进行了详细的研究和推导.还有

学者对分段光滑振动系统周期解提出了一种延拓

算法,并给出了相应的计算实例[8,9].
碰撞系统从无冲击到冲击状态的过渡会引起

擦边现象,由擦边引起的动力学行为和分岔一直是

这一领域的研究重点.Yue[10]和 Kundu[11]分别研

究了四种可能的软碰撞系统的规范形映射在擦边

轨道邻域内的特征.Humphries[12]用不连续几何方

法研究了碰撞振子的擦边分岔机理及擦边分岔附

近的鞍结分岔.Jiang[13]运用延拓追踪法研究了单

自由度单侧弹性约束和刚性约束两种冲击振动模

型的擦边分岔及其附近的光滑分岔.
  

碰振系统在部分参数域内存在大量亚谐振动,

表现出更为复杂的动力学特性,已有的研究报道对

其分岔行为进行了大量研究,但是对分岔引起的失

稳和转迁特征没有完全揭示.本文以分段光滑机械

振动系统为研究对象,对系统两参数平面上亚谐振

动的模式及分布区域进行计算.应用延拓打靶法追

踪系统稳定与不稳定亚谐振动的分岔与转迁,详细

分析了擦边邻域内的复杂分岔和高频亚谐包含域

内的多吸引子共存及不连续分岔.

1 力学模型及运动微分方程
  

考虑图1所示的分段光滑机械振动系统的力

学模型.冲击振子的质量为 M,被刚度为 K1 的线

性弹簧和阻尼系数为C 的粘性阻尼器连接于固定

支承,并且质块M 受到一简谐激励Psin(ΩT)的作

用.用刚度为 K2 的线性弹簧表示弹性约束,质块

与右侧弹性约束的间隙为B.X 表示质块M 的位

移.引入无量纲参数:x=K1X/P,b=K1B/P,令

μk = K2/(K1 + K2),ξ =C/(2 K1M ),t =

T K1/M ,ω=Ω M/K1 .则系统的无量纲运动

微分方程为:

x··+2ξx
·
+x=sin(ωt) x≤b

x··+2ξx
·
+x+

uk

1-uk
(x-b)=sin(ωt) x>b

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(1)

图1 力学模型

Fig.1 Mechanical
 

model
  

当x≤b时,设解流形ϕ1(t)在t0 时刻初值为

z0=(x0,x
·
0)T 则

ϕ1(t)=

e
-ξ(t-t0){a1cos[γ1(t-t0)]+b1sin[γ1(t-

t0)]}+A1sin(ωt)+B1cos(ωt)

e
-ξ(t-t0){(γ1b1-ξa1)cos[γ1(t-t0)]-(γ1a1+

ξb1)sin[γ1(t-t0)]}+A1ωcos(ωt)-B1ωsin(ωt)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)
  

当x>b时,设解流形ϕ2(t)在t1 时刻初值为

z1=(x1,x
·
1)T 点出发,则

ϕ2(t)=

e
-ξ(t-t1){a2cos[γ2(t-t1)]+b2sin[γ2(t-

t1)]}+A2sin(ωt)+B2cos(ωt)+kb

e
-ξ(t-t1){(γ2b2-ξa2)cos[γ2(t-t1)]-(γ2a2+

ξb2)sin[γ2(t-t1)]}+A2ωcos(ωt)-B2ωsin(ωt)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)

式(2)和式(3)中,γ1= 1-ξ2,γ2= 1/(1-μk)-ξ2,

A1、B1 及A2、B2 为振幅常数.a1、b1 及a2、b2 是

与初始条件相关的积分常数.
a1=x0-A1cos(ωt0)-B1sin(ωt0
b1=[x

·
0+ξa1+A1ωsin(ωt0)-

 B1ωcos(ωt0)]/γ1

a2=x1-A2cos(ωt1)-B2sin(ωt1)-μk

b2=[x
·
1+ξa2+A2ωsin(ωt1)-

 B2ωcos(ωt1)]/γ2 (4)

2 系统的Poincaré映射
  

令z=(x,x
·)T ∈R2,定义边界函数:

03
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h(z)=x-b (5)
  

由于弹性约束的存在,质块 M 存在两种工作

状态,即与弹性约束接触或分离.因此可将相空间

划分为G1={(z,t)∶h(z)<0}和G2={(z,t)∶
h(z)>0}两部分.这两种工作状态在非光滑分界

面Σ1 和Σ2 处进行切换.可定义为:

∑1={(z,t)∶h(z)=0,x
·
>0}

∑2={(z,t)∶h(z)=0,x
·
<0} (6)

图2 1/1运动轨线

Fig.2 Trajectory
 

of
 

1/1
 

periodic
 

motion
  

定义两个局部映射P1∶Σ1→Σ2和P2∶Σ2→
Σ1.在非光滑分界面上质块M 运动状态切换,但区

域G1 和G2 的向量场完全相等,因此其跳跃矩阵

为单位阵[7].用p/n 区分周期运动类型,其中n 表

示力周期数,p 表示质块M 与右侧约束接触次数.
设零时刻1/1运动的解流形从Σ1 出发,分别经过

时间t1 和t2 穿越 G2 和 G1 区域返回 Σ1,则其

Poincaré映射可复合为P=P2·P1.复合映射P
对应的Jacobi矩阵DP=DP2×DP1,而

DP1=
∂ϕ1(t)
∂z0

|t=t1
,

 

DP2=
∂ϕ2(t)
∂z1

|t=t1+t2

(7)

  

在利用打靶法[3,8]求得系统周期解的同时,可

求得系统雅可比矩阵的特征值,应用Floquet理论

可以判断周期运动的稳定性,结合延续算法可以研

究系统分岔演化过程.

3 擦边邻域内的复杂分岔
  

为了研究系统亚谐振动的分岔特征,本文应用

基于Poincaré映射的延拓打靶法[8,9]及Floquet理

论求解系统的共存周期解与稳定性.通过仿真计算

双参数(ω,
 

b)平面系统的分岔图以确定亚谐振动

的分布区域,进而分析系统亚谐振动的分岔与转

迁.选取基本参数μk=0.9,ξ=0.06数值计算系统

的双参数分岔图,如图3所示.图中用不同颜色表示

不同类型的p/n周期振动,未标注的黑色区域表示长

周期或混沌运动.图中,在p/1和(p+1)/1运动的参

数域分界处存在很多(2p+1)/2和2p/2类亚谐周

期运动的小区域,为方便描述,称之为亚谐包含域.
下面以图3所示的亚谐包含域为研究对象,进行单

参数延拓分岔分析.

图3 双参数分岔图

Fig.3 Two-parameter
 

bifurcation
 

diagram
  

取间隙b=0.36,延拓计算之前,首先在系统

的状态空间选择一个考察区域Ω=(x,x·)=(-2
≤x≤1,-0.8≤x·≤0.8),然后将状态平面Ω 划分

为100×100=10
 

000个小网格.以每个小网格的

中心点为初始值应用打靶法计算系统的周期解,则
共有10

 

000个初始值需要考察.当ω=0.345时,

求得系统有2个不稳定的周期解,分别以每个周期

解为初值进行延拓计算,结果如图4(a)所示.图中

用品红色“◇”表示倍化分岔点(PD).蓝色“·”表
示擦边分岔点(GR),红色“·”表示鞍结分岔点

(SN),实线表示稳定周期解,虚线表示不稳定的周

期解,用Up/n 标注不稳定的p/n 运动.图4(b)为
数值计算的单参数分岔图,图4(c)~(e)为图4(a)

的局部放大.由图可知,该亚谐包含域内存在两种

不稳定 的 基 本 周 期 振 动,分 别 是 U3/1运 动 和

U2/1运动,两者通过擦边分岔相互转迁,通过倍化

分岔改变稳定性.在擦边分岔邻域内主要存在倍化

分岔和鞍结分岔的不同组合,部分参数下还存在混

沌运动.
由图4(a)可见,该亚谐包含域的左边界为3/1

运动的周期倍化分岔曲线.随ω 增大,3/1运动通

过倍化型擦边分岔(PD1-GR1)转迁为7/2运动,
两分岔点间的间隔Δω=0.001

 

525
 

49.即当ω 增

13
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加至ω=0.336
 

598
 

87(PD1)时,3/1运动通过倍化分

岔转迁为6/2运动,同时产生不稳定的U3/1运动,

对应的Floquet乘子为(-1.000
 

01,-0.106
 

50).紧
接着,6/2运动在ω=

 

0.338
 

124
 

36(GR1)时发生

擦边分岔转迁为稳定的7/2运动.结合图4(a)、图

4(b)可知,稳定的7/2运动经倍周期序列进入混

沌,又经倍周期序列退出混沌转迁为7/2运动.在

此分岔过程中,7/2运动的两个倍化分岔点PD2 和

PD3 之间,不稳定的 U7/2运动和 U3/1运动及倍

周期序列运动或混沌运动共存.在ω=0.345时,

系统中混沌运动与不稳定的 U3/1运动及不稳定

的U7/2运动共存,系统的相图和Poincaré映射图

如图5(a)~(c)所示.进一步增大ω,7/2运动经连

续的擦边分岔转迁为5/2运动.

图4 b=0.36时系统随激励频率ω 变化的分岔图及其局部放大

Fig.4 Bifurcation
 

diagram
 

and
 

local
 

amplification
 

of
 

the
 

system
 

with
 

excitation
 

frequency
 

ω
 

when
 

b=0.36

  将图4(a)中ω∈[0.403,0.408]局部放大,如图

4(c)所示.该亚谐包含域的右边界形成迟滞域,多种

周期运动共存.当ω 减小至ω=0.404
 

519
 

93(SN1)

时,对应的Floquet乘子为(0.155
 

01,
 

0.999
 

99),

3/1运动发生鞍结分岔跳跃到混沌运动.在ω=0.

406
 

524
 

21(PD4)时,减小ω,3/1运动经周期倍化分

岔转迁为6/2运动.进一步减小ω,6/2运动经倍化

型擦边分岔(PD5-GR4)转迁为 U5/2运动.PD5 和

GR4 间隔Δω=0.000
 

016
 

3,不同于倍化型擦边分岔

PD1-GR1,这里的GR4 为不稳定周期运动的擦边分

岔.当ω=0.406
 

158
 

25(PD5)时,6/2运动经倍化分

岔失稳,不稳定的U6/2在ω=0.406
 

141
 

95(GR4)

通过擦边分岔转迁为U5/2运动,随后U5/2运动在

PD6 恢复稳定性.在PD5 和PD6 之间,不稳定的

U3/1运动稳定性保持不变,分别与不稳定的U5/2

运动,U6/2运动及稳定的倍周期序列和混沌运动共

存.当ω=0.406
 

524
 

21(PD4)时,增大ω,不稳定的

U3/1运动经倍化分岔恢复稳定.随后3/1运动经鞍

结型擦边分岔(SN2-GR3)
 

而消失,SN2 和GR3 两分

岔点间隔Δω=0.000
 

163
 

94,即在ω=0.407
 

474
 

89
(GR3)时3/1运动经擦边分岔转迁为2/1运动,而

2/1运动在ω=0.407
 

638
 

83(SN2)时经鞍结分岔而

失稳,产生向ω减小方向弯曲的U2/1运动.减小ω,

失稳后的U2/1运动在ω=
 

0.407
 

620
 

11(GR2)
 

通

过擦边分岔转迁为U3/1运动,SN2 和GR2 两分岔

点间隔Δω=0.000
 

018
 

72.可见,在鞍结分岔点SN2
附近同时存在一个稳定周期运动的擦边分岔点GR3
和一个不稳定周期运动的擦边分岔点GR2.进一步

减小ω,不稳定的U3/1运动在SN1 处恢复稳定.在

SN1 和SN2 之间形成的迟滞域内,多种类型的周期

23
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运动共存.在ω=0.405时,系统中有五种类型的运

动共存,包括一个稳定的周期运动3/1,三个不稳定

的周期运动(两个U3/1运动和U5/2运动)和混沌

运动,其共存的相图和Poincaré映射如图5(d)~(h)

所示.图6(a)~(c)为b=0.36时系统共存周期解随

激励频率ω变化的吸引域,倍周期序列的吸引域用

黄色表示,绿色区域为红色3/1运动的吸引域.由图

可见,随着ω减小,蓝色3/1运动发生周期倍化分岔

之后,吸引域的拓扑结构未发生变化,只是面积有所

增大.

图5 相图和Poincaré映射

Fig.5 Trajectories
 

and
 

Poincaré
 

maps

图6 b=0.36时随激励频率ω 变化的吸引域

Fig.6 Basins
 

of
 

attraction
 

with
 

excitation
 

frequency
 

ω
 

when
 

b=0.36

  局部放大图4(a)中ω∈[0.398,
 

0.3995],如
图4(d)所 示.由 图 可 见,随 着 ω 增 大,在 ω=

0.398
 

454
 

92(GR8)时1/1运动发生擦边分岔转迁

为2/1运动.随后,2/1运动通过倍化型擦边分岔

(PD7-GR7)转迁为3/2运动.在ω=0.398
 

545
 

60
(PD7)

 

时2/1发生倍化分岔转迁为4/2运动,同时

产生不稳定的 U2/1运动,分岔点对应的Floquet
乘子(-0.999

 

99,
 

-0.150
 

91).在倍化分岔点附

近,ω=0.398
 

566
 

01(GR7)时,4/2运动发生擦边

分岔转迁为3/2运动.进一步增大ω,3/2运动在ω
=0.398

 

877
 

52(GR6)又通过擦边分岔转迁回4/2

运动,紧接着又在ω=0.399
 

041
 

61(GR5)由4/2
运动擦边转迁为5/2运动.结合图4(a)可知,在此

分岔过程中不稳定的 U2/1运动稳定性不变,从

PD7 之后分别与其他稳定周期运动共存.直至ω=
0.400

 

038
 

06时,不稳定的 U2/1运动经擦边分岔

转迁为不稳定的U3/1运动.
当ω<0.398

 

454
 

92(GR8)时,如图4(a)所示,

随着ω 的 减 小,1/1运 动 在 ω=0.386
 

775
 

08
(GR9)发生擦边分岔转迁为2/1运动.进一步减小

ω,如图4(e)所示,2/1运动在ω=0.372
 

263
 

82
(GR10)经过擦边分岔转迁为3/1运动.减小ω 至ω

33
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=0.372
 

183
 

10(PD8)时,对应的Floquet乘子为

(-0.131
 

88,-0.999
 

99),3/1运动经倍化分岔转

迁为6/2运动,
 

同时产生不稳定的U3/1运动.当ω

=
 

0.372
 

173
 

58(GR11)时,6/2运动经擦边分岔转迁

为5/2运动.继续减小ω,当ω=0.372
 

153
 

86
 

(SN3)
 

时,对应的Floquet乘子为(0.017
 

39,0.999
 

97),
 

5/2
运动经鞍结分岔失稳,且产生了沿ω 增大方向弯曲

的U5/2运动,直至ω=0.372
 

911
 

30(SN4)时,U5/2
恢复稳定.在倍化分岔点PD8 产生了不稳定的U3/1
运动,且倍化分岔产生的稳定周期运动存在极短的

区间(SN3 和PD8 间隔Δω=0.000
 

029
 

24)后跳跃到

共存的5/2运动,因此,该倍化分岔是亚临界周期倍

化分岔(SN3-GR11 -PD8).其本质是在倍化分岔点的

极小邻域内发生鞍结分岔(SN3),使系统响应发生

跳跃和迟滞.由于亚临界周期倍化分岔的存在,不
稳定的U5/2连接上下两个共存的周期解分支,形
成一个迟滞域.在迟滞域内稳定的5/2运动及不稳

定的U5/2运动保持稳定性不变,分别和下解支的

2/1运动、3/1运动、6/2运动及5/2运动共存.在ω
=0.3725时2/1运动和5/2运动的吸引域如图6
(d)所示,2/1运动的吸引域由中心向外辐射,呈丝

带状分布,对初值稍加扰动,系统可能跃迁到5/2
运动,而5/2运动的吸引域面积大,分布集中,显然

此时系统中5/2运动的稳定性强于2/1运动.
  

综上所述,在擦边分岔的邻域内发现主要存在

倍化分岔和鞍结分岔,形成了倍化型擦边分岔

(PD-GR)和鞍结型擦边分岔(SN-GR),还存在一

种复杂的亚临界周期倍化分岔(SN-GR-PD),其实

质为在周期倍化分岔的极小邻域内出现鞍结分岔

或鞍结型擦边分岔.擦边分岔既可以是稳定周期运

动的擦边也可以是不稳定周期运动的擦边.

4 高频亚谐包含域内的不连续分岔
  

高频小间隙参数域内,0/1运动和1/1运动之

间的亚谐包含域内存在大量共存吸引子,使得亚谐

振动的转迁变得更为复杂.直接数值积分和延拓打

靶法结合,对共存亚谐振动的转迁进行详细分析.
  

固定间隙b=0.3,通过增加和减小参数直接

数值积分计算系统分岔图,运用延拓打靶法,对亚

谐包含域内共存的周期一运动、周期二运动和周期

三运动进行延拓追踪,结果如图7(a)所示,图7
(b)和图7(c)为图7(a)的局部放大.图中BC表示

混沌的边界激变,其余分岔点和符号标注与图4
(a)一致.

  

通过胞映射法和延拓打靶法在SN1 和SN2 之

间,发现稳定和不稳定的周期三运动与1/1运动共

存,如图7(a)、图7(b)所示.增加ω,绿色的3/3运动

在ω=1.951
 

157
 

72(GR1)处经擦边分岔转迁为2/3
运动,共存周期运动的相图和Poincaré映射如图7
(d)、图7(e)所示.而2/3运动在ω=1.968

 

446
 

91
[SN2,Floquet乘子为(0.316

 

91,
 

0.999
 

98)]和不

稳定的U2/3运动重合后经鞍结分岔消失.当ω 减

小时,3/3运动在ω=1.896
 

332
 

98
 

[SN1,
 

Floquet
乘子为(0.303

 

42,
 

0.999
 

97)]处和不稳定的U3/3
运动相重合,经鞍结分岔消失.由图7(b)中局部放

大可知,在ω=1.911
 

794
 

90(SN3)和ω=1.912
 

185
 

41(SN4)之间,一个非常狭小的参数区间(Δω
=0.000

 

390
 

51)内存在稳定的周期三运动,其分岔

过程和绿色的3/3运动相似.当ω 增加时,2/3运

动发生了鞍结型擦边分岔(GR2-SN4)转迁为不稳

定的U3/3运动.当ω 减小时,2/3运动在SN3 经

鞍结分岔转迁为不稳定的 U2/3运动.不稳定的

U3/3连接SN1 和SN4,不稳定的 U2/3
 

连接SN2
和SN3,因此在SN1 和SN2 之间形成多种类型周

期运动共存.系统共存吸引子的吸引域如图8(a)

~(c)所示,其中吸引子的颜色与图7(a)一致.品红

色区域为黑色2/3运动的吸引域,蓝色区域为绿色

3/3运动的吸引域,黄色区域为1/1运动的吸引

域.由图可见,1/1运动和3/3运动的吸引域相互

嵌套,而存在区间很小的黑色2/3运动的吸引域缠

绕在3/3运动吸引域的边界处.随ω 增加,3/3运

动经擦边分岔(GR1)转迁为2/3运动,分岔前后的

吸引域如图8(b)、图8(c)所示.由图可见,1/1运

动吸引域的分布变得相对集中,而2/3擦边前后吸

引域的拓扑结构未发生突变,其吸引子与位于吸引

域边界上的U2/3吸引子逐渐靠近.
  

结合图7(a)和图7(c)可见,0/1运动在ω=2.
079

 

418
 

23(GR4)通过擦边分岔转迁为1/1运动.
进一步减小ω,1/1运动发生了亚临界周期倍化分

岔(SN5-GR3-PD2)跳跃到2/2运动.其本质为1/1
运动在ω=2.078

 

591
 

09(PD2)通过倍化分岔[Flo-

quet乘子为(-0.695
 

82,
 

-0.999
 

99)]产生2/2
运动和不稳定的 U1/1运动.U1/1运动在ω=
2.024

 

864
 

82
 

(PD1)经倍化分岔恢复稳定.而2/2

43
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运动在ω=2.078
 

482
 

15(GR3)经擦边分岔转迁为

1/2运动.随后1/2运动又在ω=2.078
 

273
 

20
(SN5)经鞍结分岔[Floquet乘 子 为(0.484

 

53,
 

0.999
 

98)]失稳,产生向ω 增大方向弯曲的 U1/2
运动,直至ω=2.845

 

888
 

40[SN6,Floquet乘子为

(0.589
 

14,
 

0.999
 

98)]再次恢复稳定.此时减小

ω,1/2运动在ω=2.356
 

642
 

79(PD3),Floquet乘

子为(-0.999
 

99,
 

-0.527
 

42)经倍化分岔转迁为

2/4运动.在ω=2.290
 

859
 

64(GR5),2/4运动擦边

转迁为3/4运动,其相图和Poincaré映射如图7(f)

所示.进一步减小ω,周期运动经倍周期分岔序列进

入混沌,在此分岔过程中,0/1运动的稳定性保持不

变与分岔序列共存,ω=2.2时系统共存的相图和

Poincaré映射如图7(g)所示.继续减小ω,混沌运动

在一段参数区间内突然消失,又突然出现,最后经逆

倍周期分岔退出混沌最终转迁为1/1运动.

图7 b=0.3时系统的响应,(a)~(c)分岔图及其局部放大,(d)~(g)相图和Poincaré映射

Fig.7 Response
 

of
 

the
 

system
 

when
 

=0.3,
 

(a)~(c)bifurcation
 

diagram
 

and
 

local
 

amplification,
 

(d)~(g)
 

trajectories
 

and
 

Poincaré
 

maps

图8 随激励频率ω 变化的吸引域

Fig.8 Basins
 

of
 

attraction
 

with
 

excitation
 

frequency
 

ω

53
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  在SN5 和SN6 之间多种类型的吸引子共存,

计算0/1运动和倍周期分岔序列的吸引域,如图8
(d)~(h)所示,图中稳定吸引子的颜色与图7(a)

一致,不稳定 U1/2吸引子用浅蓝色圆点标记.浅
绿色区域为倍周期序列吸引子的吸引域,品红色区

域为0/1运动的吸引域.由图可见,随着ω 减小,

0/1运动的吸引域分布逐渐分散,由中心向外辐射

呈丝带状分布.当1/2运动经倍化分岔转迁为2/4
运动后,吸引域形态未发生明显变化.结合图8(d)

和图8(e)
 

可知,继续减小ω,混沌吸引子与吸引域

分形边界碰撞,混沌运动发生边界激变之后突然消

失,因此在图7(a)中可观察到混沌运动在特定区

间消失.

5 结论
  

本文考虑了一种单自由度分段光滑机械振动

系统,应用延拓打靶法追踪系统共存周期解,对系

统亚谐振动的复杂分岔及转迁进一步研究,得到了

以下重要结论:
  

弹性碰撞振动系统中擦边分岔是连续可逆的,

但在擦边分岔的邻域内出现倍化分岔和鞍结分岔

的不同组合会导致系统响应发生巨大差异.
  

亚谐包含域内倍化型擦边分岔普遍存在,且倍

化分岔和擦边分岔不会改变吸引域的拓扑结构.鞍
结型擦边分岔使系统响应产生迟滞和跳跃.当不稳

定周期运动分支连接两个不同模式的稳定周期运

动分支时,必然存在不稳定周期运动的擦边分岔.
混沌吸引子与吸引域分形边界碰撞产生边界激变,

导致混沌运动突然消失.
  

当倍化分岔邻域内出现鞍结型擦边分岔或鞍

结分岔时,该倍化分岔是亚临界周期倍化分岔,使
得系统倍化响应发生跳跃.
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点阵夹芯梁在气动力下的振动控制与能量采集

王祥宇 臧健†

(沈阳航空航天大学
 

航空宇航学院,沈阳 110136)

摘要 本文提出了一种带有振动控制与能量采集的多功能点阵夹芯梁(Multifunctional-Lattice
 

Sandwich
 

Beam,
 

M-LSB)结构.首先,在点阵夹芯梁内部安装了镍钛合金型非线性能量阱(Nitinol-Nonlinear
 

Energy
 

Sink,
 

N-NES),以实 现 振 动 抑 制.其 次,在 梁 上 铺 设 超 磁 致 伸 缩 薄 片(Giant
 

Magnetostrictive
 

Lamina,
 

GML),通过GML的维拉里效应实现能量采集.根据哈密顿原理和牛顿第二定律,建立了气动环境下耦合

系统的运动方程.使用龙格-库塔法计算动力学方程得到了有无N-NES
 

时多功能点阵夹芯梁的时域响应,

验证了N-NES
 

的振动控制效果和 GML的能量采集效率.结果表明,N-NES
 

可以实现高效的振动抑制,

GML可以有效地收集气动环境下点阵夹芯梁的振动能量.

关键词 点阵夹芯梁, 镍钛合金型非线性能量阱, 超磁致伸缩薄片, 能量采集

中图分类号:O322 文献标志码:A

Vibration
 

Control
 

and
 

Energy
 

Harvesting
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Lattice
 

Sandwich
 

Beam
 

under
 

Aerodynamic
 

Forces

Wang
 

Xiangyu Zang
 

Jian†

(College
 

of
 

Aerospace
 

Engineering,
 

Shenyang
 

Aerospace
 

University,
 

Shenyang 110136,
 

China)

Abstract This
 

paper
 

proposed
 

a
 

multifunctional
 

lattice
 

sandwich
 

beam
 

(M-LSB)
 

structure.
 

Firstly,
 

a
 

Nitinol-Steel
 

wire
 

rope
 

nonlinear
 

energy
 

sink
 

(N-NES)
 

is
 

installed
 

inside
 

the
 

lattice
 

sandwich
 

beam
 

to
 

a-
chieve

 

vibration
 

suppression.
 

Secondly,
 

a
 

giant
 

magnetostrictive
 

lamina
 

(GML)
 

that
 

is
 

laid
 

on
 

the
 

beam
 

to
 

achieve
 

energy
 

harvesting
 

through
 

the
 

Villari
 

effect
 

of
 

GML.
 

Based
 

on
 

the
 

the
 

Hamilton􀆶s
 

principle
 

and
 

Newton's
 

second
 

law,
 

the
 

equations
 

of
 

motion
 

of
 

the
 

coupled
 

system
 

under
 

aerodynamic
 

environment
 

are
 

established.
 

The
 

time-domain
 

response
 

of
 

the
 

multifunctional
 

lattice
 

sandwich
 

beam
 

with
 

and
 

with-
out

 

N-NES
 

is
 

obtained
 

by
 

using
 

the
 

Runge-Kutta
 

method
 

to
 

calculate
 

the
 

dynamic
 

equations,
 

and
 

the
 

vi-
bration

 

control
 

effect
 

of
 

N-NES
 

and
 

the
 

energy
 

harvesting
 

efficiency
 

of
 

GML
 

are
 

verified.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

N-NES
 

can
 

achieve
 

efficient
 

vibration
 

suppression
 

and
 

the
 

GML
 

can
 

efficiently
 

harvest
 

the
 

vibration
 

energy
 

of
 

the
 

lattice
 

sandwich
 

beam
 

under
 

aerodynamic
 

environment.

Key
 

words lattice
 

sandwich
 

structure, Nitinol-Steel
 

wire
 

rope
 

nonlinear
 

energy
 

sink, giant
 

magne-
tostrictive

 

lamina, energy
 

harvesting



第7期 王祥宇等:点阵夹芯梁在气动力下的振动控制与能量采集

引言
  

随着科学技术的飞速发展,航空、航天、航海等

领域对高性能复合材料的需求日益增长.相较于传

统材料,复合材料展现出众多显著优势,如低比重、

高比模量、高比刚度及高比强度等[1].2014年,Guo
等[2]采用无压烧结工艺制备了碳化硅蜂窝陶瓷,研

究了其性能,证明了该复合材料具有高孔隙率、高
强度和较好的抗热震性.为了进一步提升飞行器的

载重效率,众多国内外学者将研究重点聚焦于夹芯

结构上[3-5].这类结构是一种特殊的多层设计,由上

下两个面板和中间的芯层构成.其中,面板具有较

强的机械性能,而芯层的机械性能则相对较弱.这
种结构设计的一大优势是,其独特的分离式面板极

大地增加了结构的惯性矩,从而提升了抗弯曲刚

度[6].值得一提的是,自然界中广泛存在类似的夹

芯结构.研究人员在剖析犀鸟喙部和鸟类翼骨时发

现,两块骨板之间分布着大量相互连结的骨柱,形
成了一种天然的夹芯结构.这一重要发现为夹芯结

构的设计提供了宝贵的启示和指导.

Douglas等[7]提出了一种挤压和电火花加工

方法制造锥形点阵夹芯结构,以消除节点故障的发

生率,结果发现面板的机械性能受夹层板的几何形

状、合金的力学性能和安装模式决定.点阵夹芯结

构作为一种多功能新型轻型结构,其适应性主要体

现在轻质和高强度的特性,适用于需要减轻结构重

量同时保持或提高结构效率的应用场景.例如,可
以在航空航天领域中用于减少飞行器的整体质量,

从而提高燃油效率和载荷能力,也可用于减振降

噪、能量吸收、热控制等多种工况[8].其次,点阵夹

芯梁的限制主要包括制造复杂性和成本.由于点阵

结构的元件组装和连接相对困难,这增加了制造过

程的复杂性.此外,虽然点阵夹芯梁的设计提供了

很大的灵活性,但这也意味着需要精确的设计和制

造过程来满足特定的应用需求,这可能会导致成本

增加.在航空领域,由于飞机在飞行过程中发动机

的振动会将能量传递到机身和其他部件,且长期的

高频振动可能导致结构的疲劳损伤.因此,如何在

增强飞机结构强度的同时,实现对机体结构振动的

有效控制并将振动能量回收利用,已成为一个关键

的研究技术难题.
  

在现有的振动控制方法中,主动控制方法依赖

于结构本身的振动反馈信号,通过一定的策略可以

实时改变结构的参数来抑制振动[9],而被动控制可

以解决高频振动问题.对于振动控制装置,特别是

非线性振动控制结构,最典型的是非线性能量阱

(NES)[10-13],其通过非线性弹簧、线性阻尼以及轻

质负载以实现靶能量传递,并且 NES有一定的宽

频振动控制能力.NES的振动控制概念不仅适用

于强迫激励系统,也适用于自激励系统[14].对于梁

结构的振动控制,众多研究已经证实,NES能以较

小的附着质量实现一定的振动控制[15,16].该装置

可以使主系统中的能量传递到其结构中,且单向不

可逆,而多余的能量可以由阻尼耗散.童俊辉等[17]

进行了关于基于NES的深海柔性张力腿振动抑制

问题的研究,并将其性能与调谐质量阻尼器进行了

比较分析.研究结果显示,在相似的情况下,NES
表现出更为显著的振动减缓效果.此外,通过调整

NES吸振器的参数可以实现最佳的振动控制效

果.王国旭等[18]对简谐激励下双弹簧NES的优化

进行了探讨,运用差分进化算法和参数分析方法来

优化NES的参数,并将其与线性吸振器(LVA)的
优化结果进行对比.研究结果显示,与LVA相比,

NES在实现减振效果时具有更广泛的弹簧刚度范

围.此外,NES的优化参数区域和幅频响应受激励

幅值的影响.构建了一种新型吸振模型,将冲击减

振器与非线性能量阱耦合,数值模拟结果验证了这

一吸振装置的高效性.李继伟等[19]分析了各参数

对主结构振幅、能量耗散以及振动频率的影响.研
究结果表明,适当的间隙和较高的碰撞恢复系数不

仅可以增加系统的碰撞运动次数,还能使系统在每

次碰撞中更有效地耗散能量.此外,在该系统中,强
非线性刚度有利于吸振效果的提升.然而,如何设

计NES的阻尼,即在保持结构稳定的同时提高其

能量吸收效率,仍是一个长期困扰学者们的技术

难题.
  

对于阻尼结构,Carboni等[20]提出了一种由镍

钛合金和钢丝绳组成的新型非线性被动阻尼器,其
具有典型的形状记忆滞后材料非线性特征,可以通

过绳间的摩擦持续提供阻尼恢复力,为非线性振动

控制机构的阻尼设计提供新思路.Belhaq等[21]建

立了镍钛合金钢丝绳(Nitinol
 

Steel
 

Wire
 

Ropes,
 

NiTi-ST)的本构方程和非线性滞回模型.Zhang
等[22]选用NiTi-ST以实现复合材料层合板的振动
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控制.结果表明,NiTi-ST对复合材料层合板具有

优异的振动控制能力,对系统固有频率的影响较

小.张博文等[23]提出了一种新型阻尼装置镍钛合

金钢丝绳,仿真结果证实,这种钢丝绳可作为非线

性阻尼器,来抑制连续体结构振动.
  

本文将NES中的阻尼替换成 NiTi-ST,组成

一种新的减振器 N-NES.镍钛合金钢丝绳的形状

记忆和超弹性特性可以增强 NES系统的减振效

果,使其在各种工程领域,如土木工程、航空航天和

机械领域中的应用更为有效.尽管镍钛合金钢丝绳

的制造成本较高,但其长期耐用性,降低了成本效

益.在制造过程中的精确度要求高,因为镍钛合金

的性能受加工过程中温度和应力的影响,可能会增

加制造难度和成本.对于NES系统,虽然 NES的

制造和维护成本可能高于传统的振动控制系统,但
其在减振效率方面的优势,可以降低总体成本效

益.此外,NES的设计和优化需要精确的数值模拟

和实验验证,这可能会增加研发的时间和成本.
  

将环境中存在的其他能量形式变成电能,是能

量采集的主要目的,以实现传感器等微电子设备持

久的电力供应.在实际应用中,能量采集装置可以

将点阵夹芯结构产生的振动能量转化为磁场能量,

进而转化为电能[24].振动能量采集器可以分为压

电型、静电型和磁致伸缩型[25].其中,压电型能量

采集器研究最为广泛.王海等[26]设计了一种基于

预应力梁的压电能量采集器,提高了压电能量采集

器的开路电压.施海天等[27]设计的Z型梁结构的

压电能量采集器可以实现多模态共振频率下的振

动能量采集.GMM 具有出色的特性,相较于传统

的磁致伸缩材料,GMM的磁致伸缩系数远大于其

几十倍[28].GMM还具备快速的响应速度,尤其在

室温下,机械能-电能转换率高,几乎同时发生磁

化和应力效应,适用于制造高灵敏电磁感应器件.
而且GMM不仅适用于低频,还适用于超高频[29].

GMM的这些特性使其在振动系统、传统电子信息

系统、传感系统等领域引发了革命性变化[30,31].由
于压电材料存在脆性大和易老化等缺点,因此我们

选择了超磁致伸缩材料(GMM)作为研究对象.
GMM的研究需要考虑维拉里效应[32],基于该效应

超磁致伸缩材料的磁化强度随外力而变化,从而提

供了能量采集装置的工作原理.Wang等[33]使用哈

密顿原理结合基于欧拉-伯努利梁理论的简谐波

叠加法,建立了基于磁致伸缩材料的新型振动能量

采集器的电路模型.Berbyuk等[34]研究了Gafenol
棒的振动发电特性并建立了磁致伸缩材料棒的线

性模型.超磁致伸缩材料Terfenol-D[35,36]具有超磁

致伸缩应变、能量耦合系数大、动态响应快等优点,

可以广泛用于声纳换能器和超声波装置等动态应

用中[37-39].在此基础上,通过测试不同的超磁致伸

缩材料(Terfenol-D、Gafenol、Metglas)特性,获得

了不同能量采集器的参数,并得出了最佳解决方

案.根据哈密顿原理、维拉里效应、欧拉伯努利梁理

论和超音速活塞理论获得了梁的动力学方程,并使

用龙格-库塔方法进行了数值模拟,分析了GML
参数和气动力参数对能量采集的影响.

  

本文所采用的能量采集装置GML,因其具有

能量转换效率高、响应速度快、频率特性好、频带宽

等特点,在声学、传感器和电子器件、微控制领域和

阻尼减振系统中有着重要应用.GML的制作成本

较高,主要由于其含有稀土元素,这些元素的提取

和加工成本较高.而且制造的工艺较为复杂,导致

了成本的增加.但GML的伸缩系数大,比传统磁

致伸缩材料能量转换效率高.GML在能量采集方

面的技术挑战主要包括提高材料的能量转换效率、

优化材料的性能稳定性、以及开发更加高效的能量

采集系统设计.
  

本文提出了一种具备振动控制与能量采集的

多功能点阵夹芯梁(M-LSB)结构.采用镍钛合金非

线性能量阱(N-NES)作为点阵夹芯梁内部的振动

控制器,以实现振动抑制.其次,在梁表面铺设超磁

致伸缩薄片(GML),通过GML的维拉里效应实现

能量采集.基于哈密顿原理和牛顿第二定律,建立

了气动环境下耦合系统的运动方程.使用龙格-库

塔法计算动力学方程得到了有无N-NES时多功能

点阵夹芯梁的时域响应,验证了NES中的质量、阻
尼和非线性刚度对振动控制的影响,N-NES的振

动控制效果和GML的能量采集效率.

1 动力学建模
  

多功能点阵夹芯梁结构在气动力作用下的力

学模型如图1所示.如图1(a)所示,GML铺设在

点阵夹芯梁上.梁的长度和宽度分别为L 和b.芯

层的厚度为hc.点阵夹芯梁上下面板的厚度为hf.

GML的厚度为tm.GML能量采集器的简化电路
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如图1(b)所示,其中v(t)和i(t)分别为GML能

量采集器产生的电压和电流与时间的关系.外部负

载电阻为RL.如图1(c)所示,在点阵夹芯结构的

芯层内安装N-NES.k和m 分别是N-NES的立方

非线性刚度和附加小质量块.N-NES的阻尼是一

根镍钛合金钢丝绳.um 是N-NES的位移.xN 是点

阵夹芯梁上N-NES的位置.镍钛合金钢丝绳的力

可按以下方式计算[40]:

FNi=k1[um-w(xN,t)]+

 k3[um-w(xN,t)]3+c1[u
·
m-w·(xN,t)]+

 r21[um-w(xN,t)]2[u
·
m-w·(xN,t)]+

 r12[um-w(xN,t)][u
·
m-w·(xN,t)]2 (1)

其中,k1、k3、c1、r21 和r12 为镍钛合金钢丝绳的刚

度系数、线性阻尼系数和非线性阻尼系数.

图1 点阵夹芯在内部安装N-NES并在上面板铺设GML
Fig.1 Lattice

 

sandwich
 

beam
 

installed
 

N-NES
 

and
 

laid
 

on
 

GML
  

图2(a)展示了一个晶格单元.点阵夹芯梁桁

架的长度和倾斜度分别为l和α.θ 表示形变后芯

层法线的偏转角.铺设GML点阵夹芯梁的动力学

方程基于以下假设:
  

(1)点阵夹芯梁的上下面板非常薄,剪切变形

可以忽略不计.因此,欧拉-伯努利梁理论可用于

夹芯梁模型.
  

(2)垂直于结构中平面的法向应力可忽略不

计,即侧向位移与纵向坐标z无关,可表示为:εz=
∂w/∂z=0.

图2 点阵夹芯梁的局部

Fig.2 Local
 

part
 

of
 

lattice
 

sandwich
 

beam

根据前面两个假设和图2中的几何关系,点阵

夹芯梁上下面板和芯层的位移可分别表示如下:

ut=
hc

2θ- z+
hc

2  ∂w∂x,  wt=w

ub =-
hc

2θ- z-
hc

2  ∂w∂x, wb =w

uc =-zθ, wc =w (2)

其中,w 为横向位移,z为纵向位移.
根据冯·卡门的大变形理论,结构的应变-位

移关系为:

εxt=
hc

2
∂θ
∂x- z+

hc

2  ∂
2w
∂x2 +

1
2
∂w
∂x  

2

εxb =-
hc

2
∂θ
∂x- z-

hc

2  ∂
2w
∂x2 +

1
2
∂w
∂x  

2

εxc =-z∂θ∂x+
1
2
∂w
∂x  

2

γxzc =
∂uc

∂z +
∂w
∂x =-θ+

∂w
∂x

(3)

上板、下板和芯层的材料是各向同性的.它们

的本构方程,即结构的应力应变关系为:

σxt=Eεxt=E
hc

2
∂θ
∂x- z+

hc

2  ∂
2w
∂x2

+
1
2
∂w
∂x  

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

σxc =Ecεxc =Ec -z∂θ∂x+
1
2
∂w
∂x  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

σxb=Eεxb=E -
hc

2
∂θ
∂x- z-

hc

2  ∂
2w
∂x2

+
1
2
∂w
∂x  

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(4)

其中,E 是实心层的杨氏模量,Ec 和Gc 分别是芯
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层的杨氏模量和剪切模量,它们可以求得:

Ec =Esin2(αρ
-)

Gc =
1
8Esin

2(2αρ
-) (5)

其中ρ
- 是相对密度,即材料单胞的体积分数,计算

公式如下:

ρ
- =ρc

ρ
=

2πr2c
l2cos2αsinα

(6)

式中,ρc 和ρ分别为晶核的密度和材料的密度.点
阵夹芯梁的结构参数和超磁致伸缩材料参数如表

1所示.

表1 点阵夹芯梁的结构参数和超磁致伸缩材料参数

Table
 

1 Structural
 

parameters
 

of
 

lattice
 

sandwich
 

beam
 

and
 

parameters
 

of
 

giant
 

magnetostrictive
 

material

Parameters Value

ht 1.0×10-3m

hc 1.5×10-2m

ρ 7830kg/m3

L 0.8m

b 0.1m

l 2.1
 

×
 

10-2m

α π/4

E 210GPa

k 4000N/m3

c 3Ns/m

m 3.0×10-3kg

tm 0.5×10-3m
  

维拉里效应描述了超磁致伸缩材料在外力改

变的情况下由应力和应变引起的磁化状态变化,从
而产生电能,是能量采集器的工作原理.当改变

GML的磁化强度和内部磁场时,磁通量也随之变

化,点阵夹芯梁的振动能量转化为磁能.根据法拉

第电磁感应定律,GML将磁场能量转化为电能,进
而获得振动能量.GML的本构方程为:

σg

B
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

EH -e
e μσ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 εg

H
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (7)

其中,σg 和εg 分别为GML的应力和应变.H 是磁

场强度.B 是磁感应强度.EH 是 GML的杨氏模

量.μσ 是恒定应力下的磁导率.e=EHd,d 为压磁

系数.根据超磁致伸缩材料的一般理论,当材料沿

x 轴弯曲时,材料沿z 轴会产生轴向应变和磁化.
在本文中,GML处于模式33(3表示z 轴),即

d=d33.
N-NES安装在点阵夹芯结构的芯层内.N-

NES产生的力施加在梁上可以写成:

 F=k[um-w(xN,t)]3+

k1[um-w(xN,t)]+k3[um-w(xN,t)]3+

c1[u
·
m-w·(xN,t)]+

r21[um-w(xN,t)]2[u
·
m-w·(xN,t)]+

r12[um-w(xN,t)][u
·
m-w·(xN,t)]2 (8)

根据牛顿第二定律,N-NES的动力学平衡方

程可推导为:

 mu··m+k[um-w(xN,t)]3+k1[um-w(xN,t)]+

k3[um-w(xN,t)]3+c1[u
·
m-w·(xN,t)]+

r21[um-w(xN,t)]2[u
·
m-w·(xN,t)]+

r12[um-w(xN,t)][u
·
m-w·(xN,t)]2=0

(9)

根据哈密顿原理,系统的动力学方程如下:

∫
t2

t1

[δ(T-U+WM)+δW]dt=0 (10)

其中,δ是变分符号.T 是梁的动能.U 是势能.WM

是磁能,δW 是外载荷做的虚功.计算公式如下:

 T=
1
2∫Vt

ρ(u
·
t
2+w·2)dV+∫Vb

ρ(u
·
b
2+w·2)dV+ 

∫Vc
ρc(u

·2
c +w·2)dV+∫Vg

ρc(u
·
g
2+w·2)dV 

 U=
1
2∫Vt

σxtεxtdV+∫Vb
σxbεxbdV+ 

∫Vc

(σxcεxc +τxzcγxzc)dV+∫Vg

σgεgdV 
 WM =

1
2∫Vg

BHdV

 δW =∫A
ΔpδwdA+Fδw (11)

其中Vt,Vb 和Vc 分别是顶层、底层和芯层的体

积.Vg 是GML薄层的体积.A 是梁的表面积.Δp
是垂直于梁表面的外部压力.根据超音速活塞理

论,气动压力为:

Δp=ξ
∂w
∂x +ζ

∂w
∂x

ξ=ρ∞U∞(2-M2
∞)

(M2
∞ -1)3/2

,ζ=- ρ∞U2
∞

M2
∞ -1

q∞ =
1
2ρ∞U2

∞,h=2hf +hc +hg (12)

其中,ρ∞、U∞和M∞分别为空气密度、超音速气流速

度和马赫数.h是梁厚度的总和.气动参数见表2.
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表2 超音速气流的参数

Table
 

2 Parameters
 

of
 

supersonic
 

flow

Parameters Value

ρ∞ 1.288kg/m3

U∞ 1.67

M∞ 500m/s
  

在后续工作中,我们采用了假设模态法.对于

简支边界梁,通常采用正弦函数和余弦函数作为假

设模态函数.因此横向位移w 和旋转角度θ 的近

似值为:

w=sin(
πx
L
)g(t)=φTg

θ=cos(
πx
L
)f(t)=ψTf (13)

其中,φ 和ψ 是振动系统的模态函数.g 和f 是广

义坐标.根据欧拉-伯努利梁理论,GML的轴向应

变近似为:

εg =-hm
∂2w
∂x2 =-hmφ

··
(x)g(t) (14)

其中hm 可表示为:

hm =
tmh+h2

2(λtm +h)
,λ=

EH

Eb
(15)

根据安培定则,在不考虑边际效应的情况下,

磁场强度 H 为:

H =
Ni
L

(16)

其中,N 代表感应线圈的匝数,i代表感应电流.
  

将上述方程代入公式(11),可以得到T、U 和

δW 的表达式,然后将得到的结果和公式(13)代入

公式(10),可以得到梁的动力学方程为:

MX
··

+CΔpX
·
+(K+KN +KΔp)X=F

ν=GTX
·
-Li

·
(17)

其中,M 是结构的质量矩阵.CΔp 是气动阻尼矩阵.
K,KN 和KΔp 分别为结构刚度矩阵、非线性刚度矩

阵和气动刚度矩阵.X 是梁的广义坐标向量,表示

为X=[gT,fT]T.G 是梁的机电耦合系数向量.L
是感应线圈的等效电感.ν是负载电阻器的输出电

压.G 和L 的表达式如下:

G=
Nd33EHAmhm

L ∫
L

0
φ
··(x)dx

L=μ0N2Am

L
(18)

  

如图3(a)所示,气动环境中未铺设 GML、铺
设GML、安装 NES并铺设 GML和安装 N-NES
并铺设GML的点阵夹芯梁的振动抑制效果对比.
从图3(a)中看出,铺设GML前后梁的振幅衰减变

化几乎一致,说明GML对梁振幅衰减影响很小.
安装NES后,梁的振幅衰减非常明显,如图3(a)中
蓝色部分.这一现象说明,NES对点阵夹芯梁具有

减振效果.之后将 NES替换为 N-NES,振幅衰减

趋势如图3(a)中的绿色部分,对比蓝色部分,显
然,N-NES的减振效果要优于传统 NES.在图3
(b)中,对比气动环境中铺设GML、安装NES并铺

设GML和安装N-NES并铺设GML的点阵夹芯

梁的输出电压.从图中看出,输出电压变化趋势与

振幅变化趋势一致,说明GML具有将振动产生的

能量转化为电能并采集的功能,这一结论为之后能

量采集的研究做了铺垫.

图3 点阵夹芯梁铺设GML前后、安装NES和N-NES
Fig.3 Lattice

 

sandwich
 

beam
 

laying
 

GML
 

before
 

and
 

after,
 

installing
 

NES
 

and
 

N-NES

2 仿真结果与分析
  

本文使用龙格-库塔法求解动力学方程,得到

了点阵夹芯梁振幅的时域响应和GML采集能量

的变化.对不同构型镍钛合金钢丝绳参数进行对比

讨论,以选择最佳构型作为N-NES中的阻尼进行

振动控制,并且讨论了梁的不同位置处的振幅变

化,以及气动力参数变化对振动控制的影响.讨论

了超磁致伸缩材料对能量采集效率的影响,选择效

果最 好 的 作 为 GML 的 材 料,接 着 讨 论 了 关 于

GML相关参数对能量采集的影响.最后讨论 N-
NES安装的位置对振幅变化和GML输出功率的

影响.

2.1 振动控制分析
  

为了实现更佳的振动抑制效果,深入研究了

NES各项参数的调整对主系统振动抑制效果的影

34



动 力 学 与 控 制 学 报 2024年第22卷

响.在保持其他参数不变的前提下,分别调整NES
的质量m、阻尼系数c和非线性刚度k,进行仿真.
得到的振动时域结果如图4~图6所示.

在图4中,通过改变NES中质量块的质量对

点阵夹芯梁振动抑制效果进行了对比.改变m 讨

论了三种情况分别为:m=0.003kg,m=0.005kg,

m=0.01kg.结果显示,在仿真时间达到8秒后,在

m=0.005kg和m=0.01kg两种情况下,点阵夹芯

梁的振幅衰减至接近零.而在m=0.01kg的情况

下,明显看出梁的振幅衰减远大于零.此外,对振幅

衰减速率进行比较发现,在m=0.01kg情况下,主
系统的振幅衰减速率明显快于m=0.005kg情况

下的速率.综上所述,NES中质量块的质量对主系

统振动抑制效果有显著影响:质量越大,振动抑制

效果越好,振幅衰减速度越快,衰减至同一振幅值

所需时间越短.
 

如图5所示,NES的阻尼系数对振动控制效

果的影响与质量块的质量对振动控制效果的影响

非常相似.选取了三个不同NES中阻尼的数值,来
对比振动控制效果.从图中可以看出,当NES的阻

图4 改变质量对振动控制的影响

Fig.4 Effect
 

of
 

changing
 

mass
 

on
 

vibration
 

control

图5 改变阻尼对振动控制的影响

Fig.5 Effect
 

of
 

changing
 

damping
 

on
 

vibration
 

control

尼系数为5时,主系统的振幅在4秒后衰减接近

零;而当阻尼系数分别为4和3时,达到相同效果

所需时间分别为6秒和8秒.这表明,在一定范围

内,增加NES的阻尼系数将提升主系统振动幅度

的衰减速率.此外,即使是轻微的阻尼系数改变也

会引起明显的振动控制效果变化,表明了阻尼系数

对振动控制效果的显著影响.
图6显示了不同的NES非线性刚度主系统振

幅时域响应的对比.选取了三个不同的非线性刚度

值:k=800N/m3,k=4000N/m3,k=16000N/m3

进行仿真,结果如图6所示.在图6(a)中,三种

NES非线性刚度情况下,振幅变化区别并不是十

分明显.因此,对时间为7.36~7.46秒的局部进行

了放大,如图6(b)所示.这个局部放大图更清晰地

展示了三种情况下的振幅时域响应情况.可以看

出,随着非线性刚度的增大,振动幅值会减小.

图6 改变非线性刚度对振动控制的影响

Fig.6 Effect
 

of
 

varying
 

nonlinear
 

stiffness
 

on
 

vibration
 

control
  

为了更好地验证减振效果,图7对不同构型的

镍钛合金钢丝绳进行了比较.表3列出了不同构型

的镍钛合金钢丝绳参数.

表3 不同构型的镍钛合金钢丝绳参数

Table
 

3 Parameter
 

values
 

of
 

different
 

Nitinol-Steel
 

wire
 

ropes
 

configurations

Snj
 

k1(N/m)k3(N/m
3)c1(Ns/m)r21(Ns/m

3)r12(Ns
2/m3)

S1a -- 4.16×108 118.2 1.699×106 5.249×104

S2a 5966 -- 52.1 1.259×105 9876

S2b 4523 -- 16.5 1.077×105 2608

S3a 6016 3.23×107 50.0 3.396×105 2.26×104

可以看出,S1a的振动抑制效果最差,S2a和

S2b的振动抑制效果相似,而S3a的振动抑制效果

最好.因此,S3a构型被用于后续分析.
从图8可以看出梁的振幅变化在4秒后衰减

至最小值,而且衰减效果十分明显.由此可以得出

44



第7期 王祥宇等:点阵夹芯梁在气动力下的振动控制与能量采集

结论,N-NES对气动环境下点阵夹芯梁的整体减

振效果显著.

图7 安装不同构型镍钛合金钢丝绳的N-NES时梁的
振幅衰减比较

Fig.7 Comparison
 

of
 

the
 

amplitude
 

attenuation
 

for
 

different
 

configurations
 

of
 

Nitinol-Steel
 

wire
 

ropes

图8 梁的不同位置的振幅比较

Fig.8 Comparison
 

of
 

the
 

vibration
 

suppression
 

effect
 

for
 

different
 

positions
 

attached
 

to
 

the
 

beam

图9 不同气流速度下有无N-NES的振幅比较

Fig.9 Comparison
 

of
 

amplitude
 

with
 

different
 

airflow
 

velocity:
 

without
 

N-NES,
 

with
 

N-NES
 

此外,还对气动参数进行了讨论,以获得更有

效的结果.减振结果如图9、图10所示.结果表明,

N-NES在气动环境下对点阵夹芯梁的振动抑制效

果明显.

图10 不同空气密度下有无N-NES的振幅比较

Fig.10 Comparison
 

of
 

amplitude
 

with
 

different
 

airflow
 

density:
 

without
 

N-NES,
 

with
 

N-NES

2.2 能量采集研究
  

本节对气动环境下超磁致伸缩薄片的输出电

压、输出功率和能量采集进行了时域分析.此外,还
选择了三种不同的超磁致伸缩材料进行比较.选择

能量采集效率最高的材料作为后续能量采集研究,

并讨论了GML参数和气动参数对能量采集效果

的影响.

表4 不同材料制成的GML的结构特性

Table
 

4 Structural
 

properties
 

of
 

GML
 

fabricated
 

from
 

different
 

materials

Parameters Value

μ0 4π×10-7H/m

μσ 230μ0H/m

N 1000

R0 36.4

RL 50

EH
 

of
 

Terfenol-D
 

110GPa

EH
  

of
 

Gafenol 70GPa

EH
 

of
 

Metglas 110GPa

d33 of
 

Terfenol-D 11m/A

d33  of
 

Gafenol 34m/A

d33 of
 

Metglas 80m/A

三种超磁致伸缩材料的参数如表4所示.R0
是线圈的内阻.如图11所示,不同超磁致伸缩材料

的GML在气动环境中的输出电压.显然,在三种

超磁致伸缩材料中,Metglas材料的输出电压最

高,而Terfenol-D材料的输出电压最低,所以采用

Metglas材料作为GML能量采集器.
图12为不同气流速度下采集能量的变化,可

以看出,当GML厚度恒定时,采集能量与空气速

度的变化趋势相反,采集能量随气流速度的增加而

减小,因为气动阻尼增加,导致梁的振幅减小.而增

加GML的厚度可以采集更多的振动能量.但需要
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图11 不同材料GML输出电压

Fig.11 GML
 

output
 

voltage
 

for
 

different
 

materials

图12 GML能量采集器仿真:不同空气流速下的输出电压

Fig.12 GML
 

energy
 

harvester
 

simulation:
 

output
 

voltage
 

at
 

different
 

flow
 

rates

图13 GML
 

能量采集仿真:不同空气密度下的输出电压

Fig.13 GML
 

energy
 

harvester
 

simulation:
 

output
 

voltage
 

at
 

different
 

air
 

densities

注意的是,厚度过厚会改变梁的物理结构特性,影
响结构的振幅,同时也会增加制造成本.

如图13所示,不同线圈匝数和不同空气密度

下GML能量采集器的输出电压随时间变化的时

域图.输出电压随着线圈匝数的增加而增加,随着

空气密度的增加而减小.这是因为线圈匝数越多,

电磁感应效应越强,导致输出电压越高.而空气密

度越大,气动阻力越大,GML振动幅度越小,导致

输出电压越低.线圈的内阻取决于匝数,表5列出

了不同线圈匝数对应的负载电阻值,通过改变线圈

匝数以选择最佳的负载电阻,来提高GML能量采

集器的性能.

表5 不同线圈匝数N 对应的负载电阻RL

Table
 

5 Load
 

resistance
 

RL
 for

 

various
 

numbers
 

N
 

of
 

coil
 

turns

Parameters N
 

=500 N
 

=1000 N
 

=1500 N
 

=2000

RL/Ω 18.2 36.4 54.6 72.8
  

在文中,考虑到能量采集效率和线圈内阻(即
能量损耗),选择N=1000作为能量采集器参数.

图14 使用不同材料GML能量采集器

Fig.14 Simulation
 

of
 

GML
 

energy
 

harvester
 

with
 

different
 

materials
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GML材料对能量采集的影响显而易见.如图

14(a)~(e)所示,随着负载电阻的增加,输出功率

也随之增加.图14(b)、图14(d)和图14(f)表示

GML对能量转化的影响.可以看出,Metglas的能

量采集效率最高.
得出结论,GML能有效地在梁振动过程中采

集能量,其中 Metglas对能量采集效率提升最大,
并且在RL 在30Ω~40Ω范围中时,GML输出功

率具有最优值,因为本文线圈内阻设为36.4Ω,当
外阻和内阻数值相同时,输出功率最大.通过正确

设计GML参数可以更有效地采集能量.

2.3 优化

为了更系统地表示不同位置处安装N-NES的

点阵夹芯梁的振动抑制情况和铺设GML时梁不同

图15 N-NES不同安装位置时振幅

Fig.15 N-NES
 

loaded
 

beam
 

displacements
 

at
 

different
 

locations

图16 不同来流速度下GML的平均输出功率
Fig.16 Effect

 

of
 

air
 

velocity
 

on
 

output
 

power
 

for
 

N-NES
 

at
 

different
 

positions

位置的输出功率情况,我们对气动环境下的梁模型

进行了三维仿真,以便进行更直观的分析.
  

图15表示了N-NES不同安装位置梁的振幅

-位置-时间关系三维图.从图15中可以看出,N-
NES越靠近梁的中点,减振效果越好,并且N-NES
能够实现全局减振.

图16显示了在不同空气速度下,在第一秒内

点阵夹芯梁不同位置的输出功率.在梁中点安装

N-NES时,能量采集效率最高.输出功率在梁中点

处最高,气流速度会影响GML能量采集的效率,

这与上一节的讨论是一致的.

3 结论
  

本文提出了在点阵夹芯梁芯层中安装N-NES
并在梁上铺设GML以形成新型多功能点阵夹芯

结构.运动方程由哈密顿原理、牛顿第二定律推导

得出.通过数值仿真获得了振动时域响应和能量采

集情况.可以得出以下结论:
  

(1)N-NES可实现有效的振动控制,铺设超磁

致伸缩薄片可实现有效的振动能量收集,且不会改

变点阵夹芯梁的物理特性.
  

(2)NES可以通过改变质量、阻尼和非线性刚

度,来得到更好的振动控制效果.
  

(3)可以通过改变钢丝绳构型来改变 N-NES
的振动抑制效果,从而获得更好的振动控制.

  

(4)N-NES对点阵夹芯梁的全局减振效果优

于NES.
  

(5)通过优化超磁致伸缩材料和GML能量采

集器的参数,可以提高能量采集的效率.
  

(6)在三种超磁致伸缩材料中,Metglas材料

的能量采集效率最高.
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