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摘要 本文研究具有分段光滑特性的限幅型吸振器模型的稳定性与周期运动.
 

建立一类限幅型非光滑吸振

器的动力学模型,探讨模型容许平衡点的存在性,通过Liénard-Chipart稳定性准则,分析容许平衡点的稳定

性.
 

通过参数变换,将限幅型吸振器模型转化为具有两个切换流形的四维分段光滑系统.
 

通过计算系统首

次积分,获得四维含参分段光滑动力系统在其未扰系统存在一族周期轨条件下的 Melnikov函数.
 

探讨不同

参数条件下系统周期轨的存在性及个数,并利用数值模拟方法给出其相图构型,验证理论结果的正确性.
 

研

究结果表明不同的间隙参数影响系统周期轨个数及相对位置.

关键词 非光滑吸振器, 高维分段光滑系统, 稳定性, 周期运动, Melnikov方法
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Abstract In
 

this
 

paper,
 

the
 

stability
 

and
 

periodic
 

motions
 

for
 

a
 

limited
 

vibration
 

absorber
 

model
 

with
 

the
 

piecewise
 

smooth
 

property
 

are
 

studied.
 

The
 

dynamic
 

model
 

of
 

a
 

kind
 

of
 

limited
 

vibration
 

absorber
 

is
 

established.
 

The
 

existence
 

of
 

the
 

admissible
 

equilibrium
 

point
 

of
 

the
 

model
 

is
 

discussed,
 

and
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

admissible
 

equilibrium
 

point
 

is
 

analyzed
 

by
 

Liénard-Chipart
 

stability
 

criterion.
 

With
 

the
 

aid
 

of
 

pa-
rameter

 

transformations,
 

the
 

vibration
 

absorber
 

model
 

with
 

limited
 

amplitude
 

is
 

transformed
 

into
 

a
 

four-
dimensional

 

piecewise
 

smooth
 

system
 

with
 

two
 

switching
 

manifolds.
 

By
 

the
 

first
 

integrals
 

of
 

the
 

system,
 

the
 

Melnikov
 

function
 

of
 

the
 

four-dimensional
 

parametric
 

piecewise
 

smooth
 

dynamic
 

system
 

under
 

the
 

condition
 

that
 

the
 

unperturbed
 

system
 

has
 

a
 

family
 

of
 

periodic
 

orbits
 

is
 

obtained.
 

The
 

existence
 

and
 

number
 

of
 

periodic
 

orbits
 

of
 

the
 

system
 

under
 

different
 

parameter
 

conditions
 

are
 

discussed,
 

and
 

the
 

phase
 

diagram
 

configuration
 

is
 

given
 

by
 

numerical
 

simulation
 

method
 

to
 

verify
 

the
 

correctness
 

of
 

the
 

theoretical
 

results.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

different
 

clearance
 

parameters
 

affect
 

the
 

number
 

and
 

relative
 

positions
 

of
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periodic
 

orbits.
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vibration
 

absorber, high-dimensional
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periodic
 

motions, Melnikov
 

method

引言
  

动力吸振器(Dynamic
 

vibration
 

absorber)概
念由Frahm[1]率先提出,Den

 

Hartog[2]与 Hunt[3]

等专家学者在此基础上发展了诸多创新成果,广泛

应用于实际工程中的振动控制.
 

复杂工况环境下

的振动是影响工程结构运行高效性、可靠性、准确

性与安全性的重要因素,对复杂动力学环境中的有

害振动进行抑制,是重大工程领域的技术难题与前

沿课题[4,5].
不同学者针对非光滑吸振器进行型式设计,并

研究具有分段刚度或分段阻尼特性的非光滑吸振

器[6-9]和碰撞振动非光滑吸振器[10,11]等多种模型.
 

胡海岩和金栋平[6]提出了一种刚度分段线性变化

的动力吸振器,并研究其半主动控制策略.
 

Chen
等[7]研制了一种刚度递减的分段式非线性能量汇

(Nonlinear
 

energy
 

sink,
 

NES),并分析了该模型

对稳定高分支响应的抑制效果.
 

Li等[8]通过数值

模拟研究了分段线性NES的能量俘获和靶向能量

传递.
 

Geng和Ding等[9]提出了一种具有接地分

段刚度的限幅型 NES,考虑了瞬态响应下分段刚

度和间隙对
 

NES
 

和主结构振动响应的影响.
 

Fang
等[10]将碰撞振动非光滑吸振器应用于对悬臂梁的

振动抑制,研究表明使用多个碰撞振动非光滑吸振

器能够有 效 地 拓 宽 振 动 抑 制 的 频 率 范 围.
 

Qiu
等[11]研究了碰撞振动式 NES耦合线性振子结构

的靶向能量传递效率和分岔现象,并将所得结果推

广到多个碰撞振动NES的应用中.
  

研究吸振器模型的稳定性与周期运动等复杂

动力学行为对于揭示吸振器的振动控制机制及能

量传递机理至关重要.
 

Lee等[12]研究发现理解无

阻尼系统的周期动力学为解释有阻尼系统瞬态动

力学中的能量传递现象和不同类型运动之间的复

杂转换提供指导.
 

Al-Shudeifat和Saeed[13]研究了

附着分段NES的两自由度结构的周期运动与频-
能曲线,进一步增加对NES能量靶向传递的理解.

 

Wang等[14]研究了Van
 

der
 

Pol振子与NES耦合

系统在低频受迫激励下的动力学行为,并分析其减

振机理.
 

Lelkes等[15]针对分段线性气动弹性系统

分别在有、无调谐吸振器情形下分析系统的稳定性

及平衡点分岔问题.
 

Li等[16]研究了压电俘能器集

成的非线性能量汇在简谐激励下的动力学与评估.
 

Li等[17]发展了一类具有双边刚性约束平面非光滑

系统的 Melnikov方法,应用于研究一类新型碰撞

振动双稳态NES的全局动力学.
 

Wang等[18]研究

了一类分段线性系统耦合 NES的减振问题,采用

谐波平衡法分析耦合系统的稳态响应.
  

具有非光滑特性的吸振器与主振子系统的耦

合模型可由高维非光滑系统描述,其周期解分岔的

研究是非线性动力学领域的前沿课题[19].
 

Melnik-

ov方法是研究非光滑系统的有效工具之一,李双

宝等[20]综述了适用于研究非光滑系统全局动力学

Melnikov方法的相关进展.
 

针对高维非光滑系统

周期运动问题,Luo和Xie等[21]研究了一类两自由

度碰撞系统的周期运动与全局分岔问题.
 

Grana-

dos等[22]通过scattering
 

映射与 Melnikov方法研

究了一类4维耦合非自治分段光滑系统在异宿轨

附近的动力学特性,并应用于碰撞机械系统.
 

Guo
和Tian等[23]研究一类高维非光滑耦合系统的次

谐 Melnikov函数.
 

Li等[24]研究一类具有两个切

换流形的高维分段光滑近可积系统的周期解分岔

问题,并给出其 Melnikov向量函数的具体表达式.
  

针对非光滑吸振器与主振子耦合结构的动力

学行为,已有学者分析准周期运动与分岔行为同能

量传递之间的作用机理,但对系统稳定性及存在复

杂多周期运动现象的内在机理还不是十分清楚,需
要基于高维非光滑系统的稳定性及周期解理论开

展深入研究.
 

本文研究两自由度限幅型非光滑吸

振器模型的稳定性及周期运动.
 

以间隙和刚度等

为主要参数,探讨其对系统稳定性及周期运动的影

响,研究系统周期轨道的存在性、个数及相对位置.
 

借助数值模拟,给出系统周期轨道的相图构型.

1 非光滑吸振器模型
  

本节考虑一类具有分段特性的限幅型非光滑
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吸振器模型.
 

根据文献[9]非线性能量汇模型,建
立如图1所示的非光滑吸振器模型.

图1 非光滑吸振器模型
Fig.1 The

 

non-smooth
 

vibration
 

absorber
 

model

耦合非光滑吸振器线性振子的运动常微分方

程如下所示

m1x··1+c1x·1+k1x1=F(t)+c2(x·2-
 x·1)+k3(x2-x1) (1a)

m2x··2+c2(x·2-x·1)+k3(x2-x1)+
 g(x2)+c3x·2=0 (1b)

其中“·”表示d/dt,x1、x2 和m1、m2 分别为主振

子和吸振器的位移和质量,c1、c2、c3 为阻尼系数,

k1、k2 和k3 为 刚 度 系 数.
 

外 激 励 项 为 F(t)=
acos(ωt),Lc 为间隙距离,则分段恢复力为

g(x2)=

k2(x2-Lc), x2 >Lc

0, -Lc ≤x2 ≤Lc

k2(x2+Lc), x2 <-Lc










  

系统(1a)、系统(1b)的无量纲方程为

x-
··
2=-g~(x-2)-u1(x-2-x-1)-

 (2ζ1+2ζ2)x-
·
2+2ζ1x-

·
1 (2a)

x-
··
1=ρu1x-2+2ζ4x-

·
2-(ρu2+ρu1)x-1-

 (2ζ3+2ζ4)x-
·
1+w (2b)

其中t- =ω1t,为方便书写,去除无量纲参数t- 上标,

x-1=
x1

D
,x-2=

x2

D
,L=

Lc

D
,ρ=

m2

m1
,ω1=

k2
m2
,

ω2=
k1
m1
,ζ1=

c2
2m2ω1

,ζ2=
c3
2m2ω1

,ζ3=
c1
2m1ω1

,

ζ4=
c2
2m1ω1

,u1=
k3
k2
,u2=

k1
k2
,w=

a
Dω2

1
cosω

ω1
t-,

g~(x-2)=

x-2-L, x-2 >L
  

0,
 

-L ≤x-2 ≤L

x-2+L, x-2 <-L
 









 .

根据文献[25],当外激励频率ω 远远小于固

有频率时,可以将 w 视为一个慢变参数,称系统

(2)为广义自治系统.
 

探讨该广义自治系统的平衡

点稳定性及周期解分岔问题.
 

2 平衡点与稳定性分析
  

引入状态向量x=(x-2,x-
·
2,x-1,x-

·
1)T ,定义系

统的切换流形为

Π+ ={x ∈R4|x-2=L},

Π- ={x ∈R4|x-2=-L}.
  

由两个切换流形分割的三个区域

Dr={x ∈R4|x-2 >L},

Dc={x ∈R4|-L <x-2 <L},

Dl={x ∈R4|x-2 <-L}.
  

定义在Di(i=r,c,l)上的子系统分别为

x· =fr(x)=Arx+br,x ∈Dr (3a)

x· =fc(x)=Acx+bc,x ∈Dc∪Π+∪Π-

(3b)

x· =fl(x)=Alx+bl,x ∈Dl (3c)

其中

 Ar =Al=∂4
,4
1,2(1)+∂4

,4
2,1(-1-u1)+

∂4,42,3(u1)+∂4
,4
2,2(-2ζ1-2ζ2)+∂4

,4
2,4(2ζ1)+

∂4,43,4(1)+∂4
,4
4,1(ρu1)+∂4

,4
4,2(2ζ4)+∂4

,4
4,3(-ρu1-

ρu2)+∂4
,4
4,4(-2ζ3-2ζ4),

 Ac=∂4
,4
1,2(1)+∂4

,4
2,1(-u1)+∂4

,4
2,3(u1)+

∂4,42,2(-2ζ1-2ζ2)+∂4
,4
2,4(2ζ1)+∂4

,4
3,4(1)+

∂4,44,1(ρu1)+∂4
,4
4,2(2ζ4)+∂4

,4
4,3(-ρu1-ρu2)+

∂4,44,4(-2ζ3-2ζ4),

 br=∂4
,1
2,1(L)+∂4

,1
4,1(w),

 bc=∂4
,1
4,1(w),

 bl=∂4
,1
2,1(-L)+∂4,14,1(w).

∂m,n
p,q(M)为第(p,q)阶分块矩阵为M 其余部分为0
的m×n 矩阵[26].根据文献[19],可得如下定义.
定义1 称平衡点为容许平衡点(admissible

 

equi-
librium

 

point)若满足(x·*)=fi(x*)且x* ∈Di.
若满足(x·*)=fi(x·*),x·* ∈Dj 且i≠j,则称该

平衡点为虚拟平衡点(virtual
 

equilibrium
 

point).
   

由系统(3a)~(3c)可得平衡点为

 Ec=
w

ρu2
∂4,11,1(1)+∂4

,1
3,1(1)  ,x∈Dc∪Π+∪Π-

(4a)

01
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 Er=∂4
,1
1,1

(u1+u2)Lρ+u1w
ρ(u1u2+u1+u2)




 




 +

∂4,13,1
u1Lρ+(1+u1)w
ρ(u1u2+u1+u2)




 




 , x ∈Dr (4b)

 El=∂4
,1
1,1

u1w-(u1+u2)Lρ
ρ(u1u2+u1+u2)




 




 +

∂4,13,1
(1+u1)w-u1Lρ
ρ(u1u2+u1+u2)




 




 , x ∈Dl (4c)

  

根据定义1,分别讨论平衡点为容许平衡点

Ec,Er,El的参数范围.
  

若-L ≤
w

ρu2
≤L,Ec 是容许平衡点;

 

若
(u1+u2)Lρ+u1w
ρ(u1u2+u1+u2)

>L,Er 是容许平衡

点;
 

若
u1w-(u1+u2)Lρ
ρ(u1u2+u1+u2)

<-L,El是容许平衡

点.
  

讨论Ec在满足-L≤
w

ρu2
≤L条件的稳定性,

由(3b)可得其特征方程为

λ4+a1λ3+a2λ2+a3λ+a4=0 (5)

其中

a1=2ζ3+2ζ4+2ζ2+2ζ1,

a2=ρu1+ρu2+4ζ1ζ3+4ζ2ζ3+4ζ2ζ4+u1,

a3=2ρu1ζ2+2ρu2ζ1+2ρu2ζ2+2u1ζ3,

a4=2ρu1u2,Δ1=a1,

Δ3=

a1 a3 0

1 a2 a4

0 a1 a3

.
  

根据Liénard-Chipart稳定性准则[15]可知,方
程(5)所有根都有负实部的充要条件为

a2 >0, a4 >0,

Δ1=a1 >0, Δ3 >0 (6)

在参数条件为
 

Par1=(ρ,u2,ζ1,ζ2,ζ3,ζ4,w,L)

  =(0.1,6,0.2,0.01,0.05,0.2,0.1,1).
  

由(6)可得图2.
  

图2的纵坐标为a1、a2、a4 和Δ3 的值.由Δ3=
0可解得u11,u12,由图2与稳定性条件可知,Ec 在

参数条件Par1 一直是容许平衡点,在区间(0,u11)

∪(u12,+�)为渐进稳定的,在区间[u11,u12]为不

稳定的.
 

图2 a1、a2、a4 和Δ3 表达式

Fig.2 The
 

expression
 

of
 

a1、a2、a4 and
 

Δ3

由稳定性条件可知,当外激励频率与固有频率

存在量级差时,w 不影响系统稳定性.分别探讨在

渐近稳定与不稳定区域,当F(t)=0.5cos(0.01t)
时,非光滑吸振器的吸振效果.

  

情形1:u1=1.

图3 系统(1)在u1=1条件下有无非光滑吸振器时
主系统时间历程图

Fig.3 The
 

time
 

history
 

diagram
 

of
 

the
 

main
 

system
 

(1)
 

with
 

and
 

without
 

non-smooth
 

vibration
 

absorber
 

under
 

u1=1
情形2:u1=3.

图4 系统(1)在u1=3有无非光滑吸振器时主系统时间历程图

Fig.4 The
 

time
 

history
 

diagram
 

of
 

the
 

main
 

system
 

(1)
 

with
 

and
 

without
 

non-smooth
 

vibration
 

absorber
 

under
 

u1=3
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图3和图4表明该类限幅型非光滑吸振器在

u1=1和u1=3条件能够有效地降低主系统振幅.

3 周期轨分岔与数值模拟
  

将系统(2)变换为如下形式

x-
··
2=-g~(x-2)-p1(x-2-x-1)-p2x-

·
2+p3x-

·
1

(7a)

x-
··
1=e1(x-2-x-1)+e2x-

·
2-e3x-1-e4x-

·
1+e5
(7b)

其中

p1=u1,p2=(2ζ1+2ζ2),p3=2ζ1,

e1=ρu1,e2=2ζ4,e3=ρu2,

e4=2ζ3+2ζ4,e5=w.
  

引入扰动变换pk →εpk,el→ε2el,e4→εe4,

k=1,2,l=1,2,3,5系统(7a)和系统(7b)可化为

x-
··
2=-g~(x-2)+ε[-p1(x-2-x-1)-p2x-

·
2]+

  p3x-
·
1 (8a)

x-
··
1=ε2[e1(x-2-x-1)+e2x-

·
2-e3x-1+e5]-

  εe4x-
·
1 (8b)

  

令x-
·
2=w1,x-

·
1=εw2,y1=x-2,y2=w1,y3=

x-1,y4=w2,系统(8a)和系统(8b)可化为
 

y·1=y2

y·2=-g^(y1)+ε[-p1(y1-y3)-
 p2y2+p3y4]

 

y·3=εy4

y·4=ε[e1(y1-y3)+e2y2-e3y3-e4y4+e5]
(9)

其中
 

g^(y1)=

y1-L,
 

 y1 >L
 

0,
 

-L ≤y1 ≤L

y1+L,
 

 y1 <-L
 








 .

  

其未扰子系统的首次积分分别为

Hr=[
1
2y

2
2+
1
2
(y1-L)2,y3,y4],

Hc=(
1
2y

2
2,y3,y4),

Hl=[
1
2y

2
2+
1
2
(y1+L)2,y3,y4].

  

讨论当h1 >0情况下系统的周期轨分岔问

题,可得其轨线Γs
h1,h

^(s=1,…,4)为

 Γ1
h1,h
^:y1= 2h1-y22+L,- 2h1 ≤y2≤ 2h1,

Γ2
h1,h

^:y2=- 2h1,-L ≤y1 ≤L ,

Γ3
h1,h

^:y1=- 2h1-y2
2-L,- 2h1 ≤y2≤

2h1 ,

Γ4
h1,h

^:y2= 2h1,-L ≤y1 ≤L .
  

交点坐标分别为

A*
1 =(L,2h1),A*

2 =(L,- 2h1),

A*
3 =(-L,- 2h1),A*

4 =(-L,2h1).
  

应用文献[24]定理2,其首阶 Melnikov函数

为
 

M1(h)=4h1p2sin(θ)cos(θ)+4h1p2θ+

 4 2h1Lp1Lsin(θ)-4 2h1p2L, (10a)

M2(h)=2h3π+
22h3L

h1

, (10b)
 

M3(h)=-
2
h1

(2e1Lh2+ 2e3Lh2+

 2Le4h3+ h1πe1h2+e3πh2 h1 +

 e4π h1h3- 2Le5-π h1e5) (10c)

其中θ=arcsin
2h1

L2+2h1

,sinθ=
2h1

L2+2h1

,cosθ

=
L

L2+2h1

.

由M2(h1)=0,M3(h)=0可得h2=
e5

e1+e3
,h3=0.

  

因此,系统(9)周期轨道个数及分岔问题取决于M1

零解的个数.
 

讨论当参数满足如下条件周期轨的

个数问题.
Par2=(p1,p3,e1,e2,e3,e4,e5)

  =(0.5,1,0.2,1,0.5,2,0.01).
由M1(h)=0可得p2,L,h1关系如图5所示.

图5 系统(9)的关系图
Fig.5 The

 

relationship
 

between
  

of
 

system
 

(9)
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图6 在(p2,L)=(0.1,0.5)时系统(9)周期轨

Fig.6 Periodic
 

orbits
 

of
 

system
 

(9)
 

under
 

(p2,L)=(0.1,0.5)

图7 在(p2,L)=(1,2)时系统(9)周期轨

Fig.7 A
 

periodic
 

orbit
 

of
 

system
 

(9)
 

under
 

(p2,L)=(1,2)

图5中曲面为M1(h)=0三维等值面,可得在

(p2,L)取不同值时对应h1 的情况,即系统(9)解

的个数情况.由式(7)可知,p2 为与系统阻尼c2 和

c3 相关的参数,L 为间隙参数.以下讨论在(p2,L)
取不同值情形下广义自治系统周期解的个数.

当(p2,L)=(0.1,0.5),方程(10a)有5个实

根,且在解处的Jacobi矩阵行列式不为零,则系统

(9)周期轨分别在空间(y1,y2,y3)、(y1,y2,y4)

与平面(y1,y2)的投影如图6(a)~图6(c)所示.
  

当(p2,L)=(1,2),方程(10a)有1个实根,且

在解处的Jacobi矩阵行列式不为零,则系统(9)周

期轨分别在空间(y1,y2,y3)、(y1,y2,y4)与平面

(y1,y2)的投影如图7(a)~图7(c)所示.
当 (p2,L)=(0.3,0.5),方程(10a)有3个实

根,且在解处的Jacobi矩阵行列式不为零,则系统

(9)周期轨分别在空间(y1,y2,y3)、(y1,y2,y4)

与平面(y1,y2)的投影如图8(a)~图8(c)所示.

图8 在(p2,L)=(0.3,0.5)时系统(9)周期轨

Fig.8 Periodic
 

orbits
 

of
 

system
 

(9)
 

under
 

(p2,L)=(0.3,0.5)

4 结论
  

非光滑吸振器稳定性及周期运动的研究对分

析其能量传递与振动控制具有重要理论意义.
 

本

文获得具有分段特性限幅型吸振器模型容许平衡

点的存在性条件,通过Liénard-Chipart稳定性准

则,分别探讨刚度比对容许平衡点稳定性的影响并

给出其渐进稳定与不稳定参数范围.
   

针对4维具有分段特性的限幅型吸振器模型,

通过首次积分,计算其在未扰存在一族周期轨条件

下的 Melnikov函数,获得p2,L,h1 的关系图.分
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别探讨在不同参数条件下周期轨的存在性及个数

问题.在(p2,L)=(0.1,0.5)时,系统存在5个周

期轨;在(p2,L)=(1,2)时,系统存在1个周期轨;

在(p2,L)=(0.3,0.5)时,系统存在3个周期轨.
 

基于数值模拟,针对其几何构型给出描述.
 

该结果

丰富了高维分段光滑系统周期运动的研究,为非光

滑吸振器模型的减振控制与结构设计提供理论指

导.
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