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摘要 论文研究了一种由环氧树脂、石墨烯纳米片、碳纤维制成的功能梯度三相复合材料圆柱壳的非线性

振动响应.基于一阶剪切变形理论和von-Karman几何非线性关系,考虑到温湿效应、气动力和外激励的共

同作用,利用 Hamilton原理建立了两端固支圆柱壳的非线性偏微分运动方程.利用Galerkin法将非线性偏

微分运动方程离散成一组相互耦合的二阶非线性常微分方程,利用伪弧长延拓法求解非线性常微分方程

组,给出对应的幅频响应曲线.本论文中仅考虑湿度和外激励等参数的变化对新型三相复合材料圆柱壳结

构非线性振动响应的影响,分析了湿度和外激励的变化对功能梯度三相复合材料圆柱壳共振响应的影响.
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Abstract We
 

study
 

the
 

nonlinear
 

vibration
 

response
 

of
 

functionally
 

graded
 

three-phase
 

composite
 

cylin-
drical

 

shell,
 

which
 

is
 

made
 

of
 

epoxy
 

resin,
 

Graphene
 

NanoPlatelets
 

and
 

carbon
 

fibers.
 

Based
 

on
 

the
 

first-
order

 

shear
 

deformation
 

theory
 

and
 

the
 

von-Karman
 

geometric
 

nonlinear
 

relation,
 

the
 

nonlinear
 

partial
 

differential
 

equations
 

of
 

motion
 

of
 

the
 

clamped
 

cylindrical
 

shell
 

at
 

both
 

ends
 

are
 

established
 

by
 

Hamilton
 

principle,
 

taking
 

into
 

account
 

the
 

interaction
 

of
 

hygrothermal
 

environment,
 

aerodynamic
 

force
 

and
 

exter-
nal

 

excitation.
 

The
 

nonlinear
 

partial
 

differential
 

equations
 

of
 

motion
 

are
 

discreteted
 

into
 

a
 

set
 

of
 

coupled
 

second-order
 

nonlinear
 

ordinary
 

differential
 

equations
 

by
 

Galerkin
 

method.
 

The
 

nonlinear
 

ordinary
 

differ-
ential

 

equations
 

are
 

solved
 

by
 

pseudo-arc
 

length
 

extension
 

method,
 

and
 

the
 

corresponding
 

frequency-re-
sponse

 

curves
 

are
 

given.
 

We
 

only
 

consider
 

the
 

influence
 

of
 

moisture
 

and
 

external
 

excitation
 

on
 

the
 

non-
linear

 

vibration
 

response
 

of
 

the
 

new
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shell,
 

and
 

the
 

resonance
 

response
 

of
 

functionally
 

graded
 

three-phase
 

composite
 

cylindrical
 

shell
 

under
 

the
 

influence
 

of
 

moisture
 

and
 

exter-
nal

 

excitation
 

is
 

analyzed.
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引言
  

复合材料是指由两种或两种以上不同物质以

不同方式组合而成的材料.各种材料性能互补,产
生协同效应,使复合材料的综合性能优于原组分材

料.随着复合材料性能指标的不断提高,复合材料

已广泛应用于航空航天、机械、船舶等工程领域.而
三相复合材料是由三种物质复合而成的一种新型

复合材料,其中一种材料是基质,另外两种材料是

增强材料.
 

三种材料的协同作用可以更好地互补

优势,使其综合性能更加优异,所以三相复合材料

在航空航天部件中具有广阔的应用前景.
功能梯度材料[1]因其组分体积分数的连续变

化而导致其宏观力学及热学性质呈梯度分布.由于

其具有诸多优越的材料性能,并且性能梯度具有可

设计性,所以功能梯度材料在多种学科和工程领域

中得到广泛应用.
 

然而由于存在梯度性质,功能梯

度材料的振动特性较各向同性材料而言相对复杂.
  

圆柱壳是航空航天、海洋、土木和机械工程中

的关键部件.
 

航空航天领域中使用的圆柱壳必须

满足特殊要求,尤其是在太空应用中,圆柱壳体暴

露在湿温、气动力和外激励等复杂环境中,所有这

些因素在一定程度上影响了圆柱壳的非线性动力

学特性.
 

一旦圆柱壳的振动特性发生改变,会对圆

柱壳产生严重破坏导致圆柱壳出现不可恢复的变

形甚至损毁.
 

因此,研究圆柱壳的非线性振动情况

对设备的可靠性和稳定工作具有重要意义.本文主

要研究圆柱壳的非线性动力学问题.
  

了解复杂环境下圆柱壳的非线性共振行为,以
确保其可靠性是至关重要的.Narimani等人[2]利

用一阶剪切理论推导出了圆柱壳的运动偏微分方

程.
 

Amabili等人[3]研究了薄壁圆柱壳在多重谐波

激励下的多重内共振,并通过实验观察到了精确的

1∶1内部共振的存在,利用弧长延拓法研究了圆

柱壳的非线性共振响应.
 

Liu等人[4]利用Donnell
非线性浅壳理论建立了圆柱壳的偏微分方程,并利

用Galerkin方法将偏微分方程转化为非线性常微

分方程,最终利用伪弧长延拓法研究了功能梯度多

孔圆柱壳在1∶1内共振条件下的非线性共振响

应.
 

Dong等人[5]研究了梯度石墨烯增强复合材料

旋转薄圆柱壳在热载荷和外部激励下的非线性谐

波共振行为.
 

Sheng等人[6]研究了函数梯度圆柱

壳在外激励作用下的非线性动力学行为.
 

利用一

阶剪切理论建立圆柱壳的非线性运动偏微分方程,

最后利用多尺度法求解出频率响应曲线来研究系

统的主共振和内共振.
 

Shen等人[7]研究了湿热条

件对各向异性剪切变形层合圆柱壳线性和非线性

自由弯曲振动的影响.
 

通过奇异摄动技术和两步

摄动方法求解运动方程.
 

Mahsa
 

Karimiasl等人[8]

研究了具有压电层的多尺度复合材料双曲壳的大

振幅振动行为.观察了温升和湿度等外部因素对圆

柱壳非线性的影响.
 

Wang等人[9]研究了具有内共

振的弹性叠层复合材料圆柱壳在轴向上的非线性

振动.利用伽辽金法离散,研究了多自由度系统的

非线性动力响应.
 

张博等人[10]利用多尺度法研究

了复合材料板在1∶3内共振情况下的非线性振动

响应,通过数值模拟分析了外激励对板结构非线性

振动响应的影响.郭翔鹰等人[11]研究了不同阶横

向激励作用下压电纤维复合材料(MFC)悬臂板的

非线性动力学特性.
  

本文首次研究了功能梯度三相复合材料圆柱

壳在外激励、温湿效应、气动力等复杂环境下的非

线性强迫振动.
 

根据一阶剪切变形理论、von-Kar-
man几何非线性理论和 Hamilton原理,建立了功

能梯度三相复合材料圆柱壳的非线性偏微分运动

控制方程.
 

将Galerkin法与伪弧长延拓法相结合

来求解非线性系统的内共振问题.
 

分析湿度和外

激励变化对圆柱壳非线性系统的影响.

1 圆柱壳非线性动力学方程

中厚度圆柱壳模型如图1所示,假设圆柱壳的长

度为L=2m,厚度为H=0.05m,中面上的半径为

R=1m.在此中厚度圆柱壳上建立如图所示直角坐

标系(x,θ,z),其中x轴和θ轴分别为轴向与周向方

图1 圆柱壳简化模型

Fig.1 Cylindrical
 

shell
 

simplified
 

model
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向坐标,均建立在中面上,z 轴为厚度方向坐标.
(u,v,w)分别代表任意点在x,θ,z 方向的位

移.
   

一般情况下对于中厚度圆柱壳结构,一阶剪切

壳变形理论在精度上足够满足计算要求,同时在计
 

算时间上较少[12].
 

因此本文基于一阶剪切理论建

立了功能梯度三相复合材料圆柱壳的动力学模型.
一阶剪切理论[12]的基本假设为壳体变形后横向法

线不再保持垂直于中面,但仍然为直线并且长度保

持不变.
 

则圆柱壳任意一点的位移场可表示为:

u(x,θ,z,t)=u0(x,θ,t)+zϕx(x,θ,t) (1a)
                

v(x,θ,z,t)=v0(x,θ,t)+zϕθ(x,θ,t) (1b)
                   

w(x,θ,z,t)=w0(x,θ,t) (1c)

其中,(u0,v0,w0)为圆锥壳中面上任意一点的位

移,
 

ϕx 和ϕθ 分别表示绕θ和x 轴的转角.
  

基于
 

Von-Karman[2,6,12]几何非线性位移—应

变关系可得:
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式中,(εxx,εθθ,γxθ,γxz,γθz)
 

是 应 变 分 量,
 

(ε(0)
xx ,

ε(0)
θθ ,γ

(0)
xθ ,γ

(0)
xz ,γ

(0)
θz )是 膜 应 变,

  

(ε(1)
xx ,ε

(1)
θθ ,γ

(1)
xθ ,

γ(1)
xz ,γ

(1)
θz )

 

是弯曲应变.
  

圆柱壳第k层的本构关系可表示为:

σxx

σθθ

τxθ

τxz

τθz





























(k)

=

Q-11 Q-12 0 0 0

Q-21 Q-22 0 0 0

0 0 Q-44 0 0

0 0 0 Q-55 0

0 0 0 0 Q-66































(k)

εxx

εθθ

γθz

γzx

γxθ





























(k)

(3)

σxx
 和

 

σθθ
 是法向应力系数,

 

τxθ ,
 

τxz ,
 

τθz
 是剪切应

力系数,
 

Q-ij
 是圆柱壳第k层的刚度系数.

  

考虑到湿度和温度引起的力和力矩,中面上力

与力矩、应变与曲率的关系式可表示为:
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(4c)
 

Aij ,Bij ,Dij 是由壳体厚度上的分段积分产

生的刚度系数,可进一步表示为:

(Aij,Bij,Dij)=∫
h
2

-
h
2

Q-ij(1,z,z2)dz,
 

i=j=(1,2,4,5,6) (5)

Ii=∫
h
2

-
h
2
ρ(1,z,z2)dz,

 

(i=0,1,2) (6)
                    

根据 Hamilton原理[12,13],得到系统的非线性

动力学方程为:

∂Nxx

∂x +
∂Nxθ

R∂θ =I0
∂2u0

∂t2
+I1

∂2ϕx0

∂t2
(7a)

                  

∂Nθθ

R∂θ +
∂Nxθ

∂x =I0
∂2v0

∂t2
+I1

∂2ϕθ0

∂t2
(7b)

                       

∂Nxx

∂x
∂w0

∂x +Nxx
∂2w0

∂x2 +
∂Nθθ

R∂θ
∂w0

R∂θ-
Nθθ

R +

04
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∂Nxθ

R∂x
∂w0

R∂θ+2Nxθ
∂2w0

R∂x∂θ+
∂Nxθ

R∂θ
∂w0

∂x +

 
∂Qx

∂x +
∂Qθ

R∂θ
+q1+Pa=I0

∂2w0

∂t2
(7c)

∂Mxx

∂x +
∂Mxθ

R∂θ -Qx =I1
∂2u0
∂t2

+I2
∂2ϕx0

∂t2
(7d)

               

∂Mxθ

∂x +
∂Mθθ

R∂θ -Qθ =I1
∂2v0

∂t2
+I2

∂2ϕθ0

∂t2
(7e)

其中q1 表示施加到壳体表面的外激励,形式如下:

q1=qcos(ωt) (8)
  

气动力径向作用在圆柱壳外表面,本文仅考虑

超音速情况下气动力对圆柱壳非线性行为的影响.
 

而准静态一阶活塞理论适用于马赫数,满足 2≤
Ma≤5的条件.

 

因此本文使用准静态一阶活塞理

论来准确描述气动力.

  Pa=- ρ∞U2
∞

Ma2-1
∂w0

∂x +






 
Ma2-2
Ma2-1  1U∞

∂w0

∂t -
w0

2R Ma2-1





 (9)

式中ρ∞ ,U∞ ,Ma 分别表示气流密度、来流速度

和马赫数.
  

本文中取ρ∞=0.413kg/m3,U∞=599.06m/s,

Ma=2.
           

2 Galerkin离散
  

对方程(7)进行无量纲化,为了获得功能梯度

三相复合材料圆柱壳的无量纲运动控制方程,对以

下变量进行无量纲处理得到:

u-0=
u
L
,

 

v-0=
v0

R
,

 

w-0=
w0

H
,

 

ϕ
-
x =ϕx ,

ϕ
-
θ =ϕθ ,

 

x- =
x
L
,

 

θ- =θ,
 

R- =
R
L
,

I-i=
1

(LR)
i+1
2ρ

Ii ,
 

t- =
E

LRρ  
1
2

t,ω- =
LRρ
E  

1
2

ω,

u- =
LRρ
EH2  

1
2

u,
 

q- =
(LR)

1
2

EH q,
 

A-ij =
(LR)

1
2

EH2 Aij ,

B-ij =
(LR)

1
2

EH3 Bij ,
 

D-ij =
(LR)

1
2

EH4 Dij. (10)
  

然后应用Galerkin方法将偏微分运动控制方

程离散为常微分非线性动力学方程.由于圆柱壳所

特有的轴对称结构,任何非对称模态都有一个具有

相同形状和固有频率的伴随模态,因此1:1内共振

总是存在.
   

在满足两端固支边界条件的情况下,其驱动模

态振型函数[14]:

u0(x,θ,t)=U(t)cos(nθ)∂χ(x)/∂x (11a)
                   

v0(x,θ,t)=V(t)sin(nθ)χ(x) (11b)
  

w0(x,θ,t)=W(t)cos(nθ)χ(x) (11c)
                    

ϕx(x,θ,t)=ψx(t)cos(nθ)∂χ(x)/∂x (11d)
                  

ϕθ(x,θ,t)=ψθ(t)sin(nθ)χ(x) (11e)
                      

圆柱壳作为轴对称结构,在具有相同形状和固

有频率但旋转了π/2n 个角位移的两种模态之间,

总是引入1:1的内共振.其中n 是周向波数.驱动

模态的圆柱壳振型函数由cos(nθ)表示,则伴随模

态的振型函数由sin(nθ)表示,其中θ 是角坐标.
 

所以其伴随模态振型函数为:

u0(x,θ,t)=U(t)sin(nθ)∂χ(x)/∂x (12a)
                   

v0(x,θ,t)=V(t)cos(nθ)χ(x) (12b)
   

w0(x,θ,t)=W(t)sin(nθ)χ(x) (12c)
                    

ϕx(x,θ,t)=ψx(t)sin(nθ)∂χ(x)/∂x (12d)
                  

ϕθ(x,θ,t)=ψθ(t)cos(nθ)χ(x) (12e)
  

其中χ(x)是轴向弯曲模态函数,

χ(x)=η1cosh
λmx
L  +η2cos

λmx
L  -

 γm η3sinh
λmx
L  +η4sin

λmx
L    

 

(13)
  

式中,

η1=1,η2=-1,η3=1,η4=-1 (14a)
                     

λm =
2m+1  π
2

(14b)
                          

γm =
coshλm -cosλm

sinhλm -sinλm
(14c)

本文选取了轴向波数m=1、周向波数n=6的

驱动模态振型函数及其伴随模态振型函数作为

Galerkin离散的形函数进行二阶离散.
   

功能梯度三相复合材料圆柱壳在振动过程中,

起主导作用的是径向位移,所以,这里主要研究径

向位移.利用Galerkin法进行离散,得到常微分方

程:
 

W
··
1+m1W

·
1+m2W1+m3W2+m4W3

1+

 m5W2
1W2+m6W2

1+m7W1W2+m8W2
2+

 m9W1W2
2m10W3

2+m11W
··
2+

 m12W
·
2+a=qcosωt  (15a)

                

W
··
2+n1W

·
2+n2W1+n3W2+n4W3

1+

14
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 n5W2
1W2+n6W2

1+n7W1W2+n8W2
2+

n9W1W2
2n10W3

2+n11W
··
1+n12W

·
1+b=0(15b)

   

其中mij,nij 是无量纲系数,

3 共振响应分析
  

FG-X圆柱壳是由8551-7型环氧树脂和石墨

烯纳米片形成杂化基体后,再通过IM-7型碳纤维

铺层 形 成 的,共 16 层.纤 维 铺 层 角 度 为 [0°4/

90°4/0°4/90°4],其中石墨烯纳米片长度为2.5μm,宽
度为1.5μm,厚度为1.2nm.石墨烯质量分数为

2.015%,碳纤维体积分数为10%.
 

利用伪弧长延

拓法求解非线性常微分方程组.
   

图2是无量纲外激励幅值q=0.05时所得频

响曲线图,表现出硬化弹簧行为.
 

其中虚线代表不

稳定解,实线代表稳定解.

(a)
 

w1,6,c(t)的振幅,驱动模态
(a)

 

amplitude
 

of
 

w1,6,c(t),
 

driven
 

mode

(b)
 

w1,6,s(t)的振幅,伴随模态
(b)

 

amplitude
 

of
 

w1,6,s(t),
 

companion
 

mode
图2 q=0.05时的频响曲线图

Fig.2 Frequency
 

response
 

curve
 

at
 

q=0.05
  

图3是无量纲外激励幅值q=0.2时所得频响

曲线图,其中虚线代表不稳定解,实线代表稳定解.
此时频响曲线表现出复杂的硬化非线性行为,出现

多解的现象,耦合共振效应增强,共振响应更加剧

(a)
 

w1,6,c(t)的振幅,驱动模态
(a)

 

amplitude
 

of
 

w1,6,c(t),
 

driven
 

mode

(b)
 

w1,6,s(t)的振幅,伴随模态
(b)

 

amplitude
 

of
 

w1,6,s(t),
 

companion
 

mode
图3 q=0.2时的频响曲线图

Fig.3 Frequency
 

response
 

curve
 

at
 

q=0.2

烈.此时伴随模态的响应幅值约为驱动模态响应幅

值的一半.
  

图4显示了无量纲外激励幅值的变化对功能

梯度三相复合材料圆柱壳频率响应曲线的影响.结

果表明,外激励幅值的变化对复合材料圆柱壳频率

响应曲线的影响非常显著.主要体现在,外激励幅

值越大,非线性频响曲线的共振峰值和频响曲线的

非线性度就越大,共振峰值向右移动,共振频域变

宽.即外激励幅值越小,频响曲线的共振峰值和非

线性度就越小,圆柱壳越接近线性振动.这些变化

表明:随着无量纲外激励幅值的增加,系统的耦合

共振响应增强,获得更多的能量.
  

图5显示了湿度变化对复合材料圆柱壳频率

响应曲线的影响.当其他参数不变时,我们考虑了

湿度水平分别为ΔC=0.1%,
 

ΔC=0.2%,
 

ΔC=
0.3%的三种情况.

  

结果表明,随着湿度的增加,系统的非线性共

振幅值增大,硬化非线性行为逐渐增强,频响曲线

的总体位置发生了变化,共振频域向低频区移动,
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(a)
 

w1,6,c(t)的振幅,驱动模态
(a)

 

amplitude
 

of
 

w1,6,c(t),
 

driven
 

mode

(b)
 

w1,6,c(t)的振幅,伴随模态
(b)

 

amplitude
 

of
 

w1,6,c(t),
 

companion
 

mode

(c)
 

w1,6,c(t)的振幅,驱动模态
(c)

 

amplitude
 

of
 

w1,6,c(t),
 

driven
 

mode

(d)
 

w1,6,s(t)的振幅,伴随模态
(d)

 

amplitude
 

of
 

w1,6,s(t),
 

companion
 

mode
图4 外激励变化对频响曲线的影响

Fig.4 Effect
 

of
 

external
 

excitation
 

amplitude
 

on
 

frequency-response
 

curve

(a)
 

w1,6,c(t)的振幅,驱动模态
(a)

 

amplitude
 

of
 

w1,6,c(t),
 

driven
 

mode

(b)
 

w1,6,s(t)的振幅,伴随模态
(b)

 

amplitude
 

of
 

w1,6,s(t),
 

companion
 

mode
图5 湿度变化对频响曲线的影响

Fig.5 Effect
 

of
 

external
 

excitation
 

amplitude
 

on
 

Frequency-response
 

curve

这表明圆柱壳的非线性共振响应会受湿度变化的

影响.
 

这些现象是因为湿度的变化影响了三相复

合材料圆柱壳的结构刚度,从而导致系统的非线性

频率响应曲线发生变化.

4 结论
   

本文研究了功能梯度三相复合材料层合圆柱

壳在温湿、外激励和气动力等多种因素作用下的非

线性强迫振动.
 

利用 Hamilton原理、von-Karmen
几何非线性理论和一阶剪切变形理论,建立了该系

统的非线性偏微分控制运动方程.
 

利用 Galerkin
法将非线性偏微分方程离散为一组相互耦合的非

线性常微分方程.
 

基于1:1内共振和1:1主共振

的情况,采用伪弧长延拓法研究了圆柱壳的非线性

共振响应问题.
 

主要研究了湿度、外激励等参数对

圆柱壳共振响应的影响,发现了以下结论:
  

(1)随着无量纲外激励幅值的增加,硬化非线

性行为显著增强,共振频域变宽,频响曲线的共振

峰值增加,圆柱壳刚度降低.
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(2)随着湿度的增加,频响曲线的共振频域整

体上向高频区移动,幅值增加,硬化非线性增强,这
是因为湿度的变化会影响到圆柱壳的结构刚度,从
而导致非线性系统的共振响应曲线发生变化.
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