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摘要 研究了一类含参非线性系统的闭轨分叉问题,找到并确定了系统在平衡点附近的极限环及其稳定

性.基于后继函数法,引入曲线坐标变换找到系统的后继函数,进而判断该闭轨为二重极限环.得到该系统

极限环随参数变化从无到有,再到分裂为多个极限环的闭轨分叉现象.
 

通过数值模拟,验证了系统随参数变

化出现极限环的动力学特性.

关键词 极限环, 闭轨分叉, 后继函数
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Abstract The
 

closed-orbit
 

bifurcation
 

of
 

a
 

two-dimensional
 

system
 

with
 

parameters
 

was
 

discussed.
  

Based
 

on
 

the
 

successor
 

function
 

method,
 

the
 

limit
 

cycle
 

of
 

the
 

system
 

near
 

the
 

equilibrium
 

point
 

was
 

got.
 

Using
 

the
 

curve
 

coordinate
 

transformation
 

to
 

the
 

system,
 

we
 

find
 

its
 

successor
 

function,
 

and
 

then
 

received
 

several
 

limit
 

cycles.
 

By
 

the
 

aid
 

of
 

curvilinear
 

coordinate
 

transformation,
 

we
 

got
 

the
 

subsequent
 

function
 

of
 

the
 

system,
 

and
 

analyzed
 

the
 

stability
 

of
 

the
 

limit
 

cycles
 

with
 

the
 

parameters
 

from
 

scratch
 

to
 

existence.
 

Finally,
 

numerical
 

simulations
 

were
 

carried
 

out.
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引言
  

在微分方程定性理论中,关于极限环的研究是

一个既有趣又困难的部分.
 

研究极限环与解决微

分方程积分曲线族的全局结构问题之间有密切的

联系[1,2],为了确定一个确定的系统是否存在极限

环,庞卡莱首先提出了后继函数法[3]、小参数法和

环域定理等重要理论.
 

其中,后继函数法在研究一
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些非线性动力系统的极限环的存在性、稳定性以及

重次等性质时具有重要的作用,这一理论也进一步

推动了非线性系统分叉问题的深入研究[4],如闭轨

分叉,庞卡莱分叉等[5,6].
 

近些年来,闭轨分叉问题

是动力系统的分叉现象研究的一个热点问题[7-9],

它既是一种局部分叉,又是动态分叉[10].当前,已
有研究者对各类不同的动力系统进行极限环及闭

轨分叉分析,得到了相关的结论[11-14].
由于大多数系统是无法具体求解的,使用后继

函数法研究其闭轨分叉问题并不容易[15-19].
 

对于

一个确定的非线性系统而言,如何确定后继函数的

具体表达式是非常困难的,另一方面,即使已经获

得系统后继函数的表达形式,而具体计算其零点的

个数也是很难做到的.
 

但是后继函数法依然是分

叉理论研究的不可或缺的重要方法.本文通过给出

一个非线性动力系统,借助于后继函数法对其闭轨

分叉问题进行了有效的理论分析.

1 非线性系统的平衡点分析
  

自治非线性系统为

x· =P(x,y)

y·=Q(x,y) (1)

其中P,Q 是x-y 平面上的连续函数,且满足解的

存在唯一性条件.
定义1 假设MN(或MN︵)为x-y 平面上的

某一直线段(或弧段),
 

如果任何与MN(或MN︵)相
交的系统(1)的轨线.

 

当时间t 增加时,都只从

MN(或MN︵)的一侧走向另一侧,且没有轨线与

MN(或MN︵)相切(即轨线与MN(或MN︵)横截相

交),
 

那么则称直线段MN(或弧段MN︵)为自治非

线性系统(1)的无切线段(或无切弧段).
  

如果点A0 是系统(1)的一个常点,那么在该

点处的向量场(P,Q)|A0
就有确定的方向,任取一

条过点A0且与该向量方向不同的直线
 

L.由于P,

Q 是连续函数,所以可以取点A0 的某个足够小的

领域,使得领域内任意点处的向量场方向皆与直线

L 的方向不同,于是直线L 在此领域中部分线段

MN 就是过点A0 的无切线段.
  

考虑系统(1)从A0 点出发的轨线,如果在一

段时间后仍会与MN 再次相交,那么该交点A0 就

是A0点的后继点.在无切线段MN 上取一个正向,

就可以定义MN 上的点的坐标.记点A0 及其后继

点A0在MN 上的坐标分别为u和u-,于是上述点变

换就可以给出这样一个函数u- =g(u).
  

定义2 无切线段上的点与其后继点(如果存

在)的坐标之间的函数关系称为后继函数.
 

有时也

把h(u)=g(u)-u 称为后继函数.
  

由于后继函数在系统不动点附近的性态决定

了非线性系统的轨线在极限环附近的性态.
 

由此,

后继函数不仅可以用来研究极限环的存在性,还可

以用来研究极限环的稳定性[20-25],为进一步揭示后

继函数与极限环稳定性的关系,给出如下定理:
  

定理1 如果后继函数h(u)满足

h(u0)=h'(u0)=…=h(k-1)(u0)=0,h
(k)(u0)

≠0,其中k∈Z+.则Γ0 称为k重极限环.
 

若k为

奇数,h(k)(u0)<0(或 >0),则Γ0 是稳定(或不稳

定)极限环;
 

若k为偶数,h(k)(u0)<0(或>0),则

Γ0 是外侧稳定而内侧不稳定(或外侧不稳定而内

侧稳定)极限环.
 

证明: 假设Γ0 是系统(1)的一条闭轨,Γ0 上任取

一点A0,过点A0 作法线n→,规定法线正向为由Γ0

内部指向Γ0 外部,显然在该法线上可以取包含点

A0 在内的部分线段作为系统的无切线段MN.
 

在

MN 上,不妨设点A0 坐标为u0,任取一点A,坐标

记为u,如果点A 与点A0 的距离足够小,那么它的

后继点A- 也在MN 上,坐标记为u-.定义后继函数

为h(u)=g(u)-u,其中u- =g(u).
  

任意u≠u0,且|u-u0|<ε,ε充分小,那么

 
 

h(u)=h(u0)+h'(u0)(u-u0)+…+

h(k)(u0)
k!

(u-u0)
(k)+O[(u-u0)

(k+1)]

 =
h(k)(u0)

k!
(u-u0)

(k)+O[(u-u0)
(k+1)]

显然,h(u)的符号取决于h(k)(u0)(u-u0)
(k).当

k为奇数,h(k)(u0)<0(或>0)时,
 

那么可以得到

h(k)(u0)(u-u0)
(k+1)<0(或>0),(u-u0)h(u)

<0(或>0).对于Γ0 的外侧,
 

即u>u0,有h(u)

<0(或>0),
 

即u- =g(u)<u(或>0).由解的唯

一性可知从点A 出发的轨线不会与Γ0 相交,
 

所以

有u0<u-.
 

显然,在Γ0 外侧附近的轨线,
 

绕Γ0 盘

旋的过程中越来越接近(或者远离)Γ0,
 

也就是说

闭轨Γ0 是外侧稳定(或不稳定)的,同理可证其内

侧稳定性,
 

故Γ0 是稳定(或不稳定)极限环.
 

同理
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可证k为偶数的情况,
 

这里省略.

2 分叉周期解的方向和稳定性
  

在这节中,我们考虑如下系统:

x· =-y-x(x2+y2-1)2+λx

y·=x-y(x2+y2-1)2+λy (2)

其中,λ为扰动小参数.
  

系统(2)的未扰系统,即λ=0时的系统为

x· =-y-x(x2+y2-1)2

y·=x-y(x2+y2-1)2 (3)
  

通过后继函数法可以判断出系统(3)有一个二

重极限环Υ:x2+y2-1=0.
   

引入极坐标表示,系统(3)可以转化为

r·=-r[(r2-1)2-λ]

θ
·
=1 (4)

当λ=0时系统(2)转化为系统(3),
 

显然Υ:

x2+y2-1=0是系统(3)的一个极限环.现在,针对

系统(4)考虑在Υ 的邻域中引入新的曲线坐标(θ,

r),对于Υ 附近的任何一点A,存在唯一的点A0 ∈

Υ,使得点A 在过点A0 的法线A0N 上.令θ为点A0

到Υ上固定点的弧长,n为沿法线由A0到A 的有向

距离为ρ(A0,A)(取外法线方向为正向).
 

考虑到点

A0处的外法线上单位向量为n0→= (-cosθ,-sinθ),
于是,点A 的直角坐标(x,y)和曲线坐标(θ,n)之
间有如下关系

 

x=cosθ+ncosθ, y=sinθ+nsinθ. (5)

在曲线坐标系中,坐标曲线θ=c是过点cosθ,

sinθ)的法线,显然法线θ=0和θ=2π重合,坐标曲

线n=c是闭曲线(也就是以原点为圆心的圆),由
此可得以上闭轨Υ就是闭轨n=0,而对应的n>0
的闭轨分布在Υ外侧,n<0的闭轨分布在Υ内侧.
  坐标变换式(5)的雅可比(Jacobian)式为

D=
∂(x,y)
∂(θ,n)

=
-sinθ-nsinθ cosθ
cosθ+ncosθ  sinθ

=-n-1.
  

显然,对任何θ
 

都有
 

D=-n-1.
 

因此,
 

存在

足够小的
 

δ>0,
 

使得当
 

n <δ时有
 

D<0.这表

明,
 

在闭曲线
 

n=-δ
 

和
 

n=δ
 

之间的环形邻域内.
 

若
 

θ∈[0,2π),则两种坐标是一一对应的.
  

在环域|n|<δ 内,将变换(5)式代入系统

(3),我们有

(-sinθ-nsinθ)θ
·
+cosθ×n·

=-(sinθ+nsinθ)-(cosθ+ncosθ)(n2+2n)2,

(cosθ+ncosθ)θ
·
+sinθ×n·

=cosθ+ncosθ-(sinθ+nsinθ)(n2+2n)2.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

 

(6)

易知

θ
·
=1

n·=-n2(1+n)(2+n)2 (7)

由式(6)和式(7),可得一个关于θ与n 的微分方程

dn
dθ=-n2(1+n)(2+n)2=F(θ,n) (8)
  

由于函数F(θ,n)在以上邻域内连续可微,故
此邻域内的每一点,方程(8)都有唯一解.特别的有

θ=0,n=0的解为闭轨Υ.
   

记方程(8)的满足初始条件θ=0,n=n0(|n0|
充分小)的解为

n=Φ(θ,n0) (9)

取法线θ=0上|n|充分小的一段作为无切线段

MN.
  

由以上论述可知,当θ=2π,|n0|充分小时,轨

线式(9)将再次与此无切线段 MN 相交.根据此后

继点的坐标给出系统(6)后继函数为

g(n0)=Φ(2π,n0)

h(n0)=g(n0)-n0=Φ(2π,n0)-n0 (10)
  

由于闭轨Υ对应于n=Φ(θ,0)≡0,因此,我
们有g(0)=h(0)=0.

  

为了进一步确定闭轨的稳定性,下面考虑式

(8)右端函数F(θ,n)满足

F(θ,0)=0
F'

n(θ,0)=0

F″
n(θ,0)=-8 (11)

由于式(8)展开到二次项有dn
dθ=-4n2+on2  .将

其沿轨线n 进行积分,有

∫
n

n0

dn
n2 =∫

θ

0
-4dθ

n=Φ(θ,n0)=
n0

4θn0+1
(12)

  

令θ=2π,得到系统的后继函数为

h(n0)=Φ(2π,n0)-n0=
-8πn2

0

8πn0+1
(13)

满足h'(0)=0,h″(0)=-16π<0.由定理1可知Υ
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是外侧稳定、内侧不稳定的二重极限环.
  

下面考虑原非线性系统(2)的闭轨分叉问题.
当λ<0时,O(0,0)为系统(2)唯一的稳定平衡点;

而当0<λ<1时,系统(2)有两个极限环:
 

它们的

轨线方程为

x2+y2=1±λ (14)
  

并且,当λ➝0时,轨线(14)以λ=0时的二重

环Υ为极限位置.

3 数值模拟
  

在这一节,我们将根据参数的不同取值来观察

非线性系统的闭轨分叉发生的过程.
 

利用 MAT-
LAB软件绘图可得系统的动力学响应,对于不同

取值的λ,分别给出了系统(2)在x2+y2=1邻近

位置的相图.
 

通过上面的数值模拟结果,我们发现,当λ<0
时,O(0,0)为系统(2)唯一的稳定平衡点,如图1
所示;当λ=0时,系统(2)具有二重环Υ,系统的动

力学响应如图2所示;当0<λ<1时,系统(2)有如

图3所示的两个极限环.

图1 当λ=-1时,系统(2)的相图

Fig.1 Phase
 

portrait
 

of
 

system
 

(2)
 

when
 

λ=-1

图2 当λ=0时,系统(2)的相图
Fig.2 Phase

 

portrait
 

of
 

system
 

(2)
 

when
 

λ=0

图3 当λ=0.49时,系统(2)的相图

Fig.3 Phase
 

portrait
 

of
 

system
 

(2)
 

when
 

λ=0.49

4 总结
 

本文分析了一类非线性系统的闭轨分叉问题,

通过选择合适的坐标变换,获得系统的后继函数显

式表达式,讨论了系统存在的极限环及其稳定性.
 

最后,通过 MATLAB进行数值模拟,得到系统的

动力学响应特性.
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