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摘要 工业的不断发展对机械臂的负载要求越来越高,而负载的增加会对机械臂末端的精度造成影响.本

文以Franka七轴串联机械臂为对象,采用 M-DH法和雅可比迭代法对其正、逆运动学展开分析;采用三次

函数插值法进行关节空间的轨迹规划.基于拉格朗日方程建立了机械臂的动力学模型,并通过 Admas和

Simulink联合动力学仿真验证了动力学模型的有效性.最后基于定位控制,对末端位置误差收敛速率、负载

质量、控制参数之间的关系展开研究.
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Abstract The
 

continuous
 

development
 

of
 

industry
 

has
 

higher
 

and
 

higher
 

load
 

requirements
 

for
 

the
 

robot
 

arm,
 

and
 

the
 

increase
 

of
 

load
 

will
 

affect
 

the
 

accuracy
 

of
 

the
 

end
 

of
 

the
 

robot
 

arm.
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

for-
ward

 

and
 

inverse
 

kinematics
 

of
 

a
 

seven-axis
 

serial
 

manipulator
 

are
 

analyzed
 

by
 

M-DH
 

method
 

and
 

Jacobi
 

iteration
 

method.
 

The
 

trajectory
 

planning
 

of
 

joint
 

space
 

is
 

carried
 

out
 

by
 

cubic
 

function
 

interpolation
 

method.
 

A
 

dynamic
 

model
 

of
 

the
 

manipulator
 

is
 

established
 

based
 

on
 

Lagrange
 

equation,
 

and
 

the
 

effec-
tiveness

 

of
 

the
 

model
 

is
 

verified
 

by
 

numerical
 

methods.
 

Finally,
 

based
 

on
 

the
 

positioning
 

control,
 

the
 

re-
lationship

 

between
 

the
 

convergence
 

rate
 

of
 

the
 

end
 

position
 

error,
 

the
 

load
 

quality
 

and
 

the
 

control
 

param-
eters

 

is
 

studied.
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引言
   

随着国内市场需求的日益提升和机器人技术

的不断发展,机械臂已逐渐替代人力成为自动生产

线上的主导力量[1],如在喷涂、焊接、零件装配、机
械加工等作业中[2-4].然而,机械臂的发展也面临许

多挑战,其中之一在于机械臂对于负载能力的要求

逐渐提高,如家具搬运[5],水果采摘[6]等,而大负载

的出现会导致许多问题.例如,大负载的出现会对

机械臂的运动性能带来影响,大惯性力使机械臂的

负载效应变得明显,从而影响其末端的定位精

度[7,8].因此,研究大负载如何影响机械臂末端精度
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成为一个极为重要的科学问题.
机械臂种类繁多,若按机械臂轴数来分,常见

的有四轴、六轴、七轴.其中,四轴机械臂具有出色

的刚性和高速度,但灵活性相对较低,适用于高速

和高重复性的任务;六轴机械臂则具有高度的灵活

性,但需要较大的运动空间,且随着连杆数量的增

加,其动力学方程也变得更加复杂,适用于喷涂、焊
接等任务;与六轴机械臂相较之下,七轴机械臂在

灵活性和精度方面表现更加出色,同时运动空间

小,但其刚性较低,逆运动学问题求解也更为复杂,

因此,七轴机械臂适用于空间有限但需要高度灵活

性的任务[9-11].
  

机械臂的特性分析主要包括运动学分析和动

力学分析.运动学分析涉及正、逆运动学方程的求

解.其中正运动学主要采用DH(Denavit-Harten-
berg)参数法得到连杆变换矩阵从而得到正运动学

方程[12,13],此外,还可以通过螺旋理论[14]、Gibbs-
Appell公式[15]建立运动学方程.而逆运动学常用

的方法可分为解析法和数值法,对于复杂的机械臂

一般找不到其解析解只能采用数值法,常用的数值

法有雅可比迭代法[16],粒子群法[17]等.对于动力学

分析,常用的动力学建模方法有Lagrange法[18]、

Kane法[19]、Newton-Euler法[20]等.
  

机械臂的轨迹规划主要分为两种,一种是在关

节空间中,一种是在笛卡尔空间中[21].其中关节空

间的轨迹规划计算方便简单,但其末端运动路径不

直观,一般用于对末端执行器运动路径需求小的作

业,方法有多项式插值法[22],RRT算法(Rapidly
 

Exploring
 

Random
 

Tree)[23];而笛卡尔空间的轨

迹规划计算困难复杂,但能直观地看到末端运动路

径,一般用于对末端执行器运动路径有需求的作

业,方法有遗传算法[24],梯形加减速法[25]等.
  

要保证大负载下末端的移动性能则需要对机

械臂的控制进行补偿.对于大负载所引起的关节变

形的控制补偿,毛晨涛等[26]通过激光跟踪仪测量

辨识大负载机器人的关节刚度系数,并对控制律进

行优化设计.王旭等[27]提出了通过直接计算关节

变形量补偿变形误差的方法.
  

对于大负载引起的惯性力的增加,罗天洪等[8]

提出了基于神经网络补偿的机械臂轨迹控制策略.
李佳兵等[28]利用PSO(Particle

 

Swarm
 

Optimiza-
tion)优化算法对大负载机械臂载荷参数自动控制

进行设计.对于大负载所引起的残余振动,马驰聘、

张春林等[29]通过施加速度负反馈控制的方法,有
效地抑制系统的残余振动.Liu等[30]提出了一种关

节空间多目标轨迹规划方案来减小承载有效载荷

柔性机械臂的残余振动.Xiao[31]针对变负载提出

了一种 H ∞ 自适应控制策略来保证位置跟踪.
  

本文以七轴串联机械臂为对象,开展运动学分

析、路径规划、动力学分析、稳定性分析、定位控制

误差分析等研究工作,旨在探索大负载对机械臂末

端精度的影响.针对这一研究,本文主要开展以下

几项工作:(1)机械臂运动学建模及路径规划;(2).
含大负载的机械臂动力学建模;(3)控制律的设计

与稳定性分析;(4)控制参数和末端负载对机械臂

末端移动性能的影响.

1 七轴串联机械臂的运动学分析
  

机械臂的动力学分析是对机械臂系统施加精

确控制的基础,而运动学分析则是建立动力学模型

和施加动力学控制的前提条件.因此,本节将进行

Franka七轴串联机械臂的运动学分析.

1.1 M-DH参数法
  

DH参数法是串联机械臂中最常用的一种运

动学建模方法,目前,主要的DH参数法有两种,一
个是标准的DH参数法,一个是改进的DH参数法

(M-DH 法(Modified
 

Denavit-Hartenberg)),其二

者的区别主要在于四个参数的选取标准不同.本文

采用的建模方法为 M-DH参数法.

图1 连杆坐标系的建立

Fig.1 The
 

establishment
 

of
 

connecting
 

rod
 

coordinate
 

system

如图1所建立的 M-DH坐标系,其中,连杆坐

标系 {i-1}的zi-1轴与i-1关节的轴线重合,方

向任意;xi-1 轴与zi-1 轴与zi 轴之间的公垂线重

合,若zi-1轴与zi 轴相交,则xi-1轴垂直于zi-1轴
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与zi 轴所形成的平面;yi-1 轴由右手法则确定;原
点oi-1建立在xi-1轴和zi-1轴的交点,若zi-1轴和

zi 轴相交,则原点建立在zi-1 轴与zi 轴的交点处.
  

对于基底坐标系({0}坐标系),其与机械臂的

底端固定,方向可任意选择.为了方便起见,一般与

当关节1的旋转角度为0时的连杆坐标系{1}重
合.

  

对于末端坐标系({n}坐标系),其原点和xn

轴的方向可以任意选择,为了方便起见,对于原点

的选择一般使连杆参数dn=0,对于xn 轴的选择一

般使连杆参数θn =0.
  

由此可以得到相邻连杆间的坐标变换矩阵为:

i-1
i T=

cosθi -sinθi 0 ai-1

sinθicosαi-1 cosθicosαi-1 -sinαi-1 -disinαi-1

sinθisinαi-1 cosθisinαi-1 cosαi-1 dicosαi-1

0 0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

其中参数ai-1为{i-1}坐标系的zi-1轴沿着xi-1

轴到 {i}坐标系zi 轴的距离,参数αi-1 为 {i-1}

坐标系的zi-1 轴绕着xi-1 轴转到 {i}坐标系zi 轴

的角度,参数di 为{i-1}坐标系的xi-1轴沿着zi

轴到 {i}坐标系xi 轴的距离,参数θi 为{i-1}坐
标系的xi-1轴绕着zi 轴转到{i}坐标系xi 轴的角

度.

1.2 正运动学分析
  

本文以Franka七轴串联机械臂为对象,其模

型如图2所示.
  

根据Franka七轴串联机械臂模型图,
 

建立其

图2 Franka七轴机械臂模型图

Fig.2 Franka
 

seven-axis
 

manipulator
 

model

M-DH坐标系如图3所示.

图3 M-DH坐标系

Fig.3 M-DH
 

coordinate
 

system

下表是该机械臂的DH参数:

表1 Franka七轴机械臂DH参数表

Table
 

1 Franka
 

seven-axis
 

manipulator
 

DH
 

parameter
 

table
Joint θi di αi-1 αi-1

1 q1 d1 0 0

2 q2 0 -π/2 0

3 q3 d3 π/2 0

4 q4 0 -π/2 a4

5 q5 d5 π/2 a5

6 q6 0 -π/2 0

7 q7 d7 π/2 a7

其中d1=0.333m,d3=0.315m,d5=0.383m,

d7=0.159m,a4=0.083m,a5=-0.083m,a7=-

0.089m.
  

将DH参数代入式(1)中,求出相邻连杆间的

变换矩阵后,依次相乘可得到Franka七轴串联机

械臂的正运动学方程,如下:
0
bT=01T1

2T2
3T3

4T4
5T5

6T6
7T7

bT (2)

1.3 逆运动学分析
  

机械臂的逆运动学分析是根据机械臂末端相

对于机械臂基底坐标系的位姿来求解出机械臂每
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个关节的旋转角度.因此,本小节将采用雅可比迭

代法,对Franka七轴串联机械臂的逆运动学方程

进行求解.
  

根据机械臂的末端笛卡尔速度和关节速度微

分运动方程,有:

X
·
=Jq

· (3)
其中J 表示机械臂的雅可比矩阵,而dX,dq 的形

式如下:

dX=

dx
dy
dz
dα
dβ
dγ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  dq=

dθ1

dθ2

dθ3

dθ4

dθ5

dθ6

dθ7

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)
   

则可得到:

q
·
=J-1X

· (5)
     

将机械臂末端的微小运动dX 用各关节的运

动dq叠加来近似得到.dX 越小,其近似效果越好,
即认为机械臂各关节的旋转角度由初始角度q 一

步一步旋转到期望角度qe,假设每一步的步长为

Δq,有:

Δq=(JTJ)-1JT·dX (6)
  

因为七轴串联机械臂属于冗余机械臂,因此雅

可比矩阵求逆需引入伪逆矩阵,即:

pinv(A)=(ATA)-1AT (7)
其中pinv(*)表示求伪逆.

  

由此,求逆运动学解的具体步骤为:
  

a.设置好最大迭代次数,初始末端位姿矩阵和

期望末端位姿矩阵,设定好位姿误差范数g;
  

b.计算下一步机械臂的各关节变换角度;
  

c.更新机械臂各关节角度q,其中q=q+Δq;
  

d.更新此时机械臂末端位姿状态X;
  

e.计算此时误差dX 的1范数(‖X‖);
  

f.迭代次数+1;
  

g.判断‖dX‖ ≤g,若是,则退出迭代,若不

是,则返回步骤b,直至‖dX‖≤g或达到最大迭

代次数;
  

h.输出此时各关节的角度q,q 即为期望末端

位姿的逆运动学解.

1.4 关节空间轨迹规划
  

本小节采用三次多项式插值法对机械臂关节

空间进行轨迹规划,其函数θ(t)的形式如下:

θ(t)=a+bt+ct2+dt3 (8)
  

由约束条件:

θ(0)=θ0

θ(td)=θd 
θ
·(0)=θ

·
0

θ
·(td)=θ

·
d (9)

其中,起始位置的关节角度θ0 是已知的,而期望位

置的关节角度θd 可通过给定末端位姿后,通过逆

运动学方程求解得到.而起始位置的关节角速度和

期望位置的关节角速度由自己给定,也是已知的.
因此,可得到:

a=θ0

b=θ
·
0

c=
3
t2d
(θd -θ0)-

2
td
θ
·
0-
1
td
θ
·
d

d=
2
t3d
(θd -θ0)+

1
t2d
(θ
·
d +θ

·
0)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(10)

2 七轴串联机械臂的动力学分析

2.1 含负载Franka七轴串联机械臂动力学建模

机械臂包含多个连杆和关节,其动力学系统具

有多输入多输出的性质,存在复杂的耦合关系和严

重的非线性.因此,本节以含负载的Franka七轴串

联机械臂为对象,采用拉格朗日法对其进行动力学

分析.
对于任意机械系统,规定其拉格朗日函数的形

式为系统的动能L 与势能U 之差,即:

L=T-U (11)
  

则该系统的动力学方程可写成:

τi=
d
dt
∂
∂q
·-
∂T
∂qi

+
∂U
∂qi
,

i=1,2,…n (12)

其中动能(采用极惯性矩方法求解),势能分别为:

T=∑
n

i=1

1
2tr
[∑

i

j=1
∑
i

k=1

∂(0iT)
∂qi

I-i
∂(0iT)T

∂qk
q
·
jq
·
k]

(13)

U=-∑
n

i=1
mig(0iTipci) (14)

  

极惯性矩阵表示为:
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I- =

-iIxx +iI0/2 iIxy
iIxz mix-

iIxy -iIyy +iI0/2 iIyz miy-

iIxz
iIyz -iIzz +iI0/2 miz-

mix- miy- miz- m

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(15)
其中,Io=Ixx+Iyy+Izz 表示连杆相对原点的惯性

矩.重力矢量g=[0 0 9.8 0]m/s2.
  

推导出机械臂系统的总动能和总势能后,将其

代回式(12)可得:

τ=D(q)q
··
+C(q,q

·)q
·
+G(q) (16)

其中D(q)是机械臂的质量矩阵,C(q)是机械臂

的科氏矩阵,G(q)是机械臂的重力矩阵,其具体形

式分别如下:

Dij(q)=
∂2T
∂qi∂qj

(17)

Cij(q,q
·)=∑

n

k=1

∂Dij(q)
∂qk

-
1
2
∂Dji(q)
∂qi

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 q

·
k  
(18)

Gi(q)=
∂U
∂qi

(19)
  

由于现实工况中,考虑机械臂各个关节存在摩

擦力f,则式(12)变为:

τ=D(q)q
··
+C(q,q

·)q
·
+G(q)+f(q

·)(20)

其中,摩擦力模型采用Stribeck模型,本小节考虑

实际中关节正反向运动的摩擦力参数可能不同,因
此摩擦力f 形式如下:

f(q
·)=

{F+
c +(F+

s -F+
c)exp[-(q

·/v+
s)ζ]}+

 σ+q
· (q

·
>0)

-{F-
c +(F-

s -F-
c)exp[-(q

·/v-
s)ζ]}+

 σ-q
· (q

·
<0)

Fe  (q
·
=0,|Fe|≤Fs)

F+
s  (q

·
=0,Fe >0,|Fe|≥Fs)

-F-
s (q

·
=0,Fe <0,|Fe|≥Fs)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(21)

其中,Fc
 、Fs

 、vs
 、σ 分别表示库伦摩擦力,静摩擦

力,Stribeck速度,黏性摩擦系数.ζ 是经验参数,
(这里参考Lugre的静态模型,ζ=2).此外,Fe 表

示外力,而正、负分别表示沿关节转动正方向和负

方向.
  

本文假设Stribeck模型参数和机械臂各连杆

的质量 相 关,参 照 文 献[32]中 得 到 数 据,可 得

Franka各关节摩擦力参数的信息,如下表:

表2 Stribeck模型参数

Table
 

2 Stribeck
 

model
 

parameters
Joint 1 2 3 4 5 6 7

F-
c 0.1361 0.1481 0.12640.13210.1013 0.10020.0978

F+
c 0.1759 0.2029 0.15370.16680.0969 0.09450.0890

F-
s 0.3664 0.4603 0.28950.33480.0922 0.08380.0648

F+
s 0.3617 0.4563 0.28410.32980.0853 0.07680.0576

v-
s 0.2178 0.1896 0.24090.22730.3001 0.30270.3084

v+
s 0.2969 0.2530 0.33290.31170.4251 0.42900.4379

σ- 0.1907 0.2283 0.15990.17800.0809 0.07750.0699

σ+ 0.1151 0.1272 0.10510.11100.0796 0.07850.0761

2.2 基于 Matlab的动力学仿真
  

本文以Franka七轴串联机械臂为对象,通过将

Franka七轴串联机械臂模型导入到SolidWorks
软件中,为模型施加材料属性(ρ=4650kg·m

-3)后
测得其相关参数,见表3.

表3 Franka七轴机械臂的相关参数

Table
 

3 Related
 

parameters
 

of
 

Franka
 

seven-axis
 

manipulator
Joint 1 2 3 4 5 6 7

m/kg 3.57 4.64 3.02 3.45 1.15 1.07 0.89

x-/m 0 0.1e-3 3.6e-2 -4.1e-2 -1e-2 -6.4e-20.7e-2

y-/m 1.6e-2-8.0e-21.3e-2 -4.8e-2 4.1e-2 0.9e-2-0.7e-2

z-/m-9.6e-2-1.8e-2-5.3e-2 -1.4e-2 -0.109 -2.3e-2-3.2e-2

Ixx/

kg·m2
0.06640.06970.0209 0.0225 0.0276 0.00340.0019

Iyy/

kg·m2
0.0635 0.011 0.0284 0.0184 0.024 0.008 0.0019

Izz/

kg·m2
0.00950.0666 0.015 0.0327 0.0052 0.00860.0015

Ixy/

kg·m2
0 -1e-4-0.0031-0.0135 0 -8e-4 2e-4

Ixz/

kg·m2
0 0 -1e-4 1e-4 0 0.0011 -1e-4

Iyz/

kg·m2
-5.4e-4 6e-4 -1e-4 0 -0.0023 -1e-4 -2e-4

  

首先将表3的参数和式(15)代入到式(13)中,

并通过 Matlab对其进行计算得到机械臂的总动能

T,接着将求得的T 代入到式(17)和式(18),分别

求得机械臂的质量矩阵和科氏矩阵,随后通过

Matlab对式(14)进行计算得到机械臂的总势能

U,最后将求得的U 代入到式(19)中求得机械臂的

重力矩阵,至此,基于 Matlab的动力学方程建立初

步完成.
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2.3 动力学模型的验证
  

动力学模型的验证主要通过对比 Matlab的动

力学仿真输出的各关节轨迹图和基于Simulink和

Adams的联合动力学仿真输出的各关节轨迹图.
本小节所采用负载质量的大小为2kg,其体积为

0.1m×1m×1m.
  

基于 Matlab的动力学仿真本质上是一个正动

力学问题,首先对驱动关节施加PD控制,即:

τ=Kpe+Kde
· (22)

其中,

e=qe -q, e
·
=q

·
e -q

· (23)

其中,qe 表示期望轨迹对应的关节旋转角度,q 表

示瞬时时刻的关节旋转角度.
  

令机械臂各关节的起始旋转角度均为0,而期

望的关节旋转角度为:

qe =
π
5
,-

π
5
,π
5
,-

π
5
,π
5
,-

π
5
,π
5

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (24)
  

接着采用三次插值法对各个关节进行轨迹规

划,令td =5s,频率为1000Hz,即dt=0.001s,由
此可得各关节角度的一组轨迹数据.

(a)
 

关节1和关节2
 

(a)
 

Joint
 

1
 

and
 

joint
 

2

(b)
 

关节3和关节4
(b)

 

Joint
 

3
 

and
 

joint
 

4

(c)关节5和关节6
(c)

 

Joint
 

5
 

and
 

joint
 

6

(d)
 

关节7
(d)

 

Joint
 

7
图4 关节1~7轨迹时程图

Fig.4 Joint
 

1~7
 

trajectory
 

timeline
 

diagram

接着,将SolidWorks中已经附上材料属性的

Franka七轴串联机械臂的模型导入到 Adams软

件中,并为各个关节设置约束条件和初始条件后导

入到Simulink中添加Stribeck摩擦和PD控制(令

T=5s,期望轨迹采用基于 Matlab动力学仿真的

期望轨迹,并利用ode45求解器进行求解),由此得

到另一组轨迹数据.将 Matlab得到数据与联合仿

真得到的数据绘制成轨迹时程图进行比较,结果如

图4所示.
   

从图4七个关节轨迹时程图对比来看,可以发

现二者轨迹曲线定性吻合,因此验证了本文建立的

动力学模型的有效性.

3 机械臂控制系统的稳定性分析
  

对于一个系统而言,无论其处于何种初始状态

条件,如果其能量是耗散的,那么该系统在经过一

个初始扰动后,就会不断损耗能量直至达到平衡点

位置静止,这就是李雅普诺夫直接法的物理判据.
该方法不需要通过求解复杂的系统非线性微分方
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程就可以得出系统是否稳定的结论,因此本小节采

用李雅普诺夫直接法对动力学控制系统的稳定性

进行分析[33].
  

首先构造出李雅普诺夫函数,其形式如下:

V(q,q
·)=

1
2q
·TD(q)q

·
+
1
2e

TKpe (25)
  

因为质量矩阵D(q)和Kp 都是正定的,因此

该李雅普诺夫函数是正定的,当且仅当q
·
=0,e=0

时,V(q,q
·)=0.随后,对式(25)求一次导,因为定

位控制有(q
·
e

 )≡0,所以可得:

V
·(q,q

·)=q
··TD(q)q

·
+
1
2q
·TD

·(q)q
·
-eTKpq

·

(26)

  

结合式(16)、式(18)和式(26)可得:

V
·(q,q

·)=q
·T(τ-G-f-Kpe) (27)

  

令式(27)括号里的式子等于-Kdq
·,即:

τ=Kpe-Kdq
·
+G+f (28)

可得:

V
·(q,q

·)=-q
·TKdq

· (29)
  

由于Kd 是正定的,所以此时的V
·(q,q

·)≤0在

整个空间中恒成立,当且仅当q
·
=0时,V

·(q,q
·)=0.

所以式(28)控制律下的机械臂系统的定位控制能

够实现全局渐近稳定.
随后对该控制律进行验证,采用P2(全局坐标

为[-0.3 0.15 0.04]m)为期望位置,起始位置

为P1(全局坐标为[-0.45 0 0.2]m),分别采

用式(22)和式(28)的控制率,基于 Matlab进行动

力学仿真,并对其末端位置准确度分别进行测量,

其末端位置准确度的计算公式如下:

APp = (x- -xc)2+(y- -yc)2+(z- -zc)2

(30)

其中,x-、y-、z- 表示多次对同一位姿重复响应后得

到的位置平均值,而xc
 、yc

 、zc 表示指令位置.
  

经计算可得,式(22)控制下APp=8.24×10-3
 

m,式(28)控制下APp=0.42×10-7m.
  

随后对其末端的姿态准确度进行测量,其末端

姿态准确度的计算公式如下:

APa =(a- -ac)

APb =(b
-
-bc)

APc =(c--cc) (31)

其中,a-、b-、c- 表示多次对同一位姿重复响应后得到

的姿态角的平均值,而ac
 、bc

 、cc 表示指令姿态角.
  

经计算可得,式(22)控制下APa =-0.0898、

APb =-0.1781、APc =-6.5579×10-4(单位弧

度),式(28)控制下APa=
 

9.6593×10-6、APb=-

6.1366×10-6、APc =4.6010×10-5(单位弧度).
  

对比位姿准确度,可以发现单独的PD控制并

不能实现机械臂的定位控制,而添加重力补偿项和

摩擦力补偿项的控制律能够很好地将定位控制的

位姿误差维持在一个很小的范围内.

4 控制参数和负载质量对机械臂末端移动

性能的影响规律

4.1 负载质量对机械臂末端移动性能的影响
  

本节采用定位控制,令起始位置为P1(全局坐

标为[-0.4
 

0
 

0.2]m),期望位置为P2(全局坐标

为[-0.3
 

0.15
 

0.04]m).令末端负载质量由1kg
每次增加0.5kg到5kg共9种不同的工况,进行动

力学仿真,得到其中一末端位置准确度的时程图如

下:

图5 末端位置准确度时程图

Fig.5 End
 

position
 

accuracy
 

timeline
  

图5中越往外的曲线对应的负载质量越大,因
此可以初步判断当末端质量越大时,机械臂末端误

差收敛速率越慢.
  

为了验证该猜想,采用对数衰减率δ来体现其

收敛速率vAP,δ 的定义如下:

δ=ln
Ai

Ai+1
(32)

其中Ai
 、Ai+1 表示相邻两振幅.

  

由此可得末端负载质量与收敛速率的关系图.
  

观察图6,可发现末端误差收敛速率与质量之

间的曲线呈现二次函数关系(v=am2+bm+c),
因此本小节采用Matlab的Cftool工具对该曲线进
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行函数拟合,其拟合结果如下:

图6 末端误差收敛速率和负载质量关系图(Kd =2,Kp =15)
Fig.6 Terminal

 

error
 

convergence
 

rate
 

and
 

load
 

mass
 

relationship
 

diagram
 

(Kd =2,Kp =15)

vAP =0.07145m2-0.8141m+4.523 (33)

其中m 表示末端负载质量,vAP 表示位置准确度误

差收敛速率.

4.2 Kd 参数和负载质量对机械臂末端移动性能

的影响

本小节将考虑Kd 参数、负载质量和末端收敛

速度三者之间的关系.首先将Kd 由2每次下降0.05
到1.5,共11个不同控制参数取值(其中Kp ≡15),

(a)
 

参数a
(a)

 

Cofficient
 

a

(b)
 

参数b
(b)

 

Cofficient
 

b

(c)
 

参数c
(c)

 

Cofficient
 

c
图7 末端收敛速率系数a、b、c与Kd 的关系图

Fig.7 The
 

relationship
 

between
 

terminal
 

convergence
 

rate
 

coefficients
 

a,
 

b,
 

c
 

and
 

Kd
  

最终得到误差收敛速率与末端质量的多项式函数

各系数(a,b,c)与Kd 之间的关系曲线图.
  

观察图7,可发现末端误差收敛速率各系数与

Kd 之间的曲线近似二次函数曲线(coefficient=

xK2
d+yKd+z),其中,系数a 与Kd 成二次增加,

系数b与Kd 成二次减小,c与Kd 成二次增加.因
此本文采用Matlab的Cftool工具对该曲线进行函

数拟合,其拟合结果如下:

a=0.1809K2
d -0.5284Kd +0.4033

b=-1.651K2
d +4.665Kd -3.529

c=4.462K2
d -10.82Kd +8.293 (34)

  

从以上数据最终可以得到收敛速率vAP 与末

端质量m 与Kd 之间的关系式为:

vAP =(0.1809K2
d-0.5284Kd+0.4033)m2+

 (-1.651K2
d +4.665Kd -3.529)m+

 (4.462K2
d -10.82Kd +8.293) (35)

图8 末端收敛速度、负载质量、Kd 三者关系图

Fig.8 The
 

relationship
 

diagram
 

of
 

terminal
 

convergence
 

speed,
 

load
 

quality,
 

and
 

Kd

图8中,颜色越深表示数值越小,由此可得末
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端收敛速度与质量成负相关,与Kd 值成正相关.

4.3 Kp 参数和负载质量对机械臂末端移动性能的

影响

(a)
 

参数a
(a)

 

Cofficient
 

a

(b)
 

参数b
(b)

 

Cofficient
 

b

(c)
 

参数c
(c)

 

Cofficient
 

c
图9 末端收敛速率系数a、b、c与Kp 的关系图

Fig.9 The
 

relationship
 

between
 

terminal
 

convergence
 

rate
 

coefficients
 

a,
 

b,
 

c
 

and
 

Kp

本小节将考虑Kp 参数、负载质量和末端收敛

速度三者之间的关系.首先,将Kp 由15每次增加

0.5到20,共11个不同控制参数取值(其中Kd ≡
2),进行动力学仿真,最终得到误差收敛速率与末

端质量的多项式函数各系数(a,b,c)与Kp 之间的

关系曲线图.
  

观察图9,可得末端误差收敛速率各系数与

Kp 之 间 的 曲 线 近 似 二 次 函 数 曲 线(coefficient

=xK2
p +yKp +z),其中,系数a与Kp 成二次减

小,系数b与Kp 成二次增加,c与Kp 成二次减小.
因此本文采用Matlab的Cftool工具对该曲线进行

函数拟合,其拟合结果如下:

a=0.001148K2
p -0.04802Kp +0.5329

b=-0.01076K2
p +0.4567Kp -5.236

c=0.03197K2
p -1.43Kp +18.77 (36)

  

从以上数据最终可以得到收敛速率vAP 与末

端质量m 与Kp 之间的关系式为:

vAP =(0.001148K2
p-0.04802Kp+0.5329)m2+

 (-0.01076K2
p +0.4567Kp -5.236)m+

 (0.03197K2
p -1.43Kp +18.77) (37)

图10 末端收敛速度、负载质量、Kp 三者关系图

Fig.10 The
 

relationship
 

diagram
 

of
 

terminal
 

convergence
 

speed,
 

load
 

quality,
 

and
 

Kp

图10中,颜色越深表示数值越小,由此可得末

端收敛速度与质量成负相关,与Kp 值成负相关.

5 结论
  

本文针对大负载引起的大惯性力不利于机械

臂的提速增稳的问题,以Franka七轴串联机械臂

为对象进行了运动学分析和动力学分析,随后对动

力学控制系统的稳定性展开研究,采用李雅普诺夫

直接法对定位控制的控制律进行设计并验证,结果

表明,所设计的控制律能在满足系统需求的情况下

实现全局渐近稳定.最后,基于定位控制对机械臂

负载质量如何影响末端移动性能展开研究,其结果

表明,负载质量增加,末端误差收敛速率减小(呈现

二次函数关系);当Kd 值增加时,末端位置准确度

收敛速率增大;当 Kp 值增加时,末端位置准确度
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收敛速率减小.
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