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摘要 波叠加法在求解声源外部辐射声场时,需要对所有离散单元进行数值积分计算导致计算效率较低,

而等效源法由于过度简化单元始终存在较大的积分近似误差.针对以上缺陷,利用Helmholtz方程在球坐标

系下的解构造了一种与单元积分等效且无需积分的波函数.受仿生复合材料三角形缝合结构启发,以适用

范围最广的平面三角形单元为例,构造了波函数的一般形式和内推形式.最后,通过数值仿真对比了两种波

函数与直接积分的计算声场的精度和效率.结果表明,两种波函数与直接积分的计算误差低于0.5%,且内

推波函数的计算效率约为直接积分的6倍.
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Abstract The
 

wave
 

superposition
 

method
 

requires
 

numerical
 

integration
 

of
 

all
 

discrete
 

elements
 

when
 

solving
 

the
 

external
 

radiation
 

sound
 

field
 

of
 

the
 

sound
 

source,
 

resulting
 

in
 

low
 

computational
 

efficiency.
 

However,
 

the
 

equivalent
 

source
 

method
 

always
 

has
 

significant
 

integration
 

approximation
 

errors
 

due
 

to
 

excessively
 

simplifying
 

the
 

elements.
 

In
 

response
 

to
 

the
 

above
 

shortcomings,
 

a
 

wave
 

function
 

that
 

is
 

e-
quivalent

 

to
 

element
 

integration
 

and
 

does
 

not
 

require
 

integration
 

was
 

constructed
 

using
 

the
 

Helmholtz
 

e-
quation

 

in
 

a
 

spherical
 

coordinate
 

system.
 

Inspired
 

by
 

the
 

triangular
 

stitching
 

structure
 

of
 

biomimetic
 

composite
 

materials,
 

taking
 

the
 

most
 

widely
 

applicable
 

planar
 

triangular
 

element
 

as
 

an
 

example,
 

the
 

general
 

and
 

internal
 

forms
 

of
 

the
 

wave
 

function
 

were
 

constructed.
 

Finally,
 

the
 

accuracy
 

and
 

efficiency
 

of
 

the
 

two
 

wave
 

functions
 

and
 

the
 

direct
 

integration
 

calculation
 

of
 

the
 

sound
 

field
 

were
 

compared
 

through
 

numerical
 

simulation.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

the
 

calculation
 

error
 

between
 

the
 

two
 

wave
 

functions
 

and
 

direct
 

integration
 

is
 

less
 

than
 

0.5%,
 

and
 

the
 

calculation
 

efficiency
 

of
 

the
 

extrapolated
 

wave
 

function
 

is
 

a-
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bout
 

6
 

times
 

that
 

of
 

direct
 

integration.
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引言
  

在声场计算中,边界元法(Boundary
 

element
 

method,
 

BEM)是 一 种 被 广 泛 使 用 的 计 算 方

法[1-3].边界元法通过边界积分方程在分析域边界

上离散,可以将问题的维数降低一维,且不用像有

限元法那样将区域离散化,这可以显著减少单元

数,从而减少数据量和计算时间.边界元法作为一

种半解析半数值方法,计算精度虽然高,但是由于

积分面与声源表面重合,会产生奇异性问题[4],需

要采用额外的处理方法[5,6].
为了避免边界元法存在的问题,可将积分面设

置在声源内部的虚拟面上,即可避免奇异积分的处

理,这种方法被称为波叠加法(Wave
 

superposition
 

approach,
 

WSA)
 [7-9].该方法在求解声源外部辐

射声场时,需要对虚拟面进行单元离散.当离散单

元数量较多、求解规模较大时,计算效率较低.若用

单极子点源替代离散单元的辐射声场,可得到无需

积分计算的等效源法(Equivalent
 

source
 

method,
 

ESM)
 [10].但该方法是对单元辐射声场的过度简

化,在面源简化为点源的过程中,始终存在较大积

分近似误差,一定程度上影响了计算精度[11].
  

针对以上问题,本文利用球 Hankel函数与球

谐波函数乘积的加权和构造一种波函数,替代波叠

加法中Green函数在单元区域的积分,避免在求解

声源外部辐射声场中复杂的积分计算.受仿生复合

材料三角形缝合结构启发[12],由于三角形单元拥

有更好的形状逼近性,可以更好地描述复杂的几何

结构.以平面三角形单元为例,推导了替代平面三

角形单元积分声场一般形式和内推形式波函数,对
比了两种波函数与直接积分计算平面三角形单元

外部声场的计算精度和计算效率.

1 平面三角形单元波函数的构造

1.1 离散形式的波叠加积分方程
  

由波叠加法积分方程可知,声源外部声场可由

置于其内部虚拟面S'上分布的等效源辐射的声场

叠加得到:
 

p(r)=∬
S'

q(rE)G(r,rE)dS'(rE) (1)

其中,p(r)为振动体外部场点r处的声压,q(rE)

为虚拟面上rE 点的源强;G(r,rE)为自由空间

Green函数:

G(r,rE)=e
ik r-rE /4πr-rE  (2)

其中,r-rE 表示源强点rE 与场点r之间的距

离,k为波数,i= -1.
  

若将虚拟面S'进行离散,可得到M 个节点单

元S'
i ,式(1)可写为:

p(r)=∑
M

i=1∬S'qi(rE)G(r,rE)dS'(rE) (3)

其中,qi(rE)表示第i个单元的源强,若S'
i 足够

小,单元源强qi(rE)可近似为常数,此时可得:

p(r)=∑
M

i=1
qi(rE)∬

S'

G(r,rE)dS'(rE) (4)
  

由式(4)可知,要计算声源外部辐射声场,需

要根据场点r的位置进行多次积分,当单元数目较

多时,辐射声场的计算效率较低.为提高计算效率,

等效源法将上式中单元积分近似为格林函数,即令

∬
S'

G(r,r')dS'(r')≈G(r,r').该方法虽然提高了

计算效率,但由于对物理模型过度简化,始终存在

较大的积分误差,一定程度上影响了计算精度.为

此,本文提出构造一种等效波函数代替波叠加法中

Green函数在单元区域的积分,并以适用范围最广

的平面三角形单元为例,详细推导了单元积分等效

波函数的构造.

1.2 平面三角形单元一般形式波函数构造
  

在离散边界积分方程时,平面三角形单元具有

网格划分灵活等特点,所以被广泛使用.本节以平

面三角形单元为例,分析三角形单元等效波函数具

体构造方法.
  

如图1所示,在球坐标系下考虑单元积分.该

单元积分表示一个空间声场,假设该积分可以用一

个无需积分的函数K(r,θ,ϕ)来表示:
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K(r,θ,ϕ)=∬
S

G(r,r')dS(r') (5)

其中,r为场点坐标,r'为单元上的点坐标,r为三

角形单元中心点ξ到场点r的距离,θ为r与z轴正

方向之间的夹角,ϕ 为r与x 轴正方向逆时针方向

的夹角,S 为三角形单元所在区域.

图1 三角形单元球坐标示意图

Fig.1 Schematic
 

diagram
 

of
 

spherical
 

coordinates
 

of
 

triangular
 

elements

利用 Helmholtz方程在球坐标系下的解将

K(r,θ,ϕ)展开为如下波函数形式:

K(r,θ,ϕ)=∑
�

n=0
∑
n

m= -n
Cnmh

(1)
n (kr)Ym

n(θ,ϕ) (6)

其中,Cnm 为展开系数,h(1)
n (kr)为第一类球Han-

kel函数,Ym
n(θ,ϕ)为不同阶次的球谐函数,它可

以表示为:

 Ym
n(θ,ϕ)=

(2n+1)(n-m)!
4π(n+m)! Pm

ncos(θ)eimϕ

(7)
其中,m 和n为球谐函数的阶数,其中n=0,1,…,

∞,m =-n,…,n;Pm
ncos(θ)为连带的 Legendre

函数.

由于 单 元 积 分∬
S

G(r,r')dS(r')与 波 函 数

K(r,θ,ϕ)均满足 Helmholtz方程和Sommerfeld
辐射条件,则由微分方程的定解理论可知,只要两

者在某个边界上等效,它们在整个空间中的声场分

布都等效.为求解展开系数Cnm,在三角形单元外

部任选一个半径为r=R 的球形人工边界,利用球

谐函数的正交性可得到:

Cnm =
1

h(1)
n (krR)∫

2π

0∫
π

0
f(rR,θR,ϕR)Y

-m
n(θR,

  ϕR)sinθRdθRdϕR (8)

其中,Y-m
n(θR,ϕR)为Ym

n(θR,ϕR)的复共轭.f(rR,

θR,ϕR)为该人工边界上的声场分布:

f(rR,θR,ϕR)=∬
S

G(rR,r')dS(r') (9)
  

由于式(9)的积分边界S 为任意平面常数三

角形,不便于积分,现对任意三角形进行坐标变换,

使得xy 坐标下的三角形单元在参数坐标系ηξ 下

变为直角边长为1的等腰直角三角形,如图2所

示,图中两三角形对应的单元节点编号均记为1,

2,3,式(9)变为:

 f(rR,θR,ϕR)=∫
1

0∫
1-η

0
G(rR,ξ,η)|J(ξ,η)|dξdη

(10)

其中,J(ξ,η)为雅可比矩阵,对于三角形单元,

|J(ξ,η)|=2A,A 为变换前三角形单元的面积.

图2 任意平面三角形单元及其坐标变换

Fig.2 Arbitrary
 

planar
 

triangular
 

element
 

and
 

its
 

coordinate
 

transformation

将式(9)代入式(8)中,可求得展开系数Cnm

为:

 Cnm =
2A

h(1)
n (krR)∫

2π

0∫
π

0∫
1

0∫
1-η

0
G(rR,ξ,η)

  Y-m
n(θR,ϕR)sinθRdηdξdθRdϕR (11)

  

为便于后文分析,令C
-

nm =Cnmh
(1)
n (krR),可

得波函数的具体表达式:

 K(r,θ,ϕ)=∑
�

n=0
∑
n

m= -n
C
-

nm
h(1)

n (kr)
h(1)

n (krR)
Ym

n(θ,ϕ)(12)
  

由于式(12)的人工边界为任意选取,本文将该

式构造的波函数称为三角形单元一般形式波函数.
但由式(12)可知,形成波函数时需计算四重积分,
较为复杂,计算效率不高.

1.3 平面三角形单元内推波函数构造

由于理论上人工边界位置可任意选取,当其半

径rR 远大于单元尺寸时,可利用格林函数远场近

似表达式获得单元积分∬
S

G(rR,r')dS(r')的解析

表达式,进一步简化展开系数Cnm ,以此提高波函
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数构造效率.若将人工边界设于远场,人工边界半

径rF 远大于单元尺寸,此时格林函数的远场近似

表达式为:

G(rF,r')=e
-ikrFeiksinθ(x'cosϕ+y'sinϕ)/(4πrF)(13)

其中,x',y'表示平面三角形单元上点的坐标.
为简化单元积分,对平面三角形常数单元进行

坐标变换,如图2所示.记σ=[cosθ,sinθ],[T1,

T2]=
x1-x3,x2-x3

y1-y3,y2-y3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,B =

x3

y3  ,其中x1,

y1,x2,y2,x3,y3 为三角形单元节点在xy 平面下

的坐标,变换至参数坐标系ηξ 下得到远场格林函

数表达式:

G(rF,r')=e
iksinθ(σ·T1ζ+σ·T2η+σ·B)/4πrF  (14)

  

将式(14)代入式(10),可得:

f(rF,θF,ϕF)=α∫
1

0∫
1-η

0
eβξ+γηdξdη (15)

其中,α=
Ae

-ik[rF-sinθσB)]

2πrF
,β=iksinθ(σ·T1),γ=

iksinθ(σ·T2).根据参数取值的不同,f(rF,θF,

ϕF)的积分结果如表1所示.

表1 f(rF,θF,ϕF)在参数不同取值的积分结果

Table
 

1 Integration
 

results
 

of
 

f(rF,θF,ϕF)
 

under
 

different
 

parameter
 

values
f(rF,θF,ϕF)

sinϕ=0
α
2

β=0
α(eγ -1-γ)

γ2

γ=0
α(eβ-1-β)

β
2

β-γ=0 α(eβ-(eβ-1)/β
β

βγ(β-γ)≠0 α(β-γ+γeβ-βe
γ)

βγ(β-γ)
  

将式(15)代入式(8),得到远场人工边界波函

数的展开系数Cnm :

Cnm =
1

h(1)
n (krF)∫

2π

0∫
π

0
f(rF,θF,ϕF)Y

-m
n(θF,

  ϕF)sinθFdθFdϕF (16)
 

将式(16)代入(6)得到远场人工边界波函数:

KF(r,θ,ϕ)=∑
�

n=0
∑
n

m= -n
C
-

nm
h(1)

n (kr)
h(1)

n (krF)
Ym

n(θ,ϕ)(17)

其中,C-nm =Cnmh
(1)
n (krF).

  

由于式(17)的人工边界选为远场,本文将其称

为三角形单元内推波函数.式(17)将展开系数由式

(12)的四重积分简化为二重积分,进一步地了计算

效率.

2 数值仿真
  

任意选取一个三角形单元的质心为原点,记三

角形所在平面为xy 平面,建立直角坐标系.该三角

形单元的顶点坐标分别为(-0.0433m,-0.0250m,

0m)、(-0.0132m,0.0816m,0m)、(0.0566m,

-0.0566m,0m),最长边长L=0.0826m.近场人

工球面半径为1.5L,远场人工球面半径为105L,
计算的声场球面半径为2L,计算的场点数量为1.
44×105 个.

  

为保证计算结果的精度,当划分的单元为三角

形常数单元时,每个声波波长一般包含3~4个声

学单元,也就是说,单元的最大边长L 应满足π/2

≤kL ≤2π/3的条件.需要注意的是,波函数最高

阶数的选择对计算结果影响很大.图3为中各阶波

函数对应的重建声压相对误差,其中,相对误差由

下式计算:

Error=
‖pn -p‖2
‖p‖2

×100% (18)

其中,pn 为第n 阶波函数重建声压向量,p 为解析

声压向量.
  

为了验证本文所构造的两种波函数的准确性,

图3 不同波函数对应的计算声压相对误差
Fig.3 The

 

relative
 

error
 

of
 

calculated
 

sound
 

pressure
 

corresponding
 

to
 

different
 

wave
 

functions
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表2 kL 分别为π/2、2π/3、π时两种波函数与直接积分计算声压对比

Table
 

2 Comparison
 

of
 

two
 

wave
 

function
 

and
 

direct
 

integration
 

calculation
 

sound
 

pressure
 

when
 

kL
 

is
 

respectively
 

π/2、2π/3、π
直接积分 一般形式波函数 内推波函数

kL =π/2

kL =2π/3

kL =π

如表3所示,ϕ=π/2时,本文构造的波函数与直接

积分单元直接积分在kL 分别为π/2、2π/3、π的情

况下的拟合图像与相对误差.从表中可以看出,在

kL 分别为π/2、2π/3、π的情况下,两种波函数与直

接积分计算的声场高度拟合,相对误差均低于0.3
 

%,证明了波函数的计算精度非常高.

表3 kL=π/2时两种波函数与直接积分计算声场CPU耗时

Table
 

3 Two
 

types
 

of
 

wave
 

functions
 

and
 

direct
 

integration
 

calculation
 

of
 

sound
 

field
 

CPU
 

time
 

at
 

time
 

kL =π/2
直接积分 一般形式波函数 内推波函数

求展开系数时长/s 0.4413 0.0510

求场点声压时长/s 0.1104 0.0205 0.0205

总时间/s 0.1104 0.4618 0.0715
  

为了进一步验证本文构造的两种波函数的计

算效率,如表3所示,ϕ=π/2时,两种波函数与直

接积分计算场点声压的CPU耗时(计算场点声压

均采用for循环).从表中可以看出,由于一般形式

波函数的展开系数较为复杂,求解展开系数耗时较

大,所以导致计算声压的总时长超过直接积分.但
是,当求出展开系数后,波函数的计算声压效率约

为直接积分的6倍.当采用远场人工边界构造的内

推波函数计算单元外部场点声压时,求解展开系数

的时间大幅度缩短,即便加上计算展开系数的时

间,波函数计算声压的总时长也低于直接积分.

3 结论
  

针对波叠加法在求解声源外部辐射声场时,需
要对所有离散单元进行数值积分计算导致计算效

率较低,而等效源法由于过度简化单元始终存在较

大的积分近似误差.受仿生复合材料三角形缝合结

构启发,本文提出用更符合实际声源的三角形单元

将替换单极子点源,并利用Helmholtz方程在球坐

标系下的解构造一种高度近似单元积分的波函数.
本文详细推导了平面三角形单元波函数的一般形

式和内推形式,并对比了两种波函数与直接积分计
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算声场的精度和效率.结果表明,波函数与直接积

分计算的声场拟合得非常好,计算精度在99.5%
以上,并且两种波函数的计算效率都高于直接积

分,其中内推波函数计算声场的速度约为直接积分

的6倍.
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