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高阶 Maggi方程的Birkhoff化及其辛算法∗

薛冰　解加芳†　张可心
(北方工业大学 理学院,北京　１００１４４)

摘要　针对非完整系统的高阶 Maggi方程,在满足一定的条件时,可以对其进行 Birkhoff化．通过构造生成

函数,利用Birkhoff广义辛算法对其进行数值仿真．仿真结果和传统的 RungeＧKutta算法结果相比较,BirkＧ

hoff广义辛算法在长期跟踪后更加准确．

关键词　非完整系统,　Maggi方程,　Birkhoff辛算法

中图分类号:O３１６ 文献标志码:A

BirkhoffizationofHigherＧOrderMaggiEquationandItsSymplecticAlgorithm∗

XueBing　XieJiafang†　ZhangKexin
(CollegeofScience,NorthChinaUniversityofTechnology,Beijing　１００１４４,China)

Abstract　ForthehighＧorderMaggiequationofnonholonomicsystems,whenitmeetscertaincondiＧ
tions,theMaggiequationcanbetransformedintoaBirkhoffiansystem．Byconstructingthegenerating
function,thesystemisinvestigatednumericallyusingthesymplecticgeometricalgorithmoftheBirkhofＧ
fiansystem．Compared withtheaboveＧmentionedalgorithm withtheclassicalRungeＧKutta method,
BirkhoffiansymplecticschemeisveryaccurateinalongＧtermtracing．
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引言

非完整系统是一类受到不可积微分约束的动

力学系统[１],广泛应用于场论、机电动力系统、控制

理论、工程科学等领域[２]．２０世纪８０年代我国学者

梅凤翔研究了带参数约束的一类可控系统[３]、变质

量非完整约束系统．Maggi在１８９６年推广了拉格

朗日第二类方程[４],对线性非完整约束系统得到一

类动力学方程,后人称为 Maggi方程[５],这些方程

后来被推广到非线性非完整系统[６]．Maggi方程是

力学系统[７]各大运动方程的中间产物,对研究非完

整系统的运动具有重要意义．

Birkhoff动力学理论是 Hamilton动力学的自

然推广,它是包括齐次 Hamilton系统和非齐次

Hamilton系统的更一般动力学理论,是最一般辛

结构的局部实现,只有Birkhoff系统与一般辛几何

结构之间才有一一对应关系．因此 Birkhoff系统动

力学[８]的研究对于完善和深化分析力学的理论体

系具有重要意义,尤其是对于非齐次 Hamilton动

力学系统的几何结构分析具有重要应用价值[９]．本

文针对非完整系统高阶 Maggi方程,在其满足一

定条件下,将其进行Birkhoff化.并通过一个算例

验证上述理论分析的正确性,再分别采用 RungeＧ

Kutta方法 和 Birkhoff辛 算 法 对 其 进 行 数 值 计



第１期 薛冰等:高阶 Maggi方程的Birkhoff化及其辛算法

算[１０],并将数值结果进行比较,给出Birkhoff辛算

法在长时计算时的优越性．

１　高阶非完整系统 Maggi方程的Birkhoff化

设力学系统的位形由n 个广义坐标qs(s＝１,

,n)确定,系统受有g 个理想m 阶非完整约

束[１１]

q
(m)

ε＋β ＝φβ(qs,q

s,,qs

(m－１),qσ
(m),t) (１)

其中

β＝１,,g;ε＝n－g;σ＝１,,ε;

s＝１,,n;m＝０,１,２,
æ

è
ç

ö

ø
÷

根据d’AlembertＧLagrange原理可以导出 Maggi
形式为:

d
dt

∂T
∂q


σ
－

∂T
∂qσ

－Qσ ＋∑
g

β＝１

d
dt

∂T
∂q


ε＋β

æ

è
ç －

　 ∂T
∂qε＋β

－Qε＋β
ö

ø
÷
∂φβ

∂qσ
(m)＝０

(σ＝１,,ε) (２)

式中Qσ 为广义力,T 为系统动能．
令

fs(qk,q

k,qk,t)＝

d
dt

∂T
∂q


s
－

∂T
∂qs

－Qs

aβσ(qs,q

s,,qs

(m－１),qν
(m),t)＝

∂φβ

∂qσ
(m)

(ν＝１,,ε;　k＝１,．．．,n) (３)

则方程(２)有形式

∑
g

β＝１
fε＋βaβσ ＋fσ ＝０ (４)

当m＝２时,方程(１)是二阶非完整的．如果

∂φβ

∂qσ
不含qs ,则方程(４)对qs 是线性的,否则是非

线性的．由式(４)可以解得

qs ＝hs(qk,q

k,t)(s,k＝１,,n) (５)

约束对初始条件的限制为:

q０ε＋β ＝φβ(q０
s,q

０
s,q０s,t０)(β＝１,,g) (６)

当m ＞２时,依赖于
∂φβ

∂qσ
(m)的形式,方程(４)的

阶可由２ε到mε．如果广义坐标对时间t的高阶导

数是l(０≤l≤m),那么将方程(４)对t求 (m－２)

次导数 (l≤２)或 (m－l)次导数 (l≥２),其阶将

变成mε,由所得方程可以解得[１２]

q
(m)

s ＝hs(qk,q

k,,qk

(m－１),t)　(m ＞２) (７)

约束对初始条件的限制为:

q
(m)０

ε＋β ＝φβ(q０
s,,q

(m)０
s,t０)　(β＝１,,g)

(８)
将式(７)化为标准一阶形式,令

xs ＝qs,xn＋s ＝q

s,,x(m－１)n＋s ＝qs

(m－１)

(s＝１,,n)(９)

则式(７)可以写成形式

aν ＝σν(ν＝１,２,,mn) (１０)
其中

aν ＝xν,σs ＝xn＋s,,

σ(m－２)n＋s ＝x(m－１)n＋s,

σ(m－１)n＋s ＝hs(s＝１,,n) (１１)
为将式(１０)表为 Birkhoff形式,其阶必为偶

数[９],即mn＝２N ,如果mn为奇数２N－１,可增加

一个方程

a０＝１(a０＝t) (１２)
使其成为偶阶．从而,要使高阶非完整系统的

Maggi方程可表示成Birkhoff形式

∑
２N

ν＝１

(∂Rν

∂aμ －
∂Rμ

∂aν
)aν －(∂B

∂aμ ＋
∂Rμ

∂t
)＝０

(μ＝１,,２N) (１３)

即要求满足

∑
２N

ν＝１

(∂Rν

∂aμ －
∂Rμ

∂aν
)σν(t,a)＝

∂B
∂aμ ＋

∂Rμ

∂t
(μ＝１,,２N) (１４)

设式(１０)的２n 个第一积分Iμ(t,a)彼此无关,即

I
μ(t,a)＝

∂Iμ

∂t ＋
∂Iμ

∂aνa
ν ＝

∂Iμ

∂t ＋
∂Iμ

∂aνσ
ν ＝０

(μ＝１,,２n) (１５)

det(∂I
μ

∂aν
)≠０ (１６)

根据 Hojman方法,则式(１４)的 Birkhoff函数组

Rμ 由下式确定

Rμ(t,a)＝∑
２n

α＝１
Gα

∂Iα

∂aμ
(１７)

Birkhoff量B 为:

B(t,a)＝－∑
２n

α＝１
Gα

∂Iα

∂t
(１８)

其中Gα 需满足条件

det
∂Gμ

∂Iν －
∂Gν

∂Iμ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠０ (１９)

２　Maggi方程的广义辛差分格式

根据Birkhoff系统的对称性,一个协变的非自治

３２
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的一阶方程在流形R×T∗R２n 的某一星形区域R~ ∗

上是对称的充要条件是,它具有Birkhoff形式,即

∑
２N

ν＝１
Kμν(z,t)dzv

dt ＋Dμ(z,t)＝∑
２N

ν＝１

∂Rν

∂aμ

æ

è
ç －

　
∂Rμ

∂aν
ö

ø
÷aν －

∂B
∂aμ ＋

∂Rμ

∂t
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è
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ø
÷ (μ＝１,,２N)

(２０)

其中

Kμν(z,t)＝
∂Rν

∂aμ －
∂Rμ

∂aν

Dμ(z,t)＝－
∂B
∂aμ ＋

∂Rμ

∂t
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

dzv

dt ＝aν (２１)

假定方程组(２０)的一种离散可以记为:

K(zi,ti)∂i
tzi＝[ÑzS(zi,ti)]i＋

　[∂tR(zi,ti)]i (２２)

∂i
t 代表∂t 在第i点的离散,此离散决定一个离散的

相流zi＋１＝Φ(zi,ti)．
式(２２)称为式(２０)的一个离散格式,如果它决

定的格式Φ 保持离散的K(z,t)辛格式,即

∂ΦT

∂zi
K(zi＋１,ti＋１)

∂Φ
∂zi

＝K(zi,ti) (２３)

假设Kμν ,Dμ 由式(１７),式(１８)和式(２１)确定．此
时根据秦孟兆,苏红玲等人的方法尝试构造此方程

的广义辛算法．存在一个含有t参数的梯度映射ω^

＝f(ω,t,t０),并可以得到

dω^

dt＝－AαK－１Dμ ＋
∂α１

∂t
(２４)

以及

dω
dt＝－CαK－１Dμ ＋

∂α２

∂t
(２５)

其中ω,ω^ ,α１,α２,Aα,Cα 由R４n 上到自身的可逆映

射及其映射的Jacobi矩阵得到．
此映射为:

α(t,t０):
z~

z

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ →

ω~

ω

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＝

α１(z~,z,t,t０)

α２(z~,z,t,t０)

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

(２６)

式(２６)的Jacobi矩阵为:

α∗ (z~,z,t,t０)＝
Aα Bα

Cα Dα

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (２７)

映射α 要满足

αT
∗J

~
４nα∗ ＝

K(z~,t) ０

０ －K(z,t０)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (２８)

其中

J~４n ＝
J２n ０

０ －J２n

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

J２n ＝
０ In

－In ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

当K 与z无关时,根据式(２７)和式(２８)可以得到

AT
αJ２nAα －CT

αJ２nCα ＝K(t)

AT
αJ２nBα －CT

αJ２nDα ＝０

BT
αJ２nCα －DT

αJ２nCα ＝０

BT
αJ２nBα －DT

αJ２nDα ＝K(t０) (２９)

且需满足下面的截面条件

CαM ＋Dα ≠０
设Bα ＝Cα ＝０,则式(２９)可成

AT
αJ２nAα ＝K(t)

－DT
αJ２nDα ＝K(t０) (３０)

设Aα ＝
m１ m２

m３ m４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,K(t)＝

k１ k２

k３ k４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,考虑到

K(t)为反对称矩阵,则k２＝－kT
３,并且k１,k４ 两个

子矩阵也为反对称矩阵．
由式(３０)可以得到

　
－(mT

１m３)T ＋mT
１m３ －mT

３m２＋mT
１m４

－mT
４m１＋mT

２m３ －(mT
２m４)T ＋mT

２m４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝
k１ k２

k３ k４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (３１)

由于K(t)已经被式(１７)和式(２１)确定,可以求出

Aα．同理可得Dα ．因此ω,ω^ ,α１,α２,Bα,Cα 都能给

出．
生成函数ϕ(ω,t,t０)＝α(t,t０),可以构造广

义Birkhoff辛差分格式．当步长τ ＞０足够小的时

候,取

ψ
(m)
ω (ω,t０＋τ,t０)＝∑

m

i＝０
τiϕ

(i)
ω (ω,t０),

(m＝１,２,) (３２)

那么ψ
(m)
ω (ω,t０＋τ,t０)就定义了一个有m 阶精度

的K(z,t)辛离散格式,使得

z＝zk →zk＋１＝z~

α１(zk＋１,zk,tk＋１,tk)

　＝ψ
(m)
w [α２(zk＋１,zk,tk＋１,tk),tk＋１,tk] (３３)

３　算例

假设某一力学系统的位形由２个广义坐标

４２
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q１,q２ 确定,其系统动能为

T＝
１
２ q

２
１ ＋q

２
２( ) (３４)

且该系统受到１个２阶非完整约束:

q２＝２q

１－tq１ (３５)

为了计算简便,取广义力Q１＝０,Q２ ＝４q

１,则由式

(２)给出该系统的 Maggi方程为:

(１＋t２)q１＋２tq

１＝０ (３６)

显然式(３６)有解:

q１＝１－arctan(t)

q２＝－３tarctan(t)＋２ln(t２＋１)＋t
由此可以构造Birkhoff函数Rμ,B 如下[１１]:

R１＝I４＝a２－ta４＋
t２

t２＋１－２ln(t２＋１)

R２＝０

R３＝I２－tI４＝a４＋３arctan(t)－
t

t２＋１－

　t[a２－ta４＋
t２

t２＋１
２ln(t２＋１)]

R４＝０

B＝－
２t２

(１＋t２)２a
２＋[２ln(t２＋１)－{

　 t２

t２＋１
]a３－

２t３＋２t
(１＋t２)２a

４－a２a３＋ta３a４－

　 ４t２

(１＋t２)２ln
(１＋t２)－

６t
(１＋t２)２ ＋

　２t４＋２t２

(１＋t２)３}
从而将该系统的 Maggi方程可以Birkhoff化:

　　

０ －１ ０ t
１ ０ －t ０

０ t ０ －１－t２

－t ０ １＋t２ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

－
１

(t２＋１)

－３arctan(t)＋
t

t２＋１＋１

２t
(１＋t２)２

－
４t２＋２
(１＋t２)２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

＝

３arctan(t)－
５t３＋３t
(t２＋１)２ －１

２t２

(t２＋１)２

－３tarctan(t)＋
５t２＋２
t２＋１ ＋t

３t
t２＋１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

结合式(２４)和式(２５),我们可以确定生成函数

ϕ(ω,t,t０),之后采用上述的Birkhoff广义辛算法

式(３２),得到此 Birkhoff系统的二阶 K(z,t)离

散格式[１１Ｇ１３]．

图１　二阶 RungeＧKutta算法相对误差

Fig．１　RelativeerrorofsecondorderRungeＧKuttaalgorithm

对该题采用二阶 K(z,t)算法和二阶 RungeＧ

Kutta算法进行计算．在计算过程中,先取如下初

值:q１＝１,C１＝C２＝１,取步长τ＝０．０１．并通过比较

两种数值方法计算所得数值解和解析解q１ ＝１－
arctan(t)之间的相对误差来说明两种数值方法的

差别．

图２　Birkhoff辛算法相对误差

Fig．２　RelativeerrorofBirkhoffsymplecticalgorithm

对比图１和图２可以看出,RungeＧKutta方法

在长期跟踪后与解析解有着大幅度的相对误差,而

Birkhoff辛算法则相对误差非常的小．因此,BirkＧ
hoff辛算法结果更加精确．

４　结论

本文对一定条件下的非完整系统的高阶 MagＧ

５２
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gi方程(２)先进行了 Birkhoff化,得到广义 BirkＧ

hoff方程(１３),并针对该方程,应用 Birkhoff广义

辛差分格式与传统 RungeＧKutta算法分别进行计

算,比较两种算法,最后得出 Birkhoff广义辛差分

算法在求解非完整系统高阶 Maggi方程中更加优

越．
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