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多移动机械臂系统动力学建模以及稳定性分析∗

闵熔祺　张舒†

(同济大学 航空航天与力学学院,上海　２０００９２)

摘要　随着社会生产力的发展和发展需求的提高,移动机械臂凭借着自身优势,受到学术界和工业界的广

泛关注．但在许多工作场景下,单个移动机械臂有着自由度数以及载荷的限制,无法顺利完成任务．为了更好

地满足任务需求,多移动机械臂系统应运而生．在上述工业背景下,本文建立了多移动机械臂系统的动力学

模型,并针对该动力学方程进行了稳定性分析．首先通过拉格朗日方程建立单个移动机械臂的动力学方程,

将多体动力学软件仿真结果同动力学模型数值计算结果进行对比,验证了模型的正确性．随后联立多个移动

机械臂的动力学方程和操作对象的动力学方程,得到封闭形式的多移动机械臂系统的动力学方程．再利用关

节位置误差和速度误差设计李雅普诺夫函数,通过反步法获得了关节力矩的控制律．最后在多体动力学软件

仿真中,察看轨迹是否能跟踪上期望信号来检验控制律的有效性．
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Abstract　Withthedevelopmentofsocialproductivityandtheincreasingdemandsofsociety,mobilemaＧ
nipulatorshaveattractedextensiveattentionfromacademiaandindustryduetotheiradvantages．HowＧ
ever,inmanyworkscenarios,asinglemobilemanipulatorhaslimiteddegreesoffreedomandpayload
capacity,leadingtotheemergenceofmultiＧmobilemanipulatorsystems．ThispaperestablishesthedyＧ
namicmodelofamultiＧmobilemanipulatorsystemandconductsstabilityanalysisonthedynamicequaＧ
tions．Firstly,thedynamicequationofasinglemobilemanipulatorisestablishedusingtheLagrangeeＧ
quations．Thecorrectnessofthemodelisverifiedbycomparingtheresultobtainedfrom multiＧbodydyＧ
namicssoftwarewiththenumericalcalculationresultofthedynamicsmodel．Subsequently,thedynamic
equationsofmultiplemobilemanipulatorsandthedynamicequationsofthemanipulatedobjectarecomＧ
binedtoobtaintheclosedＧformdynamicequationsofthemultiＧmobilemanipulatorsystem．Then,aLyaＧ
punovfunctionisdesignedbasedonjointpositionerrorandvelocityerror,andacontrollawforjoint
torquesisobtainedusingthebacksteppingmethod．Finally,inthesimulationusingmultiＧbodydynamics
software,theeffectivenessofthecontrollawisexaminedbycheckingwhetherthetrajectorycantrack
thedesiredsignal．
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引言

随着人类社会的进步与科学技术的发展,机器

人越来越广泛地被应用到工业、医疗、军事等领域．
近年来,机械臂在工业领域中代替人类完成了大量

重复性工作,提高了工作效率与质量的同时还降低

了成本[１]．传统的固定机械臂目前存在着工作范围

有限、灵活性差等缺点,不能适应日益复杂的工作

环境,工作效果也越来越难以满足一些特殊的任务

需求．因此,灵活性更强的移动机械臂得到了行业

越来越多的关注．
移动机械臂凭借其灵活性[２,３]可以满足多样

化的任务需求:不仅可以在制造业工厂、物流和仓

储环境中大显身手,还可以在农业生产、医疗保健

以及建筑和施工等等环境中发挥一定的作用,另外

在一些危险、恶劣等人类无法参与行动的环境中也

能够顺利完成作业,充分说明了这种同时具备移动

能力和作业能力的机器人系统的应用价值．因此移

动机械臂技术近年来受到了学术界和工业界的广

泛关注,其研究属于多学科交叉的前沿课题．随着

科学技术的发展,移动机械臂逐渐向智能化方向靠

拢,越来越多地出现在非制造业领域中[４Ｇ６],同时也

为在更多领域中满足更多需求而不断地发展[７]．
目前的工业环境中,单个机械臂可能由于自身

载荷以及自由度的限制无法顺利完成一些难度较

大的工作任务．这类情况下需要用到多个移动机械

臂协同合作,于是多移动机械臂协作系统便应运而

生．多个机械臂之间相互协调相互配合,可以合力

完成搬运大型物体等单个移动机械臂所无法完成

的任务[８],另外值得注意的是:虽然多个机械臂之

间的协调与竞争、分工与合作使得系统更加复

杂[９],但相比于单机械臂系统,多机械臂系统的冗

余性和平行性可以提高系统的容错和鲁棒性[１０]．
自上世纪以来,多移动机械臂系统的建模与控

制研究逐渐成为全球机器人研究领域的热点问题

之一．Unseren等[１１]在三维工作空间中,建立了两

个有n 个关节的机械臂夹持刚性物体的链式运动

动力学模型和控制体系,确定了动力学约束和运动

学约束,并结合机械臂的运动方程,得到整个系统

在关节空间的动力学模型．Kreutz等[１２]给出了多

个刚性连杆机械臂刚性抓取刚体的动力学方程．

Tanner等[１３]基于 Kane方法建立了多移动机械臂

携带同一可变形物体系统的动力学方程,并将移动

平台的非完整约束纳入到动力学方程中．Hayati[１４]

将位置与力混合控制理论推广到了多臂协作机器

人中,对运动约束下的多臂系统动力学进行了开创

性的研究;稳定性分析是设计机械臂必不可少的一

环,可以在保证机械臂的安全性、提高工作效率、优

化设计、提高可靠性等方面带来很多优势[１５]．张少

辉等[１６]针对多机械臂在共同吊运的工作环境下,

利用力－角稳定性判据对多臂系统的倾覆稳定性

进行了分析．段斌[１７]自行研制了一款移动服务机器

人,并对机械结构静态和动态稳定性进行了分析,

使设计的机器人能够安全稳定的运行．
针对上述问题,本文希望建立多移动机械臂系

统的动力学建模,并对其进行稳定性分析与控制律

设计．本文首先建立单个移动机械臂的动力学方

程,再利用仿真软件以及数值软件的结果对比,对

模型的正确性进行验证．随后联立多个移动机械臂

动力学方程以及操作对象方程得到操作对象空间

下的封闭形式多移动机械臂系统的微分方程组．设

计李雅普诺夫函数,利用反步法设计控制律,最后

验证控制律的有效性完成稳定性分析．

１　多移动机械臂系统动力学建模

１．１　单移动机械臂动力学建模

对于单个拥有ni 个关节的固定机械臂,利用

改良 DＧH 参数法建立每一根连杆的坐标系,从而

得到连杆坐标系的坐标变换矩阵 １
０T,２１T,３２T, ．忽

略关节摩擦,利用坐标变换矩阵以及每根连杆的伪

惯性矩阵求得机械臂动能,并与势能一起代入拉格

朗日方程[１８]:

d
dt

∂L
∂q

－
∂L
∂q＝τ (１)

８０１
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其中L 为机械臂总动能与总势能之差,q∈ ℝn１ 为

机械臂各关节旋转角度,τ ∈ ℝn１ 为关节力矩．可

以得到机械臂的动力学方程:

M(q)q＋C(q,q)q ＋G(q)＝τ (２)

其中,M(q)∈ ℝn１×n１ ,C(q,q)∈ ℝn１×n１ 为科氏

力与速度相关阵,G(q)∈ ℝn１ 为重力阵．
单个移动机械臂的建模需在固定机械臂的基

础上,在世界坐标系和第一根连杆的坐标系间的坐

标变换中引入移动平台的坐标变换,使得:
１
０T＝B

０T∗１
BT (３)

那么,移动平台的３个自由度可以等效虚拟为机械

臂的自由度．在上述等效后,移动机械臂可以视为

相对移动平台固定的广义固定机械臂．此时,移动

机械臂的自由度数为关节数加上移动平台的自由

度数,即n１＋３,故此时q＝[q１,,qn,x,y,θ]T ,

这里依然使用q表示机械臂升维后的广义坐标．根

据上述的思想,单个移动机械臂可以沿用单个固定

机械臂的动力学建模过程．此时,质量阵 M(q)∈

ℝ(n１＋３)×(n１＋３) ,科氏力和离心力相关阵C(q,q)∈

ℝ(n１＋３)×(n１＋３) ,重力阵G(q)∈ ℝn１＋３ ．

１．２　动力学模型验证

为了确保建模过程的正确性,本文参考如图１
所示的机械臂,利用多体动力学仿真软件对与图１
相同构型与参数[１９]的机械臂进行仿真[２０]．

图１　ABBIRB１６００机械臂构型

Fig．１　ABBIRB１６００Robotarmconfiguration

对每个广义坐标设定初始值、初始速度、终止

速度,以及关节与移动平台所要到达的最终位置,

采用多项式给出参考轨迹,其中关节角度与移动平

台旋转角度最终值为π/２,x 与y 方向上位移最终

值为１米:

q１＝
３
２５

π
２t

２－
２

１２５
π
２t

３

q２＝
３
２５

π
２t

２－
２

１２５
π
２t

３

q３＝
３
２５

π
２t

２－
２

１２５
π
２t

３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(４)

x＝
１
５t

y＝
３
２５t

２－
２

１２５t
３

θ＝
３
２５

π
２t

２－
２

１２５
π
２t

３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(５)

在多体动力学仿真软件中对关节力矩添加PD
控制,设定 Kp ＝７５０００∗I,Kd ＝７５００∗I,其中

IKp＝７５０００∗I,Kd＝７５００∗I,其中I为六维单位

阵．另外,在数值计算软件中建立机械臂模型,同样

对力矩施加PD控制．最终将动力学模型数值计算

的结果与多体动力学软件仿真结果进行对比,如图

所示,其中横坐标为时间,单位为秒(s),纵坐标为

力矩,单位为牛顿米(Nm)．

图２　(a)关节２力矩对比　(b)关节３力矩对比

Fig．２　(a)Comparisonoftorqueofjoint２
(b)Comparisonoftorqueofjoint３

综上所述,可见１．１节中建立的单移动机械臂

９０１
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模型正确．

１．３　多移动机械臂系统动力学建模

第i个移动机械臂动力学方程:

Miqi＋Ciqi＋Gi＝τi－JT
emiFei (６)

其中,质量阵Mi ∈ ℝn×n 与qi 相关,科氏力和离心

力相关阵Ci ∈ ℝn×n 与qi 、qi 相关,重力阵Gi ∈

ℝn 与qi 相关,qi 是第i个移动机械臂的广义坐

标,τi 是关节空间下输入到关节的力矩,Jemi ∈

ℝ６×n 是末端执行器坐标系到关节空间的速度雅可

比矩阵,n＝n１＋n２,n１ 是机械臂关节数,n２ 是移

动平台的自由度数;Fei 为移动机械臂末端执行器

在末端执行器坐标系下所受到的力．
设系统共有l 个移动机械臂．现作出以下假

设:

(１)每一个机械臂构型、几何与物理参数完全

相同;

(２)机械臂末端执行器与操作对象刚性连接;

(３)操作对象为单刚体．
将所有单个移动机械臂动力学方程整合为以

下动力学方程组:

M
－
q＋C

－
q ＋G

－
＝τ－JTFe (７)

式中:

M
－

＝dig(M１,,Ml)∈ ℝnl×nl (８)

C
－
＝dig(C１,,Cl)∈ ℝnl×nl (９)

G
－
＝[GT

１,,GT
l ]T ∈ ℝnl (１０)

τ＝ τT
１,,τT

l[ ] T ∈ ℝnl (１１)

q＝ qT
１,,qT

l[ ] T ∈ ℝnl (１２)

Fe ＝ FT
e１,,FT

el[ ] T ∈ ℝ６l (１３)

J＝dig(Jem１,,Jeml)∈ ℝ６l×nl (１４)

再由拉格朗日方程得到操作对象动力学方程:

Mtqt＋Ctqt＋Gt＝ATFe ＝Ft (１５)

其中:

A＝ JT
ew１,,JT

ewl[ ] T ∈ ℝ６l×６ (１６)

Ft＝∑
l

i＝１
JT

ewiFei ∈ ℝ６ (１７)

Ft 为操作对象所受到机械臂末端执行器施加的合

力．Jewi 为第i个机械臂末端执行器坐标系到操作

对象坐标系的速度雅可比矩阵．Mt ,Ct ,Gt ,qt

分别为操作对象的质量阵、科氏力与离心力相关

阵、重力阵以及广义坐标．
式(３７)等式两边左乘 (AT)＃ ,(AT)＃ 为AT

的伪逆阵:

Fe ＝(AT)＃ [Mtqt＋Ctqt＋Gt] (１８)

通过末端速度分别与关节速度、操作对象质心

速度的变换:

qe ＝Jq＝Aqt (１９)

可得:

q ＝J＃Aqt (２０)

在本文中研究的移动机械臂为三轴机械臂,故

n１＝３,并假设没有任何一个机械臂处于运动学奇

异的状态,所以雅可比矩阵J 总是列满秩,所以

J＃ ＝(JTJ)－１JT 是J的左伪逆阵．再让等式(２０)左

右两边对时间求导得到:

q＝J＃Aqt＋(J


＃A＋J＃A

)qt (２１)

将式(１８)、(２０)、(２１)回代式(７)整理得到封闭

形式的微分方程组:

M
~
qt＋C

~
qt＋G

~
＝τ (２２)

式(２２)中 M
~

＝ M
－
J＃A ＋JT (AT)＃Mt ,C

~
＝

M
－ (J＃A


＋J＃A


)＋C

－
J＃A＋JT (AT)＃Ct ,以及G

~

＝G
－
＋JT (AT)＃Gt ．因此可以将一些适用于单机械

臂的控制方法应用于多移动机械臂系统．

２　多移动机械臂系统稳定性分析

２．１　稳定性分析及控制律设计

针对式(２２)动力学方程:

M
~
qt＋C

~
qt＋G

~
＝τ (２３)

令:

x１＝qt

x２＝x１
{ (２４)

设计李雅普诺夫函数:

V１＝
１
２e

Te (２５)

式中,e＝x１d－x１,x１d 为期望轨迹,等式(２５)两边

对时间求导:

V


１＝eTe＝eT(x１d －x２) (２６)

为令V


１ 保持负定,可以令:

x１d －x２＝－Kpe (２７)

其中Kp 正定．则:V


１＝－eTKpe≤０,其中等号只在

０１１
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位置误差为０时成立．
为使得式(２７)成立,设:

x２d ＝x１d ＋Kpe (２８)

式中,x２d 为x２ 的期望值．
令:

δ＝x２d －x２ (２９)

将式(２８)、(２９)代入式(２６)得到:

V


１＝eT(x１d －x２d ＋δ)

＝－eTKpe＋eTδ
(３０)

进一步设计李雅普诺夫函数:

V２＝
１
２e

Te＋
１
２δ

Tδ (３１)

等式(３１)两边对时间求导:

V


２＝eTe＋δTδ


(３２)

将式(３０)代入式(３２):

V


２＝－eTKpe＋δT(e＋δ

) (３３)

为使得V


２ 负定,可以令:

e＋δ

＝－Kdδ (３４)

只要Kd 正定,则:

V


２＝－eTKpe－δTKdδ ≤０ (３５)

等号只在位置误差与速度误差为０时成立．由式

(２３)、(２８)、(２９)可得:

δ

＝x２d －x２

＝x１d ＋Kpe－M
~ －１(τ－G

~
－C

~
x２) (３６)

将式(３６)回代入式(３４):

e＋x１d ＋Kp(x１d －x２)－

　M
~ －１(τ－G

~
－C

~
x２)＝－Kdδ (３７)

整理得到控制律:

τ＝M
~ {e＋qd ＋Kp(qd －qt)＋

　　Kd[(qd －qt)＋Kpe]}＋

　　G
~
＋C

~
qt (３８)

２．２　控制律验证

现在有一工作场景为两个机械臂协同搬运一

个物体．本文依然沿用与１．２节中相同构型的两个

机械臂,工作情形如图:

两个机械臂沿着y 轴正方向以０．５m/s的速

度移动,关节２按照规划的三次多项式函数形式的

轨迹运行,同时仿真中保持第三根连杆的水平姿态

不变化,对关节３轨迹也进行三次函数插值:

q１＝０

q２＝
３
２５

π
４t

２－
２

１２５
π
４t

３

q３＝－
３
２５

π
４t

２＋
２

１２５
π
４t

３

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(３９)

x＝０

y＝０．５t
θ＝０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４０)

图３　移动机械臂协同搬运物体

Fig．３　Twomanipulatorscarrytheobjectincoordination

图４　机械臂系统工作姿态

Fig．４　Workingattitudesofmanipulators

图５　１号机械臂关节２、２号机械臂关节３轨迹跟踪情况

Fig．５　Trajectorytrackingofjoint２ofNo．１manipulator
andjoint３ofNo．２manipulator

利用在多体动力学软件中给图３所示的两个机

械臂的关节２与关节３施加２．１节中设计的控制律．
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设定Kp ＝１０００∗I,Kd ＝１０００∗I,其中,I为六维

单位阵．得到仿真结果如图５、图６所示,图４为工作

结束后机械臂的姿态;图５展示的是联合仿真得到

的１号机械臂关节２和２号机械臂关节３的实际轨

迹;针对１号机械臂关节２和２号机械臂关节３,图６
(a)和图６(b)分别为这两个关节力矩仿真结果与数

值计算结果的对比．由于在多体动力学软件中引入

的控制律的重力阵、科氏阵以及质量阵比较复杂,所

以出现力矩在初始小段时间内未收敛的现象．

图６　(a)１号机械臂关节２力矩对比;(b)２号机械臂关节３力矩对比

Fig．６　(a)Comparisonoftorqueofjoint２ofNo．１manipulator;
(b)Comparisonoftorqueofjoint３ofNo．２manipulator

图７　１号机械臂关节２、２号机械臂关节３轨迹跟踪情况
Fig．７　Trajectorytrackingofjoint２ofNo．１manipulator

andjoint３ofNo．２manipulator

另外,设定Kp＝１０００∗I,Kd＝－５∗I,其中,

I为六维单位阵．根据２．１节控制律的推导过程中

得到的结论:只有当Kp 与Kd 正定时才能保证系

统是渐进稳定的．结合得到的仿真结果如图７所

示,可以看出当Kp 正定而Kd 负定时,两个关节并

没有跟踪上关节轨迹甚至产生了在t＝１．４２８s时发

散而导致计算崩溃的后果．此时,我们认为系统与

受到负阻尼作用的系统类似,其响应不会收敛于平

衡状态．
综合以上计算结果验证了２．１节所设计的控

制律的有效性．

３　总结与展望

本文利用动力学建模和李雅普诺夫直接法对

多移动机械臂系统的稳定性进行了分析．首先建立

单个移动机械臂的动力学模型并利用了多体动力

学仿真软件与数值计算软件对模型进行验证,随后

利用速度变换整合了多个移动机械臂和操作对象

的动力学方程,得到了在操作对象坐标系下的封闭

形式的微分方程,在此基础上通过反步法设计了控

制律．最后再次利用仿真软件和数值软件验证了控

制律的有效性．
在后续工作中,将会引入关节摩擦继续进行研

究,并且在本文基础上增加系统中移动机械臂的数

量、改进机械臂与操作对象交互的方式以方便研究

的推进．另外,在工业领域中移动机械臂往往需要

舍弃一定的质量与刚度,所以移动机械臂的柔性问

题同样是一个值得探索的领域．
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