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无人机集群的微分平坦性与编队控制研究∗
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摘要　本文研究了无人机集群的微分平坦性,给出了相对运动的微分平坦映射,并以此为基础设计了分布

式编队控制器．运动规划方面,通过求解受约束的优化问题,实时生成期望编队轨迹和编队构型．运动控制方

面,采用微分平坦映射将运动指令映射为每架无人机的期望状态和控制输入,而后利用局部误差反馈设计

分布式编队控制器跟踪期望运动轨迹．针对群体运动的稳定性问题,本文运用李雅普诺夫稳定性理论证明了

闭环系统的稳定性,给出了控制参数的选取条件．最后仿真验证了编队控制方法在未知环境下的运动控制效

果．
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Abstract　Thearticleinvestigatesthedifferentialflatnessofaswarmofunmannedaerialvehicles(UAＧ
Vs),providesthedifferentialflatnessmappingforrelativemotion,andusesthisasafoundationtodeＧ
signadistributedformationcontroller．Intermsofmotionplanning,itgeneratesrealＧtimedesiredforＧ
mationtrajectoriesandconfigurationsbysolvingconstrainedoptimizationproblems．Intermsofmotion
control,itutilizesthedifferentialflatnessmappingtomapmotioncommandsintodesiredstatesandconＧ
trolinputsforeachUAV．Subsequently,itdesignsadistributedformationcontrollerbasedonlocalerror
feedbacktotrackthedesiredmotiontrajectories．Toaddressthestabilityofcollectivemotion,thisarticle
employsLyapunovstabilitytheorytoprovethestabilityoftheclosedＧloopsystemandprovidescondiＧ
tionsforselectingcontrolparameters．Finally,simulationsvalidatetheeffectivenessoftheformation
controlmethodinanunknownobstacleenvironment．
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引言

当下,无人机集群的应用发展迅速,涉及到物

资运输、集群搜救、通信中继、立体侦察等民用与军

用领域[１Ｇ３]．无人机集群的编队控制问题作为集群

研究中的一个典型问题,受到了学界的广泛关

注[４Ｇ７]．
目前应用较为广泛的无人机集群编队控制方

法主要包括两类,即基于分布式控制的方法和基于

分散式规划的方法．基于分布式控制的方法仅采用

邻居交互来实现整体的编队行为,而基于分散式规

划的方法则在规划层面采用多机交互来实现编队

行为．
基于分布式控制的编队方法是以发展成熟的

一致性控制理论为基础的网络化控制方法,研究编

队构型设计、编队控制协议设计以及网络信息交互

等问题,已逐渐成为研究无人机集群编队控制问题

的主流方法．将SE(３)群运算与网络化控制方法相

结合,Sarelette在李代数结构及系统的对称性基础

上,研究了全驱动运动体在无向图下的协调控制问

题[８]．Peng等提出了SE(N)几何凸包的概念,揭示

了欧氏空间中多运动体协调控制的本质是将运动

体的状态驱动到多个邻居状态的线性凸包中,并解

决了有向无环图下全驱动运动体的协调编队控制

问题[９]．Du等针对一致性编队控制问题,提出了非

光滑反步法[１０]．Liu等考虑了无人机集群存在切换

拓扑的情形,并据此设计了完全分布式的控制协议

实现编队[１１]．针对实际应用中出现的未知干扰及模

型不确定性问题,抗扰控制[１２]、滑模控制[１３]和自适

应控制[１４]等诸多经典控制方法被用于设计鲁棒编

队控制器．以上分布式控制方法的优点在于可以从

理论上保证稳定性．同时,分布式编队可通过局部

信息交换实现,具有很的集群扩展能力．
基于分散式规划的方法依赖于无人机的微分

平坦性．微分平坦性是指欠驱动动力学可以通过内

源反馈线性化[１５],即无人机的状态和输入可以由

平坦输出及其导数代数表出．Mellinger和 Kumar
证明了四旋翼无人机动力学的微分平坦性[１６],并

据此给出了一种多项式样条规划与微分平坦跟踪

控制相结合的设计框架．该方法的优点在于降低了

规划的求解维度,使在线计算成为了可能,同时控

制器拥有较大的吸引域[１７]．该框架最初用于单个无

人机的规划与控制,最近的一些研究已将其推广到

无人机集群的协同规划与控制中．Lee等利用虚拟

结构的概念,通过运动规划的协调来解决编队控制

问题[１８]．在其基础上,后续的一些研究[１９Ｇ２０]对运动

规划部分进行了改进,减少了计算时间的消耗,提

升了在线规划能力．以上基于分散式规划的方法可

以使无人机在复杂环境中实现自主飞行,以队形的

轻微违背为代价避免与障碍物发生碰撞,具有有较

好的灵活性．
本文受以上两类方法的启发,针对无人机集群

的编队控制问题,提出分散式规划与分布式控制相

结合的协调设计方法．在轨迹规划过程实时生成期

望的编队轨迹和编队构型,并采用微分平坦映射将

运动指令映射为每架无人机的期望状态和控制输

入．分布式编队控制器则采用邻居误差反馈跟踪期

望运动轨迹．本文的主要创新点包括:

(１)论证了无人机集群动力学的微分平坦性．
针对编队控制目标,构造了微分平坦输出,给出了

微分平坦映射,进而提出了分布式编队控制器的设

计方法．该方法结合了现有编队控制方法的优势,

同时可以保证环境适应性．
(２)给出了严格的稳定性分析和参数选取条

件．针对无人机集群的非线性动力学模型,理论证

明了基于微分平坦的分布式编队控制的稳定性,给

出了显示的控制参数选取条件以及吸引域与系统

参数的依赖关系．

１　预备知识

１．１　符号定义

‖x‖ 表示向量x 的２－范数．Hat算子用􀅰^

或 (􀅰)∧ :ℝ３ →so(３)表示,具体定义如下:

x^ ＝

０ －x３ x２

x３ ０ －x１

－x２ x１ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

∈so(３),∀x＝[x１,x２,x３]T

∈ ℝ３．Vee算子 (􀅰)∨ :so(３)→ ℝ３ 是 Hat算子的

逆算子．Cm(ℝ,ℝn)表示 ℝ 到 ℝn 的m 阶连续映

射的集合．

１．２　图论

利用图论描述由 N ＋１个无人机组成的集群

０８
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的通信拓扑结构．考虑由G ＝{V,ε}表示的加权

图,其中V＝{v０,v１,􀆺,vN }表示节点集,vi 表示

无人机i的节点,ε＝{eij}∈V×V 表示边集,即无

人机之间的通信通道．将加权邻接矩阵记为A ＝
[aij],其中aij ≥０为eij 上的权值,aij ＞０当且仅

当eij ∈ε,表示第i个无人机可以接收到第j个无

人机的信息．无人机i的邻居集合为Ni＝{vj ∈V:

eij ∈ε}．图G 的拉普拉斯矩阵定义为L＝D－A ,

其中D＝diag{di},di＝∑j∈Ni
aij 为入度矩阵．节

点vi 和vj 之间的有向路径由边的序列eik１,ek１k２,

ek２k３,􀆺,ekmj 定义,其中eij ∈V ．如果一个节点可

以通过有向路径连接到G 中的任何其他节点,则

称G 具有有向生成树,该节点称为根节点．本文中,

我们考虑领导者－跟随者编队问题,将跟随者集合

定义为F＝{１,２,􀆺,N},将领导者集合定义为 H

＝{０},从而L 可写作

L＝
０ ０１×N

L２ L１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(１)

假设１:跟随者的子图是无向的,且领导者到

所有的跟随者都存在有向路径,即图G 包含有向

生成树,其根节点为领导者节点．
引理１[２０]:若假设１满足,则L１ 的所有特征值

都具有正实部,且向量－L－１
１ L２ 的每个元素都为１．

１．３　无人机动力学模型

无人机位姿由图１所示的世界坐标系和无人

机的机体坐标系描述．为了避免奇异性,利用旋转

矩阵描述无人机的姿态:

　R＝

cψcθ－sψsφsθ －cφsψ cψsθ＋cθsψsφ
cθsψ＋cψsφsθ cψcφ sψsθ－cψcθsφ

－cφsθ sφ cφcθ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(２)

其中c 和s 分别表示cos(􀅰)和sin(􀅰),偏航角

ψ ,滚转角φ 和俯仰角θ 采用ZＧXＧY 欧拉角定义．
第i个无人机的动力学可表示为[１１]:

p􀅰􀅰i＝－gzW ＋cizBi

R
􀅰
i＝Riω^i

Jiω􀅰i＋ωi×Jiωi＝Mi,∀i∈F ∪ H (３)

其中pi ∈ ℝ３ 和vi＝p􀅰i ∈ ℝ３ 分别表示坐标系W
下的位置和速度,Ri ∈SO(３)为旋转矩阵,ωi ∈
ℝ３ 为坐标系B 下定义的机体角速度,ci ∈ ℝ 是单

位质量的总推力,Mi ∈ ℝ３ 为坐标系B 中的力矩,

zBi 为坐标系W 中机体的z轴方向向量,zW 为世界

坐标系的z 轴方向向量．g 代表重力加速度大小．

pi,vi,Ri 和ωi 为无人机的状态,ci,Mi 为无人机

的控制输入．

图１　无人机位姿
Fig．１　TheposeofaUAV

２　问题描述

定义第i 个 跟 随 者 的 轨 迹 误 差 为hi(t)＝
pi(t)－p０(t),跟随者整体的轨迹误差表示为h＝
[hT

１,hT
２,􀆺,hT

N ]T ．本文的控制目标如下:
控制目标一:领导者自主规划期望运动轨迹

p∗
０ (t)并实现跟踪,其数学描述为:

lim
t→¥

p０(t)＝p∗
０ (t),

s．t．p∗
０ (t)∈C,

G(p∗
０ (t),􀆺,p∗(s)

０ (t))≤０．

(４)

控制目标二:跟随者对期望编队构型h∗
i (t)

实现跟踪,其数学描述为:

lim
t→¥

[pi(t)－p０(t)]＝h∗
i (t),∀i∈F (５)

本文对期望编队轨迹p∗
０ (t)和期望编队构型

h∗
i (t)有如下假设:

假设２:p∗
０ (t),h∗

i (t)∈C４(ℝ,ℝ３)．
注:公式中,C 和G 为期望轨迹需要满足的约

束条件．p∗
０ (t)∈C 为凸的构型空间约束(即飞行

走廊),其目的是把期望轨迹约束在无碰撞空间内．
依据编队构型h∗

i 对飞行走廊C 进行设计,可以在

仅优化p∗
０ (t)的情况下实现集群整体的避障．G 为

连续时间约束,指无人机在飞行过程中,其位置、速
度、加速度等运动量需满足的饱和约束．控制目标

式(５)为典型的编队控制目标．

３　集群运动规划

本章针对控制目标一设计集群运动规划算法．

１８
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在给出运动规划算法之前,作以下假设:

假设３:满足假设２的期望编队轨迹p∗
０ (t)＝

[p∗
０x(t),p∗

０y(t),p∗
０z(t)]T 和期望编队构型h∗

i (t)

＝[h∗
ix(t),h∗

iy(t),h∗
iz(t)]T 是分段多项式,且每段

持续时间下限Tmin ＞０．

３．１　领导者轨迹规划

领导者的轨迹规划问题可描述为如下受约束

的优化问题:

minp∗０ (t),T∫
T

０
p∗(s)

０ (t)TWp∗(s)
０ (t)＋w(T)

s．t．p∗
０ (t)∈C,∀t∈ [０,T],

G[p∗
０ (t),􀆺,p∗(s)

０ (t)]≤０,∀t∈ [０,T],

p∗[s－１]
０ (０)＝p∗

０init,p∗[s－１]
０ (T)＝p∗

０end

(６)

其中W 是一个元素为正的对角矩阵．w(􀅰)是关于

到达时间的加权函数,用以实现轨迹平滑度和总时

间消耗之间的权衡．C 和G 分别为空间构型约束与

连 续 时 间 约 束．p∗[s－１]
０ ＝ [p∗T

０ ,p􀅰 ∗T
０ ,􀆺,

p∗(s－１)T
０ ]T,其中p∗(s－１)

０ 是p∗
０ 的s－１阶导数．

p∗
０init 和p∗

０end 是初始和终端约束．根据假设３,轨迹

优化问题式(６)可以由现有的规划器在线求解[２２]．

３．２　编队构型规划

期望编队状态指期望编队构型h∗
i (t)及其有

限阶(≤m )导数需满足的约束．参考点指h∗
i (t)

需满足的空间构型约束．考虑相邻编队期望状态间

的轨迹段优化问题,需满足始末态的期望编队状态

约束,及过程中的参考点约束．具体建模如下:

minh∗i (t)　∑
i∈F∫

ti,K

ti,０
h∗(m)T

i (t)Qh∗(m)
i (t)

s．t．　　h∗[m－１]
i (ti,０)＝qi,０,h∗[m－１]

i (ti,K)＝qi,K

　　h∗
i (ti,k)＝qi,k,k＝１,２,􀆺,K －１ (７)

其中 h∗(m)
i 为h∗

i 的 m 阶 导 数,h∗[m－１]
i (t)＝

h∗T
i (t),h∗(１)T

i (t),􀆺,h∗(m－１)T
i (t)[ ] T ,qi,０,qi,K

∈ ℝ３m 为期望编队状态约束,qi,k ∈ ℝ３ 为参考点

约束,Q 正定．该问题是m 阶积分器链的控制输入

最小化问题,通过求解该问题可以得到使轨迹 m
阶导数的积分最小化(即保证光滑性)的期望编队

构型h∗
i (t)．由[２２,定理２]可以得到如下推论:

推论１:h∗
i (t)是满足问题(７)的最优编队构

型,当且仅当

１)∀k＝０,１,􀆺K －１,h∗
i (t),t∈ [ti,kti,k＋１)

是２m－１阶多项式;

２)h∗
i (t)满足式(７)中的边界条件和中间条件;

３)h∗
i (t)在参考点qi,k,k＝１,２,􀆺,K－１,处

２m－２次连续可微．
进一步,满足上述三个条件的编队构型h∗

i (t)存

在且唯一．
依据推论１,最优编队构型属于２m－１阶的分

段多项式族,因而可以把原始的无限维轨迹优化问

题转化为有限维参数优化问题,可以大幅降低计算

代价．

４　集群的微分平坦性与分布式编队控制

本章针对控制目标二设计集群编队控制器．首

先论证无人机集群的微分平坦性．

４．１　无人机集群的微分平坦映射

根据编队控制目标式(５),选取平坦输出为

p０,h＝ [hT
１,hT

２,􀆺,hT
N ]T,ψ ＝ [ψ０,ψ１,􀆺,ψN ]T．

根据h的定义,有pi＝hi＋pi 和p􀅰i＝h
􀅰
i＋p􀅰０,i∈

F ．由质心动力学方程,可得

ci 􀰛cizBi＝h
􀅰􀅰

i＋c０zB０＝h
􀅰􀅰

i＋p􀅰􀅰０＋gzW (８)

即无人机的位置pi 、速度p􀅰i 和推力矢量ci 可由平

坦输出代数表出．采用[１６,第３节]中类似的推导

方法,由无人机的姿态动力学方程可得到如下微分

平坦映射

Ri＝[yBi×zBi　yBi　zBi] (９)

其中yBi＝
zBi×xCi

‖xBi×xC i‖
,xCi＝ [cosψi,sinψi,０]T

ωi＝[－hωi􀅰yBi,hωi􀅰xBi,ψ
􀅰
izBi]T (１０)

其中hωi 􀰛ωi×zBi＝
１
ci

[c􀅰i－(zBi􀅰c􀅰i)zBi]

Mi＝Jiω􀅰i＋ωi×Jiωi (１１)

其中

ω􀅰i＝[－h′
ωi􀅰yBi,h′

ωi􀅰xBi,ψ
􀅰􀅰

izBi]T,

h′
ωi 􀰛ω􀅰i×zBi＝

１
ci

{c􀅰􀅰i－[(ωi×zBi)􀅰c􀅰i＋

　zBi􀅰c􀅰􀅰i]zBi－(zBi􀅰c􀅰i)ωi×zBi－
　ciωi×(ωi×zBi)]．

２８
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综上所述,无人机集群的微分平坦映射可描述

为:

pi＝Ψpi(p０,hi),

vi＝Ψvi(p
􀅰

０,h
􀅰
i),

Ri＝ΨRi(p
􀅰􀅰

０,h
􀅰􀅰

i,ψi),

ωi＝Ψωi(p
􀅰􀅰

０,h
􀅰􀅰

i,ψi,p
􀆺

０,h
􀆺
i,ψ

􀅰
i),

ci＝Ψci(p
􀅰􀅰

０,h
􀅰􀅰

i,ψi),

Mi＝ΨMi(p
􀅰􀅰

０,h
􀅰􀅰

i,ψi,p
􀆺

０,h
􀆺
i,ψ

􀅰
i,p

¨̈
０,h

¨̈
i,ψ

􀅰􀅰
i)

(１２)

其中p０,hi,ψi 为平坦输出,pi,vi,Ri,ωi 和ci,

Mi 分别为无人机i分别为无人机的状态和输入．

４．２　基于微分平坦映射的分布式编队控制器

本文采用局部误差反馈设计分布式编队控制

器．首先,定义局部姿态误差函数[１７]:

Ψ(Ri,R∗
i )＝

１
２tr[I３－R∗T

i Ri] (１３)

其中Ri 和R∗
i 分别为第i个无人机的实际旋转矩

阵和期望旋转矩阵．令R ＝diag{R１,R２􀆺,RN },

R∗ ＝diag{R∗
１ ,R∗

２ 􀆺,R∗
N }．无人机集群的姿态误

差函数可定义为

Ψsum(R,R∗ )＝
１
２tr[I３N －R∗TR]

＝∑
i∈F

１
２tr[I３－R∗T

i Ri]
(１４)

无人机i的姿态跟踪误差定义为[１７]

eRi ＝
１
２

(R∗T
i Ri－RT

iR∗
i )∨ (１５)

角速度跟踪误差定义为

eωi ＝ωi－RT
iR∗

iω∗
i (１６)

可知,式(１６)满足 d
dt

(R∗TR)＝(R∗TR)e^ωi ．所有跟

随者的姿态跟踪误差和角速度跟踪误差定义为eR

＝ [eT
R１,eT

R２,􀆺,eT
RN ]T ,eω ＝ [eT

ω１,eT
ω２,􀆺,eT

ωN ]T ．
本文提出的基于微分平坦的编队控制器结构

由一个分布式编队控制器和一个姿态控制器组成．
控制器的期望值为p∗

０ (t),h∗ (t)及个体的期望

偏航角轨迹ψ∗
i (t)．分布式编队控制器通过邻居反

馈和微分平坦前馈计算期望加速度矢量Ai ,然后

将Ai 进行分解和到机体轴的投影,分别获得期望

推力ci 和期望姿态R∗
i ．控制器具体形式如下

Ai＝－kp∑
j∈Ni

ai[pi－h∗
i －(pj －h∗

j )]－

　　kv∑
j∈Ni

ai[vi－h
􀅰

∗
i －(vj －h

􀅰
∗
j )]＋c∗

i

ci＝Ai􀅰zBi

Mi＝－kReRi －kωeωi ＋ωi×Iiωi－

　　Ii(ω^iRT
iR∗

iω∗
i －RT

iR∗
iω􀅰∗

i ) (１７)

其中kp,kv,kR,kω 是控制参数．c∗
i 由微分平坦映

射式(８)得到,即

c∗
i ＝h

􀅰􀅰
∗
i ＋p

􀅰􀅰
∗
０ ＋gzW (１８)

由微分平坦映射计算期望姿态R∗
i ．式(１７)中的期

望值ω∗
i 和ω􀅰∗

i 也根据微分平坦映射得到．

假设４:‖Ai‖ ≠０,z∗
Bi×x∗

Ci ≠０,∀i∈F ．
注:假设４的物理意义是无人机在运动过程中

不到达奇点位置．实际中 ‖Ai‖ ≠０可以通过在控

制器中限制最小推力来实现[２４],而z∗
Bi ×x∗

Ci ≠０,

可通过判断使用y∗
Ci 替换x∗

Ci
[２５]或牺牲偏航角这一

维平坦输出[２１]等方法来实现．
假设５:存在Di 使得 ‖c∗

i ‖ ＜Di,∀i∈F ．

注:假设５可由p∗
０ (t)和h∗ (t)的有界性保

证．

４．３　稳定性分析

在分析无人机集群姿态动力学的稳定性之前,

先给出单个无人机的姿态稳定性结论．

４．３．１　无人机集群的姿态稳定性

引理２:[１７,定理１]考虑无人机姿态动力学,

及中给出的控制力矩输入 Mi ．对于任意控制参数

kR 和kω ,若初始条件满足

Ψ(Ri(０),R∗
i (０))＜２

‖eωi(０)‖２ ＜
２

λmin(Ji)
kR{２－Ψ[Ri(０),R∗

i (０)]}

(１９)

那么,姿态跟踪误差eRi,eωi 的零平衡点是指数稳

定的．此外,存在常数α２,β２ ＞０,使得

Ψ[Ri(t),R∗
i (t)]≤ min{２,α２e－β２t} (２０)

引理２指出在控制力矩 Mi 的作用下,单个无

人机的姿态动力学是指数稳定的．对于无人机集群

的姿态动力学也可以得到类似的结论．
定理１:若初始姿态满足

Ψ[Ri(０),R∗
i (０)]≤Ω２ ＜２

３８
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‖eωi(０)‖２ ＜
２

λmin(Ji)
kR{２－Ψ[Ri(０),R∗

i (０)]}

(２１)

其中Ω２ 是常量．那么,对于任意的kR ＞０和kω ＞
０,在控制器的作用下,eR 和eω 的零平衡点是指数

稳定的．
证明:根据eω 的定义,可得

e􀅰R ＝

F(R∗T
１ R１)eω１

F(R∗T
２ R２)eω２

⋮

F(R∗T
N RN )eωN

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

(２２)

其中F(R∗T
i Ri)＝△

１
２

(tr[RT
iR∗

i ]I－RT
iR∗

i )．对式

(１６)求导得

　Je􀅰ω ＝Jω􀅰 ＋J

ω^１RT
１R∗

１ω∗
１ －RT

１R∗
１ω􀅰 ∗

１

ω^２RT
２R∗

２ω∗
２ －RT

２R∗
２ω􀅰 ∗

２

⋮

ω^NRT
NR∗

Nω∗
N －RT

NR∗
Nω􀅰∗

N

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

(２３)

选择李雅普诺夫函数为

V２＝
１
２e

T
ωJeω ＋kRΨsum(R,R∗ )＋beT

Reω (２４)

其中b是待定参数．由[１７,定理１],求导可得

V
􀅰

２ ≤－wT
２U２w２ (２５)

其中w２＝[‖eR‖,‖eω‖]T ,矩阵W２ 为

U２＝b

kR

λmax(J) －
kω

２λmin(J)

－
kω

２λmin(J)
kω

b －１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(２６)

令李雅普诺夫函数中的参数b满足

　b＜min{kω, ４kRkωλmin (J)２

k２
ωλmax(J)＋４kRλmin (J)２

,　kRλmin(J)}

(２７)

则可保证V２ 正定且V
􀅰

２ 负定．因此,‖eR‖,‖eω‖
指数趋于零．得证．

基于定理１的结果,可以进一步得到定理２．

４．３．２　无人机集群的整体动力学稳定性

定理２:若初始姿态满足

Ψ[Ri(０),R∗
i (０)]≤Ω１ ＜１,∀i∈F (２８)

其中Ω１ 满足

U 􀰛λmin(L１)－χλmax(L１)αmax ＞０ (２９)

其中χ ＝∑
N

i＝１
∑
N

j＝１
lij ,αmax ＝

　
Ω１(２－Ω１)．那

么,对于算法１选取的控制参数,在控制器式(１７)

的作用下,控制目标二可以指数实现．
证明:见附录．
注:根据定理２,吸引域由

Ψ[Ri(０),R∗
i (０)]≤Ω１ ＜１,

‖eωi(０)‖２ ＜
２

λmin(Ji)
kR{１－Ψ[Ri(０),R∗

i (０)]},∀i∈F

给出．
算法１:控制参数选取算法

第一步:选择kp ＞０,kv ＞０．
第二步:选择a 满足

０＜a ＜amax (３０)

其中

amax＝min
　
kp ,Ukv, ４kpkvU２

４Ukp ＋k２
vV２{ } (３１)

V＝λmax(L１)(１－χαmax) (３２)

第三步:选择kω 满足

kω ＞２Π＋２λmin(J) (３３)

其中

Π＝
４‖U１２‖２

λmin(U１)
(３４)

U１＝a
Ukp －

１
２Vkv

－
１
２Vkv

Ukv

a －１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(３５)

U１２＝

λmax(L１)(χkpevmax ＋a∑
i∈F

Di) ０

λmax(L１)∑
i∈F

Di ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(３６)

evmax ＝max{‖ev(０)‖,
λmax(L１)∑

N

i＝１
Di

Ukv
}

(３７)

第四步:选择kR 满足

kR ＞ max{
(kωλmax(J)
λmin(J) －λmax(J),λmin(J),

　　
λ２

min(J)(２－Ω１)
２λmax(J) } (３８)

５　仿真结果

本文 仿 真 在 机 器 人 操 作 系 统 (ROS)中 的

SwarmPlayground[２３]环境下进行．领导者采用基

于 MINCO轨迹优化[２２]的规划器．跟随者采用本文

４８
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所提出的分布式微分平坦编队控制器．
考虑１个领导者和３个跟随者组成的集群,通

信拓扑定义为

L＝

０ ０ ０ ０

－２．４ ４．７ －１．３ －１．０

０ －１．３ ２ －０．７

－０．５ －１ －０．７ ２．２

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(３９)

无人机的质量设置为m０＝m１＝m２＝m３＝０．９８kg,

惯性矩阵设置为J０＝J１＝J２＝J３

J０＝

０．００２６４ ０ ０

０ ０．００２６４ ０

０ ０ ０．００４９６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

kg􀅰m２

(４０)

重力加速度为g＝９．８１m/s２,臂长为０．２m ,电机的

推力常数和扭矩常数为kF ＝８．９８×１０－９ ,kM ＝２．５

×１０－９ ．电机时间常数为０．０３３s．初始状态为p０(０)

＝(－１５,０,１)Tm,p１(０)＝(－１７,３,１)Tm ,p２(０)

＝ (－１５,１,１)Tm,p３(０) ＝ (－１８,－４,１)Tm ,

v０(０)＝v１(０)＝v２(０)＝v３(０)＝(０,０,０)Tm/s,

R０(０)＝R１(０)＝R２(０)＝R３(０)＝I３,ω０(０)＝
ω１(０)＝ω２(０)＝ω３(０)＝(０,０,０)Trad/s．期望编队

轨迹p∗
０ (t)设置为５阶分段多项式,期望编队构

型 为 h∗
１ ＝ [－１,０,０]Tm , h∗

２ ＝
[０．５,０．８６６,０]Tm ,h∗

３ ＝[０．５,－０．８６６,０]Tm ．控

制器参数依据算法１选取为kR ＝１,kω ＝０．７,kp＝
２．０,kv ＝１．８．

图２　集群３D轨迹俯视图

Fig．２　Topviewof３ＧdimentionaltrajectoryofUAVswarm

(a)邻居位置误差 (b)邻居速度误差
(a)Neighboringpositionerror (b)Neighboringvelocityerror

图３　编队误差

Fig．３　Theformationerrors

　　图２给出了无人机集群的３D轨迹俯视图．图

中灰黑色为随机分布的障碍物,黑色无人机为领导

者,蓝色运动轨迹为领导者实际轨迹．其余彩色无

人机为跟随者．无人机从左侧出发,形成编队并绕

５８
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过障碍区域到达 右 侧 的 目 标 位 置．黄 色 轨 迹 为

p１(t),紫色轨迹为p２(t),绿色轨迹为p３(t),其

中飞行时间t∈[０,３５](s)．图３(a)和(b)分别给出

了(１７)中定义的无人机集群的编队位置误差epi ＝

∑
j∈Ni

ai[pi－h∗
i － (pj －h∗

j )]和速度误差evi ＝

∑
j∈Ni

ai[vi－h
􀅰

∗
i －(vj －h

􀅰
∗
j )]按三轴分量的对比,

可以看到误差均可收敛至零．从而验证了所提方法

的有效性．

６　结论

本文针对无人机集群,研究了群体动力学的微

分平坦性,给出了相对运动的微分平坦映射,并在

此基础上设计了分布式编队控制器．运动规划方

面,通过求解受约束的优化问题实时生成期望编队

轨迹和编队构型．运动控制方面,采用微分平坦映

射将期望运动轨迹映射为每架无人机的期望状态

和控制输入,并利用局部误差反馈实现对期望运动

轨迹的跟踪．证明了闭环系统的稳定性,并给出了

控制参数的选取条件．最后基于 ROS的仿真验证

了所提方法的有效性．进一步的工作一方面将集中

在采用更精确的无人机动力学模型进行集群的规

划和控制设计．另一方面,该方法可以扩展到其他

满足微分平坦性的对象,如无人地面车辆(UGV)

集群等．
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附录

定理２的证明

证明:将无人机集群的质心运动误差定义为

ep 􀰛 [eT
p１,eT

p２,􀆺,eT
pN ]T,ev 􀰛 [eT

v１,eT
v２,􀆺,eT

vN ]T ．
将无人机i的加速度误差定义为

ξi＝Ai－cizBi (４１)

其中Ai 为期望的加速度矢量,cizBi 为将Ai 投影

到zBi 得到的矢量．无人机集群的加速度误差定义

为ξ􀰛 [ξT
１,ξT

２,􀆺,ξT
N ]T ．因此,集群的质心运动误

差动力学可以定义为e􀅰p ＝ev 和

e􀅰v ＝L１ 􀱋I３

－Kpep１ －Kvev１ －ξ１＋h
􀅰􀅰

∗
１

－Kpep２ －Kvev２ －ξ２＋h
􀅰􀅰

∗
２

⋮

－KpepN －KvevN －ξN ＋h
􀅰􀅰

∗
N

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

－

(L１ 􀱋I３)h
􀅰􀅰

∗ ＝－(L１ 􀱋Kp)ep －
(L１ 􀱋Kv)ev －(L１ 􀱋I)ξ (４２)

其中Kp＝kpI３,Kv＝kvI３．质心运动的李雅普诺夫

函数定义为

V１＝
１
２e

T
vev ＋

１
２e

T
p(L１ 􀱋Kp)ep ＋aeT

pev

(４３)

其中a 是一个待定系数．由(４２)对(４３)求导得

V１

．

＝－eT
v(L１ 􀱋Kv －aI)ev －

　eT
p(aL１ 􀱋Kp)ep －eT

p(aL１ 􀱋Kv)ev －

　eT
v(L１ 􀱋I)ξ－aeT

p(L１ 􀱋I)ξ (４４)

式(４４)的最后两项为交叉项,因此进一步求 ‖ξ‖
的上界．具体来说,有

‖ξ‖ ≤ ∑
N

i＝１
‖ξi‖

≤ ∑
N

i＝１
‖Ai‖‖sin＜Ai,cizBi ＞ ‖

≤(∑
N

i＝１
‖kp∑

j∈Ni

aij(pi－pj)＋kv∑
j∈Ni

aij(vi－

vj)＋c∗
i ‖)maxN

i＝１‖eRi‖

≤ (χ(kp‖ep‖＋kv‖ev‖)＋

７８
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　　∑
N

i＝１
Di)maxN

i＝１‖eRi‖ (４５)

其中lij 是L 的第 (i,j)个元素,χ 􀰛 ∑
N

i＝１
∑
N

j＝１
lij

是L１ 中所有元素的绝对值之和．由 maxN
i＝１‖eRi‖

≤αmax ＜１和式(４５)可得．

V１

．

≤－eT
v(L１ 􀱋Kv －aI)ev －

　eT
p(aL１ 􀱋Kp)ep －eT

p(aL１ 􀱋Kv)ev ＋
　λmax(L１)(‖ev‖＋a‖ep‖)(χ(kp‖ep‖＋

　kv‖ev‖)＋∑
N

i＝１
Di)maxN

i＝１‖eRi‖ ≤

　－eT
v[(Ukv －a)I]ev －eT

p[(aUkp)I]ep ＋
　aVkv‖ep‖‖ev‖＋
　λmax(L１)‖eR‖(χkp‖ep‖‖ev‖＋

　a∑
N

i＝１
Di‖ep‖＋∑

N

i＝１
Di‖ev‖) (４６)

式(５７)中有一个三阶项,通过找到 ‖ev‖ 的上界

将其转变成一个二阶项．定义W１＝
１
２ ‖ev‖２,有

W１

．

≤－Ukv ‖ev‖２＋λmax(L１)∑
N

i＝１
Di‖ev‖

(４７)

即

‖ev(t)‖ ≤ max{‖ev(０)‖,

　
λmax(L１)∑

N

i＝１
Di

Ukv
} (４８)

由式(３７),‖ev(t)‖ ≤evmax ．
基于上述分析,无人机集群整体误差动力学的

李雅普诺夫函数被定义为V＝V１＋V２,写作

V３＝
１
２e

T
vev ＋

１
２e

T
p(L１ 􀱋Kp)ep ＋aeT

pev ＋

　　 １
２e

T
ωJeω ＋kRΨsum(R,R∗ )＋beT

Reω (４９)

V３ 满足

wT
１Q１１z１＋wT

２Q２１w２ ≤V３ ≤wT
１Q１２z１＋

　　wT
２Q２２w２ (５０)

其中w１＝ [‖ep‖,‖ev‖]T ,w２＝ [‖eR‖,‖eω‖]T
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１
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１
２

kR －λmin(J)

－λmin(J) λmin(J)
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ê

ù
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ú
ú
,

Q２２＝
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２kR

２－Ω１
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由式(２５)和式(４６),V３ 的时间导数满足

V
􀅰

≤－wT
１U１w１＋zT

１U１２w２－wT
２U２w２ (５１)

其中U１,U１２,U２ ∈ ℝ２×２ 由式(３５)、式(３６)和式

(２６)给出．
根据杨氏不等式,可以得到

V
􀅰

３ ≤－wT
１U１w１＋wT

１U１２w２－wT
２U＇

２w２ (５２)

其中

U＇
２＝

λmin(J)kR

λmax(J) －
kω

２ ０

０
kω

２ －λmin(J)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û
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(５３)

由式(３１)的第一项,Q１１ 和Q１２ 正定．由式(３８)

第二项和第三项,Q２１ 和Q２２ 正定,因此V３ 正定．
由式(３１)的第二和第三项,U１ 是正定的．由和

式(３３),可得

kω

２ －λmin(J)＞Π ＞０ (５４)

由式(３８)的第一项,可得

λmin(J)kR

λmax(J) －
kω

２ ＞
kω

２ －λmin(I) (５５)

因此U＇
２ 是正定的．

由式(３４)和式(５５),可得

λmin(U＇
２)＝

kω

２ －λmin(J)＞
４‖U１２‖２

λmin(U１)
(５６)

由U１ 正定,U＇
２ 正定以及式(５６),可得V

􀅰
３ 负定．因此

有ep,ev,eR,eω 指数收敛到０,即

lim
t→¥

ep(t)＝lim
t→¥

(L１ 􀱋I３)[pf(t)－h∗ (t)]

＋(L２ 􀱋I３)p０(t)＝０ (５７)

式(５７)等价于

lim
t→¥

pf(t)－h∗ (t)＋(L－１
１ L２ 􀱋I３)p０(t)＝０

(５８)

由引理１,可得

lim
t→¥

[pi(t)－p０(t)]＝h∗
i (t),∀i∈F (５９)

即得证．

８８


