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摘要　刚性机械臂由于其较高的工作精度和重复性、较强的承载能力,已广泛应用于危险或相对单一、重复

性高工作场景．但刚性机械臂的结构及运作方式不够灵活,无法适用于不定型、非标准、狭窄空间等生产场

景．最近几年,柔性机械臂因其结构柔性、作业空间大、人机交互安全等优点而受到广泛关注,有希望应用于

医疗、服务和智能制造等领域．但柔性机械臂结构柔软,运动比较自由,在作业过程中柔性效应不可忽略,这

对其高精度控制提出了重大挑战．柔性机械臂控制的核心科学问题之一是建立包含结构柔性特征和动态特

性的高精度动力学模型．为此,本文对柔性机械臂运动学建模和动力学建模研究进行了综述．作为动力学建

模的基础,本文首先综述了柔性机械臂的运动学建模方法,主要介绍了曲率法、伪刚体运动学(PRB)方法、基

于Cosserat杆的运动学建模方法、结构几何分析方法、DenavitＧHartenberg(DＧH)法及坐标法、数据驱动和机

器学习方法等．随后,本文详细综述了柔性机械臂的动力学建模方法,主要包括集中参数系统法、假设模态

法、有限元法．最后,本文简述了目前柔性机械臂动力学研究的主要内容,并对未来研究做出展望．

关键词　柔性机械臂,　机器人运动学,　机器人动力学,　动力学模型,　多体动力学
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ResearchProgressonDynamicsModelingofFlexibleRoboticArms:AReview∗
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Abstract　Rigidroboticarmshavebeenwidelyusedinriskyorsingle,repetitiveworksituationsdueto
theirhighworkaccuracyandrepeatability,andstrongloadbearingcapacity．However,thestructureand
operationofrigidroboticarmsarenotflexibleenoughtobeappliedtosomeproductionscenariossuchas
unstructured,nonＧstandard,andconfinedspaces．Inrecentyears,flexibleroboticarmshaveattracted
widespreadattentionduetotheirstructuralpliability,extensiveoperationalspace,andsafetyofhumanＧ
machineinteraction,withpromisingapplicationsinthefieldsofmedical,service,andintelligentmanuＧ
facturing．However,thesoftstructureandfreemovementofflexibleroboticarmsmeanthattheirflexＧ
uraleffectscannotbeignoredduringoperations,posingsignificantchallengesforhighＧprecisioncontrol．
OneofthecorescientificproblemsinthecontrolofflexibleroboticarmsistheestablishmentofhighＧ
precisiondynamicmodelsthatincorporatestructuralflexibilityfeaturesanddynamiccharacteristics．To
thisend,thispaperreviewstheresearchonthekinematicmodelinganddynamicmodelingofflexibleroＧ
boticarms．Asafoundationfordynamicmodeling,thispaperfirstlysummarizesthekinematicmodeling
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methodsofflexibleroboticarms,mainlyintroducingthecurvaturemethod,PseudoＧRigidBody(PRB)
kinematics,kinematicmodelingbasedonCosseratrods,structuralgeometryanalysis,DenavitＧHartenＧ
berg(DＧH)methodandcoordinatemethod,anddataＧdrivenandmachinelearningapproaches．SubseＧ
quently,thepaperprovidesadetailedoverviewofdynamicmodelingmethodsforflexibleroboticarms,

primarilyincludingthelumpedparametersystem method,assumedmodesmethod,andfiniteelement
method．Finally,thispaperoutlinesthemaincontentofflexibleroboticarmdynamicsresearchandofＧ
fersprospectsforfuturestudies．

Keywords　flexibleroboticarm,　robotkinematics,　robotdynamics,　dynamicmodel,　multibody
dynamics

引言

工业机械臂主要用于工业生产线等生产场景,

完成指定的重复性、高精度和高质量的生产任务．
为了保证机械臂作业的精度、稳定性和可靠性,机

械臂需要以高刚度来抵抗外部载荷,而刚度的增加

是以超出结构强度要求的质量来实现的．在功耗和

灵活度等方面,高刚度机械臂被证明有着较大的不

足．与刚性机械臂相比,柔性机械臂的结构柔韧性

好、变形能力强、作业空间大、人机交互安全,适用

于狭窄空间和非定型工作场景,最近受到了学术界

和工程界的广泛关注．

表１　EFRIＧC３SoRo资助的项目

Table１　ProjectsfundedbyEFRIＧC３SoRo
No． Projecttitle Awardedamount Executionperiod

１ MicronＧscaleMorphingSoftＧRobotsforInterfacingWithBiologicalSystems ＄２,０００,０００．００ ２０１９．１１~２０２３．１０

２ FunctionalＧDomainSoftRobotsPreciselyControlledbyQuantitative
DynamicModelsandData ＄２,０００,０００．００ ２０１９．１０~２０２４．９

３ OvercomingChallengesinControlofContinuumSoftRobotsthroughDataＧdriven
DynamicDecompositionandLightＧmodulatedMaterials ＄２,０００,０００．００ ２０１９．１０~２０２４．９

４ ModelＧBasedDesignandControlofPowerＧDenseSoftHydraulicRobots
forDemandingandUncertainEnvironments ＄１,９９９,８７２．００ ２０２０．１~２０２３．１２

５ BetweenaSoftRobotandaHardPlace:EstimationandControlAlgorithms
thatExploitSoftRobots＇UniqueAbilities ＄１,９９９,９８４．００ ２０２０．１~２０２３．１２

６ ３ＧDsurfacecontrolforobjectmanipulationwithstretchablematerials ＄２,０００,０００．００ ２０１９．９~２０２０．２

７ SafeMedicalContinuumRobots:Sensing,ControlandFabrication ＄１,９９９,９７５．００ ２０１９．９~２０２３．８

８ IntegrationofAvianFlightControlStrategieswithSelfAdaptive
StructuresforStableFlightinUnknownFlows ＄２,０００,０００．００ ２０２０．１~２０２４．１２

９ ControlofLocalCurvatureandBucklingforMultifunctional
TextileＧBasedRobots ＄２,０００,０００．００ ２０１９．１０~２０２３．９

Totalfunding ＄１７,９９９,８３１．００

　　２０１８ 年 和 ２０１９ 年,美 国 国 家 科 学 基 金 会

(NSF)和美国空军科学研究办公室(AFOSR)连

续两年在前沿研究计划 (EmergingFrontiersin

ResearchandInnovation,EFRI)框架下发布了以

“连续、顺应和可重构的软体机器人工程(ContinuＧ

um,Compliant,andConfigurableSoftRobotics

Engineering,C３SoRo)”为主题的研究方向．EFRIＧ

C３SoRo共资助项目９项,总计资助经费约１８００
万美元,平均每项经费约为２００万美元,项目周期

３~５年,项目研究涵盖新型软体机器人设计与制

备,软体机器人力学建模、软体机器人传感与控制

等(表１)．我国也高度重视柔性机器人这一前沿研

究领域,在多个国家重大研究计划中立项支持．

２０１６年,“共融机器人基础理论与关键技术”重大

６
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研究计划在国家自然科学基金委获批,其重点研究

的关键科学问题之一即是“刚－柔－软体机器人的

运动特性与可控性”,并尤其关注刚－柔－软机器

人构型设计及力学行为解析．“十四五”国家重点研

发计划“智能机器人”重点专项也高度关注柔性机

器人技术,设立了柔性集成制造系统、柔性外科手

术机器人、柔性焊接机器人、柔性精密传动等研究

方向,并重点考核与柔性相关的运动自由度、定位

精度、力感知精度等技术指标．在上述重大研究计

划的资助下,柔性机械臂的设计、建模和控制研究

取得了长足发展．图１展示了在 WebofScience
(WOS)数据库中,以“flexible/softmanipulator”

或“flexible/softroboticarm”为主题的期刊、会议

和综述论文等的数目及其引用量在 ２００８ 年至

２０２２年间的演变趋势．近 １５年来,在柔性机械臂

领域发表的论文数目增长了近６倍,于２０２２年达

到了２２００余篇,引用量从２００８年的４０次跃升到

２０２２年的４０２７３次,这充分表明了学术界对柔性

机械臂这一前沿研究领域的关注．
机械臂的柔性来源包括连杆柔性和关节柔性．

本文主要讨论柔性连杆机械臂,而关节柔性的相关

研究不在本文关注范围,读者可以参考相关综述论

文[１Ｇ３]．最近几年,各种柔性机械臂的设计不断涌现

并被尝试应用于不同场景．例如,新型超冗余管状

机械臂[４]通过具有可变中性轴机构和可调刚度,保

证了机械臂的操作精度和高有效载荷能力[图２
(a)]．从头足类章鱼获得灵感,学者们提出了气驱

动和绳驱动结合的柔性机械臂设计[５],两种驱动的

融合导致了整体的拮抗驱动机制,气驱动和绳驱动

利用类似章鱼手臂的纵向和横向肌肉的运动方式,

实现了多种运动模式,包括弯曲、拉伸、收缩和变

硬．在医疗领域运用中,常见的柔性机械臂包括模

块化柔性机械臂、连续体机械臂和蛇形机械臂等,

它们具有高灵活性、结构柔性和操作安全性,可用

于微创和外科手术[６Ｇ８];为保证外科手术中激光传

输的精确性,Fang等人[９]提出了一种流体驱动的

柔性机械臂系统[图２(b)],其能够在粘膜上进行

精细、精确和可重复的激光点控制．与传统的离散

体机械臂相比,连续体机械臂不仅具有更高的自适

应和避障能力,在抓取不同尺寸物体方面也具有明

显优势．为实现柔性机械臂与不同曲率的非结构化

环境的交互,Ma等人[１０]提出了一种仿象鼻气动柔

性机械臂,通过调节局部刚度来适应变化曲率的环

境[图２(c)];Liu 等人[１１]提出了一种约束极少的

新型象鼻机械臂,简化了操作过程中对传感和控制

系统的要求．此外,还有学者提出了受折纸启发的

柔性机械臂:Kaufmann等人[１２]利用双稳态折纸结

构构建机械臂,有效降低了柔性机械臂的控制要

求;Jeong等人[１３]基于折纸塔设计了一种三指机械

臂,并证明了其能有效抓取易碎物体;基于折纸结

构变大小、变形状和变刚度的特性,Zhang等人[１４]

设计的折纸机械臂实现了多种变形模式,如弯曲、

扭转、伸缩以及他们的组合[图２(d)]．

(a)WOS数据库以flexible/softmanipulator或

flexible/softroboticarm 为主题的论文发文量
(a)Publicationsinflexible/softmanipulatororflexible/soft

roboticarmintheWOSdatabase

(b)WOS数据库以flexible/softmanipulator或

flexible/softroboticarm 为主题的论文引用量
(b)Citationstopublicationsinflexible/softmanipulatoror

flexible/softroboticarmintheWOSdatabase
图１　以flexible/softmanipulator或flexible/softroboticarm 为

主题的研究发展历程分析

Fig．１　Analysisofthedevelopmentprocessofflexible/soft
manipulatorＧthemedorflexible/softroboticarmＧthemedresearch

尽管柔性机械臂具有许多刚性机械臂所不具

有的优点,但其也面临着由于结构柔性效应增加而

产生的精度降低和振动问题．因此,柔性机械臂的

研究必须充分考虑结构的柔性特征,柔性机械臂的

高精度控制也需要考虑其动力学特性．开展柔性机

７
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械臂动力学和高精度控制研究的前提是建立其动

力学模型,但柔性机械臂是一个复杂的动力学系

统,具有非线性、强耦合和时变等特点,这使得柔性

机械臂的动力学建模极具挑战．
尽管柔性机械臂具有广阔的应用前景,但其结

构刚度低,容易引起振动问题,针对不同场景也常

需要进行专门的结构设计和分析,缺乏一般性理

论．对于柔性机械臂这一高复杂度系统,精确的运

动学模型能够对机械结构设计起到关键的指导作

用,而有效的动力学模型则有助于获得更好的控制

效果．因此,柔性机械臂研究的一个重要方向就是

运动学和动力学建模,以及在此基础上的设计方案

和控制策略．但是,柔性机械臂是一类典型的连续

动力学系统,其模型可以由非线性偏微分方程描

述,模型的精确求解非常困难,无限维模型也对控

制方案的设计施加了许多限制．
为解决上述难题,学者们提出了多种等效动力

学建模方法来解决柔性机械臂的大变形预测、振动

预测与控制、运动规划和高精度位姿控制等问题．
尽管取得了一些进展,柔性机械臂动力学建模的方

法框架尚不成熟和完备,相关研究依然面临较大挑

战,但也充满机遇．作为动力学建模的基础,本文首

先介绍柔性机械臂的常用运动学建模方法;随后详

细介绍柔性机械臂的动力学建模方法,并概述当前

柔性机械臂动力学的主要研究内容．最后,本文梳

理柔性机械臂动力学领域值得关注的若干问题,为

相关的研究者提供参考．

图２　不同场景下的柔性机械臂．(a)新型超冗余管状机械臂[４],
(b)激光外科手术机械臂[９],(c)象鼻机械臂[１０],

(d)折纸连续体机械臂[１４]

Fig．２　Flexibleroboticarmsindifferentscenes．(a)NewultraＧredundant
tubularroboticarm [４],(b)Lasersurgicalroboticarm [９],(c)Elephant

trunkroboticarm [１０],(d)Origamicontinuumroboticarm [１４]

１　运动学建模

相比于刚性机械臂,柔性机械臂的运动学具有

数学描述复杂、非线性强、逆解多解性等难题,解决

这些问题的前提是建立柔性机械臂的运动学模型．
本节简要介绍了柔性机械臂的运动学建模方法,引

用了介绍相关方法的文献．柔性机械臂的柔性杆常

被假设为广义欧拉－伯努利梁[１５],在此基础上,学

者们提出了一系列运动学建模方法,包括曲率法、

伪刚体运动学(PseudoＧRigidBody,PRB)、基于

Cosserat杆的运动学建模、结构几何分析、DenavitＧ

Hartenberg(DＧH)表示法及坐标法,以及机器学习

及数据驱动方法．

１．１　曲率法

在连续体机械臂的运动学建模中,常基于恒定

曲率假设来简化模型．常曲率常被认为是连续体机

器人的理想几何特性,可以有效简化运动学建模．
恒定曲率假设不能完全描述柔性机械臂的运动学,

可变曲率假设虽然可以更准确地描述连续体机械

臂的运动学,但其过程更加复杂．可变曲率多截面

连续体机械臂的运动学建模和分析还存在许多难

题,包括复杂的矩阵计算、奇点问题、不可伸缩性以

及在某些情况下无法找到数值解等[１６]．

图３　柔性机械臂运动学简化模型．(a)PH 曲线的边界条件[１７],
(b)中性骨架和双支点柔性关节连续机器人的运动学参数[１８],

(c)象鼻状机械臂 [１９],(d)刚、柔性骨干的线、恒定曲率模型[２０]

Fig．３　Simplifiedkinematicsmodelofflexiblemanipulator．(a)Boundary
conditionsforPHcurves[１７],(b)Kinematicparametersofacontinuous

robotwithaneutralskeletonanddualpivotflexiblejoints[１８],
(c)Elephanttrunkroboticarm [１９],(d)Linear,constant

curvaturemodelsforrigidandflexiblebackbones[２０]

Singh等人采用基于毕达哥拉斯曲线的定量

建模方法[１７]建立了具有可变曲率的连续体机械臂

８
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模型[图３(a)],并以此为基础进行逆运动学问题

求解．BarrientosＧDiez等人基于驱动空间和构型空

间的运动学建模方法[１８]给出了两端固定、具有中

心支撑轴和柔性关节的连续机械臂的运动学参数

[图３(b)],仿真/实验结果表明该方法有效降低了

计算需求．Mishra等人[１９]采用椭圆积分方法建立

了仿生连续体机械臂的可变曲率运动学模型[图３
(c)]．基于分段恒定曲率模型,Wang等人[２０]比较

了柔性骨干中的线模型、柔性骨干中的恒定曲率模

型、刚性骨干中的线模型和刚性骨干中的恒定曲率

模型[图３(d)],在提高建模精度的同时实现了动

力学模型的快速解耦．

Lu等人[２１]基于恒定曲率假设并结合 DＧH 方

法、泰勒级数和四元数,建立了柔性机械臂的正运

动学模型,并推导出了逆运动学的近似解析解．在

无负载或小负载条件下,Li等人[２２]基于恒定曲率

假设建立了线驱柔性机械臂的运动学模型．针对多

连杆柔性机械臂,Marchese等人[２３]采用片状恒定

曲率假设对柔性机械臂进行了运动学建模．为分析

柔性机械臂的局部变形,Giorelli等人[２４]采用分段

恒定曲率假设建立了柔性机械臂的静态变形模型．
为避免奇点问题,Yang等人[２５]采用分段恒定曲率

近似处理的方法建立了连续体机械臂的非恒定曲

率的正、逆动力学模型(图４):

图４　连续体机械臂的几何关系[２５]

Fig．４　Geometricrelationshipsofthecontinuumroboticarm [２５]
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其中,i－１
i T 是第i个节段对第i－１个节段的齐次变

换矩阵,Li 是第i个节段的长度;ψi 为轴向旋转角,

θi 为轴向偏转角,T(Z,±ψi)为绕z轴旋转的旋转

变换矩阵．考虑弹性的影响,Runge等人[２６]运用曲率

法以求解变直径的柔性机械臂的运动学方程．针对

超弹性材料制成的连续体机械臂,Zhao等人[２７]提出

了位移补偿法以得到其逆运动学的闭式解．

１．２　伪刚体运动学(PRB)模型及基于Cosserat杆

的运动学模型

连续体机械臂在运动过程中会连续变形,而学

者们已经建立了运动学模型来描述柔性体的弹性变

形．基于柔性体静力学中的伪刚体理论,PRB模型先

将机械臂的柔性连杆近似为由传统的旋转关节、万
向节关节或球形关节连接的刚性连杆,然后将柔性

机械臂简化成由n个关节连接的n＋１个均匀间隔

的刚性连杆．相比而言,基于Cosserat杆的运动学模

型可以更为精确地描述机械臂柔性杆的变形特征,

包括其延展、剪切、弯曲和扭转这四种应变．
Campisano等人[２８]分别用 PRB方法和 CossＧ

erat杆模型建立了由水射流驱动的柔性连续体机

械臂 HydroJet的运动学模型,并给出了每个关节

的内部弯矩和挠度角之间的关系(图５):

τi＝Kiωiθi＝
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其中τi∈ℝ３代表内部弯矩的矢量,Ki是第i个关

节的刚度矩阵,ωi 是第i个关节上的正交轴矢量,

θi 是第i个关节绕各轴旋转的角度矢量．
伪刚体理论模型主要侧重于平面静态建模,它

准确地描述了柔性体的大变形,计算效率高．VenＧ
kiteswaran等人[２９]利用伪刚体建模方法得到了连

续体机械臂在多重外载荷下的静力学方程．针对由

弹性中心轴组成的连续体机械臂,Huang等人[３０]

运用了基于PRB理论的三维静态建模方法来建立

运动学模型．针对平面连续体机械臂,Kuo等人[３１]

运用了伪刚体模型方法来分析其运动学．Trivedi
等人[３２]建立的动力学模型充分考虑了柔性机械臂

中非线性、自身重量和有效载荷等影响因素．
将连续体机械臂视为多个具有耦合边界条件

的Cosserat杆,Till等人[３３]提出了柔性机械臂逆

运动学的数值求解方法．同样基于 Cosserat理论,

Ma等人[３４]将柔性机械臂分为多段,然后依次建立

了各段的动力学模型．针对具有高自由度的仿章鱼

触手柔性机械臂,Niu等人[３５]推导出了柔性机械臂

９
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闭式方程的解析解．

图５　连续体机械臂 HydroJet运动学模型[２８]．
(a)连续体机械臂 HydroJet,(b)Cosserat框架 ,(c)PRB框架

Fig．５　Kinematicmodelofcontinuumroboticarm HydroJet[２８]．
(a)Continuumroboticarm HydroJet,(b)Cosseratframework,

(c)PRBframework

１．３　几何结构分析

针对连续体机械臂在小载荷下发生大变形的

问题,基于分段恒定曲率假设的计算过于复杂,因
此,学者们通过几何结构分析来推导末端执行器的

位置方程．为得到柔性机械臂末端执行器的准确位

置,Karimi等人[３６]考虑了柔性关节处的变形,推导

出了末端位置的表达式[图６(a)]．针对在载荷作用

下机械臂的静力学平衡和结构产生的刚度变化,

Zhao等人[３７]建立了基于平面双三角形张拉机构的

多连杆柔性机械臂的运动学模型．Barrientos等

人[１８]将麦克劳林一阶展开应用于柔性机械臂,建
立了机械臂的分段线性化运动学模型．为避免连续

体机械臂中的奇点问题,Allen等人[３８]建立了机械

臂柔性关节部分的闭式运动学方程[图６(b)]．Lee
等人[３９]通过几何方法推导了柔性机械臂的运动学

方程,并通过实验验证了运动学模型的准确性．
折纸机械臂是柔性机械臂中较为新颖的一类．

结合折纸结构的柔性机械臂的复杂性在于折纸刚

性面围绕折痕线的旋转,这些折痕线可等效为渐进

式关节．而折纸的刚性折叠运动是由各个顶点的运

动共同决定的．因此,建立一个运动学模型以及确

定单个顶点的刚性折叠性条件,在折纸机械臂的设

计中显得尤为重要．基于折纸末端点的运动学与底

层的三角形各点的关系,Zimmermann等人[４０]提

出了三单元原理,为折纸机械臂的运动学建模提供

了方法．Stankovic′等人[４１]通过球形余弦定律推导

出了折纸未知二面角的解析表达式,并利用刚性可

折叠性得出了机械臂运动学模型．Chen等人[４２]将

机械臂的折纸单元简化为等边三角形,通过几何形

状之间的关系建立了机械臂运动学模型．

图６　柔性机械臂的几何结构分析．(a)主动柔性针的偏转柔性
关节的运动学参数[３７],(b)恒定曲率截面[３９]

Fig．６　Geometricstructureanalysisofflexiblemanipulator．
(a)Kinematicparametersofthedeflectedflexiblejointofanactive

flexibleneedle[３７],(b)Constantcurvaturesection[３９]

１．４　DenavitＧHartenberg法(DＧH 法)

相较于传统刚性机械臂,柔性机械臂由多个柔

性单元串联组成,它的运动学模型更加难以建立准

确．DＧH 法通过将笛卡尔空间转换为关节空间来建

立运动学模型,而这种空间变换对柔性机械臂的逐

点控制是必要的．

Wang等人[４３]运用DＧH 法简化了多关节连续

体机械臂,并构建了关节空间的运动学模型(图７)．
针对蛇形柔性机械臂,Omisore等人[４４]使用 DＧH
法解决了正、逆运动学问题．针对一种多段柔性机

械臂,Lu等人[２１]结合 DＧH 方法、泰勒级数和四元

数,推导了逆运动学的近似解析解．Chawla等人[４５]

通过DＧH 法得到了多关节串联机械臂从关节空间
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到笛卡尔空间的映射关系．

图７　连续体机械臂的 DＧH 坐标系[４４]

Fig．７　DＧHcoordinatesystemofacontinuumrobotarm[４４]

图８　逆运动学使用的神经网络模型[４６]

Fig．８　Neuralnetworkmodelsusedininversekinematics[４６]

１．５　机器学习及数据驱动方法

与基于模型的方法相比,无模型方法的计算成

本较低．但机器学习需要在柔性机械臂上进行大量

实验才能获得学习集,再用于训练柔性机械臂的运

动学模型．
通过无模型的机器学习方法,Shastri等人[４６]

训练了多层神经网络,为柔性机械臂逆运动学方程

提供近似解(图８),缩短了逆运动学求解的计算时

间并降低了复杂度．为避免传统的机械臂逆运动学

求解算法中大量的迭代计算过程,Gao等人[４７]改

进了反向传播神经网络,并用于柔性机械臂逆解的

求解,提高了逆运动学方程求解的精度．为解决柔

性冗余机械臂的逆运动学问题,Csiszar等人[４８]采

用了支持向量回归和混合机器学习策略,并进行了

有效性的验证．结合极限学习机、高斯混合回归和

K－最近邻回归三种回归方法,Xu等人[４９]运用数

据驱动的方法建立了柔性机械臂的逆运动学模型．
对于可变曲率柔性机械臂,学者运用单节迭代方

法[１６]来解决逆运动学问题．考虑刚柔耦合的变直径

柔性机械臂的压力、载荷等因素,Yang等人[２５]采

用深度神经网络解决了逆运动学求解问题．

２　柔性机械臂动力学建模

柔性连杆机械臂是具有无限个自由度的连续

动力学系统,其控制由非线性、强耦合的常微分方

程和偏微分方程实现,而求出这种数学模型的精确

解通常是不可行的．通常采用假定模态、有限元或

集中参数方法对柔性连杆离散化,再利用拉格朗日

方程建立动力学模型．
My等人[５０]采用假设模态法和有限元法将柔

性连杆离散化,再利用欧拉－伯努利方程推导梁的

动力学方程,最后通过拉格朗日方程得出了柔性机

械臂的动力学方程．Ata等人[５１]在切向坐标系和虚

拟链路坐标系中,使用扩展的哈密尔顿原理对具有

末端质量的单连杆柔性机械臂进行动力学分析．
Subedi等人[５２]用位移矢量和旋转矩阵来建立平面

三连杆柔性机械臂的运动学模型,最后使用拉格朗

日方法推导出了动力学方程:

　M(q)q􀅰􀅰＋C(q,q􀅰)＋G(q)＋Kq＋Dq􀅰＝τ (３)

其中M(q)是惯性矩阵,C(q,q􀅰)是科里奥利力和

离心力的矢量阵,G(q)是重力矩阵,K 是刚度矩

阵,D 是关节粘性摩擦和连杆结构的阻尼矩阵,τ
是作用机械臂上的广义力,q是广义坐标向量．

２．１　集中参数法

集中参数法是指由有限个惯性元件、弹性元件

及阻尼元件等组成的用常微分方程来描述的离散

系统．该方法建立的模型形式简单,并且在处理小

挠度的单连杆柔性机械臂的动力学问题时精度较

高．在集中参数法中,任何柔性接头都被认为是用

来储存势能的弹性元件,任何柔性连杆都将被等效

为一个质量－弹簧－阻尼系统．
Rone等人[５３]使用一组有限的运动学变量描

述柔性机械臂的曲率变化,建立了动力学模型来解

释柔性机械臂的惯性、驱动、摩擦、弹性和重力效

应．针对非线性动力学参数未知的柔性机械臂,Qi
等人[５４]提出了灰盒分布式参数建模方法,建立了

一个n 维的 ODE系统:

mDa􀅰􀅰(t)＋cDa􀅰(t)＋EIGa(t)＋f[a(t),q(t)]

＝－[mHq􀅰􀅰(t)＋cHq􀅰(t)＋EIRq(t)] (４)
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其中非线性补偿项f[a(t),q(t)]是位移的函数,

φi(x)是第i个特征函数,g(x)是满足边界条件

的形函数,ai(t)是第i个表示运动规律的时间函

数,m 是机械臂的密度,c是阻尼系数,E 是杨氏

模量,I是惯性矩,q(t)是垂直于机械臂轴线的外

激励,D∈Rn×n,G∈Rn×n 是相应矩阵的参数．考虑

关节柔性,Comi等人[５５]基于集中参数系统法建立

了柔性机械臂的数值模型．针对质量分布在末端的

情况,Mishra等人[５６]将柔性机械臂建模为可变曲

率的弯杆和弹簧阻尼器．

图９　柔性机械臂的集中参数法．(a)长度分布块状质量模型[５８],
(b)原型导管的块状参数模型[６１],(c)柔性钓鱼竿块状参数模型[６３]

Fig．９　Lumpedparametermethodforflexiblemanipulator．
(a)LengthＧdistributedlumpedmassmodel[５８],

(b)Blockparametricmodelingofprototypeconduits[６１],
(c)Parametricmodelingofflexiblefishingrodblocks[６３]

线性柔性机械臂的性能取决于基本振动模态,

学者运用集中参数法[５７]将柔性杆离散化来构建动

力学模型．为提高柔性机械臂模型的准确性,GodＧ

age等人[５８]提出了稳定模态的集中参数动力学模

型[图９(a)]．He等人[５９]推导了自由端具有载荷的

柔性机械臂的非线性动力学方程,并以常微分方程

的形式对柔性臂杆进行了控制．对量化控制的问

题,Cao等人[６０]研究了具有量化输入的双连杆刚

柔耦合机械臂的控制问题．考虑内摩擦的影响,

Jung等人[６１]提出了一种包含非线性效应、摩擦的

建模方法建立了柔性机械臂的动力学模型[图９
(b)]．针对在质量高速运动的柔性机械臂,Sarkhel
等人[６２]将单连杆柔性机械臂构建为柔性钓鱼竿,

采用了集中参数方法对柔性杆进行建模[图９(c)]．
为提高柔性机械臂挠度描述的准确性,Sun等

人[６３]通过集中弹簧质量方法对系统进行了建模．为

分析柔性机械臂的动力学,Giri等人[６４]使用模型

单元(质量、弹簧和阻尼器)对连续体机械臂的局部

进行了建模．针对柔性多连杆机械臂的轨迹跟踪与

振动控制问题,Giorgio等人[６５]应用集中参数法对

连杆进行了离散化．将机械臂的弹性杆构建为成对

的弹簧和阻尼器,Arkouli等人[６６]为柔性机械臂的

动力学建模提供一个框架．针对动力学实验的参数

识别,Kim 等人[６７]提出了一个等效的集总元件系

统,完善了柔性机械臂的伺服定位系统．为了解决

柔性机械臂动力学模型计算复杂、精度低的问题,

Zhang等人[６８]提出了结合弹簧质量系统的柔性机

械臂动力学模型．

２．２　假设模态法

柔性连杆机械臂在理论上具有无限自由度,而

无限自由度到有限自由度是通过模态截断实现的．
假设模态法(Assumed ModesMethod,AMM)被

广泛用于建立柔性连杆机械臂的有限自由度动力

学模型．假设模态法是一种广义坐标近似法,将连

续系统离散化,利用有限个已知的模态函数线性组

合来近似确定系统的响应．在动力学模型的假设模

态中,柔性连杆系统的柔性通常由截面的一组基于

空间模态特征函数和时变模态振幅的有限模态函

数组合来表示．学者利用模态振型函数和模态坐标

来离散系统的动力学方程,再利用模态截断缩小方

程的规模以便于柔性机械臂动力学的求解．
柔性连杆机械臂是一个连续系统,它的动力学

方程可表示为[６９]:

w(x,t)＝∑
¥

n＝１Wn(x)Tn(t) (６)

其中,n为模态阶数 (n＝１,２,􀆺 ¥);Wn(x)为第

n 阶模态振型函数,x 是与未变形的中性梁轴的距

离;Tn(t)为第n 阶模态的时间相关模态坐标．由

于不可能包括系统的所有模态,假设模态法通过假

设有限数量的模态来对系统进行建模,利用模态截

断来重写方程,如下所示:

w(x,t)＝∑
m

n＝１Wn(x)Tn(t) (７)

m 为假设模态的模态截断阶数．在 AMM 中,有许

多可选择的边界条件．理想情况下,最佳的假设模
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态集是最接近系统的自然模态集．选择适当的边界

条件能得到更好的结果,常用模态的边界条件主要

有[７０]:简支－简支形式;固支－自由形式;固支－
固支形式;固支－简支形式．假设模式法的动力学

特性优于集中参数模型[７１],只考虑弹性变形,在无

动态约束下能更准确地表示出平面柔性连杆机械

臂的动力学模型:

B(q)q􀅰􀅰＋h(q,q􀅰)＋Kq＋Dq􀅰＝bτ (８)

其中B(q)是惯性矩阵,h(q,q􀅰)是科里奥利力和

离心力的矢量,K 是正定刚度矩阵,D 是正定阻尼

矩阵,τ是关节扭矩输入,b是耦合矩阵,q是广义

坐标向量．

Heidari等人[７２]对假设模态法截断导致的柔

性机械臂的零点位置变化进行了全面研究,为模态

数目的选择提供了准则:

ρ[xθ
􀅰􀅰
＋λtt(x,t)]＋EIλxxxx(x,t)＝０

Ihθ
􀅰􀅰
＝τ＋μ{ (９)

λ 是柔性连杆的侧向挠度,λx(x,t)和λt(x,t)分

别是λ(x,t)关于x,t的偏导数,类似的符号被用

于高阶导数,Ih 为惯性质量矩,τ 为所受外力矩,

μ 为扰度引起的内力矩,E 为杨氏模量、I 为截面

惯性矩,θ 为关节转动角度,ρ 为质量密度．考虑一

些不同的边界条件,Khoiy等人[７０]采用假设模态法

对柔性机械臂进行了非线性动力学分析(图１０)．在

每个柔性臂的末端施加适当的边界条件,Subedi等

人[５２]将柔性机械臂的连杆挠度简化为一个高阶的

有限维模型．考虑关节变量对弹性位移的影响,MiＧ

shra等人[６９]利用拉格朗日方法和假设模态法得到

了单连杆柔性机械臂的动力学模型．Ding等人[７３]

着重研究了假设模态法计算瞬态变形响应的能力,

由此建立了双连杆连续体机械臂的动力学模型．

Sharifnia等人[７４]使用近似模态分析方法,提出了

三连杆柔性机械臂的柔性多体动力学．考虑n 阶弹

性模态,Gao等人[７５]采用假设模态法在切坐标系

统中推导了时空变化扰动未知的柔性机械臂动力

学方程．在棱柱形柔性连杆的机械臂中,Theodore
等人[７６]利用假设模态法建立了时间相关的动力学

方程．Gao等人[７７]实现了n 维模型从偏微分方程到

常微分方程的转换,建立了单、双连杆柔性机械臂

的n 维离散化模型．针对任意数量连杆的机械臂,

Celentano等人[７８]采用了假设模态法降低计算成

本．Jeong等人[７９]采用可扩展梁假设简化了应变能

和几何约束,对大挠度的柔性机械臂连杆进行了动

力学分析,图１１展示了柔性杆和无限小段变形前

后的状态,其中,杆上一点P０ 在发生变形后移动到

P ,施加的水平力和垂直力为F１ 和F２,施加的力

矩为M ．Ata等人[８０]运用四种模态振型计算了柔

性机械臂连杆的弹性挠度,证明了不同初始条件和

边界条件对关节扭矩有着较大影响．对于平面柔性

连杆柔性关节机械臂的闭式有限维动力学模型,

Vakil等人[８１]结合假设模态法和拉格朗日方程简

化了推导过程和导数计算．

图１０　双连杆柔性机械臂系统[７０]

Fig．１０　Doublelinkflexibleroboticarmsystem [７０]

图１１　柔性杆和微元体节段承受大扰度．[７９]

(a)悬臂梁 ,(b)微元体节段

Fig．１１　Flexiblerodsandinfinitesimalsegmentssubjectingtolarge
disturbances[７９]．(a)Cantileverbeam ,(b)Infinitesimalsegments

２．３　有限元法

有限元法(Finiteelementmethod,FEM)是一

种计算技术,用于获得工程中边值问题的近似解,

基本概念是将计算域拆分为单个小块,并找到满足

边界内微分方程的局部解．有限元法将连续体离散

化为有限数量的部分(或单元),并可以通过离散化

单元来估计连续域的特征．有限元法的数值分析通

过离散化的时域和空间域给出,有限元法为每个单

元生成一个简单的代数方程,并通过最小化误差函

３１



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０２３年第２１卷

数值来求解这些方程．与假设模态法相比,有限元

法[７７]的惯性矩阵计算所需的数学运算更少．但由于

状态空间方程的数量更多,有限元法数值模拟时间

可能更长,近似柔性连杆的刚度会偏高,通常用于

处理有界域的问题．

图１２　有限元分析平面双连杆柔性机械臂系统[８５]

Fig．１２　Finiteelementanalysisofplanarduallinkageflexible
roboticarmsystem [８５]

通过对气体驱动的柔性机械臂连杆的固有频

率和响应形状的分析,Gharavi等人[８２]提出了一个

有限元模型来描述其动力学行为．为验证动力学模

型在频域和时域的准确性,Singla等人[８３]利用有

限元法建立了双连杆柔性机械臂的动力学模型．在

连杆中引入局部坐标系,My等人[５０]基于有限元方

法和拉格朗日法推出了柔性机械臂的动力学方程．
Zebin等人[８４,８５]采用有限元方法和拉格朗日法将

动力学模型由单杆柔性机械臂扩展到了多连杆柔

性机械臂(图１２),一个单元的动能和势能可以表

示为:

T１j ＝
１
２∫

l１

０
ρ１A１

∂２y１(s１,t)
∂s２

１

é

ë
êê

ù

û
úúds１

＝
１
２Q

􀅰T
１j∫

l１

０
ρ１A１(NT

１jN１j)ds１[ ]Q
􀅰

１j

(１０)

P１j ＝
１
２∫

l１

０
E１I１

∂２y１(s１,t)
∂s２

１

é

ë
êê

ù

û
úúds１

＝
１
２QT

１j∫
l１

０
E１I１(BT

１jB１j)ds１[ ]Q１j

(１１)

E,I,ρ,A 分别代表机械臂的杨氏模量、截面惯性

矩、单位体积质量密度和横截面积．
考虑粘性阻尼、离心力、科里奥利力和重力以

及刚性和柔性运动之间耦合的因素,Mishra等

人[８６]采用拉格朗日法和有限元方法对基于平面框

架单元的柔性机械臂进行了动力学建模．对于柔性

平面单连杆机械臂,Boucetta等人[８７]使用拉格朗

日方程和有限元方法描述了它的动力学模型．对于

软体机 械 臂 设 计 中 传 统 的 试 错 过 程,Zheng 等

人[８８]采用有限元方法对硅胶软体机械臂动力学进

行了建模．为处理在不同的材料和边界条件下柔性

机械臂的动力学问题,Bayo等人[８９]提出了一种基

于伯努利－欧拉梁理论结构的有限元方法．针对三

维柔性连杆机械臂的等效刚性系统,Vidoni等

人[９０]通过有限元法将等效刚体－连杆系统的概念

进行了扩展．为了对柔性机械臂进行非线性动力学

分析,同时考虑剪切和旋转惯性的影响因素,EsＧ

fandiar等人[９１]基于混合有限元公式的和广义哈密

顿方法完成了动力学建模．为了控制柔性单连杆机

械臂的运动,Muhammad等人[９２]通过有限元法推

导了它的动力学方程．为有效抑制水下柔性单连杆

机械臂系统的振动和控制角位移,AlＧkhafaji等

人[９３]使用拉格朗日方法和有限元方法建立了动力

学模型．为开发一种基于模型的可预测系统并控制

柔性杆变形,Grazioso等人[９４]运用非线性有限元

形式的特殊欧几里得组框架,对柔性机械臂进行了

动力学建模．

图１３　柔性机械臂有限元分析．[１０２]

(a)平面柔性连杆并联机械臂 ,(b)机械臂有限元模型

Fig．１３　Finiteelementanalysisofflexiblemanipulator．[１０２]

(a)Planarflexiblelinkageparallelroboticarm ,
(b)Finiteelementmodelofroboticarm

Mostafa等人[９５]采用有限元方法对柔性机械

臂系统进行了动力学建模,并通过柔性单元的形函

数推导出了总位移．在柔性机械臂的连杆和关节参

数不确定的情况下,LaraＧMolina等人[９６]提出一种

基于随机有限元法的动力学模型．Farid等人[９７]提

出了一种使用节点曲率近似欧拉－伯努利梁单元

曲率分布的有限元公式,有效地提高了柔性机械臂

动力学模型的精度．为推导大挠度的柔性连杆机械

臂的几何非线性公式,Heidari等人[９８]采用非线性

有限元方法进行了非线性动力学建模．为解决柔性

单连杆机械臂的控制问题,Mejerbi等人[９９]建立了

基于拉格朗日方程和有限元方法的动力学模型．为
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抑制单连杆柔性机械臂的振动,Dubay等人[１００]在

控制算法中运用了有限元模型来提供更准确的动

力学行为预测．考虑了惯性效应和结构阻尼,Tokhi
等人[１０１]基于有限元方法建立了平面单连杆柔性机

械臂的动力学模型．忽略弹性变形对连杆运动的影

响,Piras等人[１０２]对平面柔性连杆并联机械臂进行

了有限元分析．图１３描述了机械臂有限元模型的７
个单元和节点,Piras等人推导了单个单元的拉格

朗日运动方程:

Meq􀅰􀅰e ＋(M
􀅰

e ＋２ΥBe)q􀅰e ＋

　(Ke ＋ΥBe －Υ
􀅰２Me ＋KGe)qe ＝Pe

(１２)

其中Me 和Ke 分别是单个单元的质量和刚度矩阵;

Pe 是载荷向量;qe 是局部节点坐标的向量;ΥBe－

Υ
􀅰２Me 由刚体运动和柔性变形的耦合产生;２ΥBe

是离心刚度项;KGe 为几何刚度项．

３　柔性机械臂动力学的主要研究内容

运动学建模对于柔性机械臂的形状控制和姿态

估计至关重要,而动力学模型是柔性机械臂感知、规

划和控制的基础．柔性机械臂的动力学研究内容主

要分为以下几类:基于动力学模型的大变形预测、振

动预测和振动控制、运动规划和高精度位姿控制．下

面对这些动力学研究内容进行简要介绍:

在基于动力学模型的大变形预测方面,高效可

靠的动力学模型对于连续机械臂的形状控制和预

测来说至关重要．Wang等人[１０３]将柔性机械臂简化

为等效悬臂梁,再利用连续梁的振动理论建立其动

力学模型,之后通过计算动力学模型的模态振型得

到大挠度响应,最后通过实验结果与建模结果的对

比,证实了动力学模型对大变形的预测是精确有效

的．针对具有柔性表面的机械臂,He等人[１０４]提出

了包含表面和驱动元件的物理特性的质量块模型,

预测了多个曲率方向的变形,并通过实验系统进行

了验证．
针对受干扰的柔性机械臂的振动预测和控制

问题,Zhao等人[１０５]在偏微分方程动力学模型的基

础上,研究了一种控制方案来稳定机械臂振荡同时

减弱外部扰动,并在不对偏微分方程动力学进行离

散化或简化的情况下,利用严格的分析方法证实了

控制器的稳定性．在存在时滞的情况下,Araújo等

人[１０６]通过布置稳定极点的方法抑制了双连杆柔性

机械臂的振动,并通过收敛法来精确分配这对极

点,使柔性机械臂具有更好的稳定性．
对于柔性机械臂的运动规划问题,Renda等

人[１０７]基于严格的几何精确方法,建立了由钢索驱

动的柔性机械臂的动力学模型,并针对密集介质中

运动的连续体机 械 臂 提 出 了 有 效 的 控 制 策 略．
Korayem 等人[１０８]基于庞特里亚金最小原理,建立

了包含底座和柔性机械臂耦合运动、底座非完整约

束以及连杆柔性等因素的强非线性动力学模型,并
基于此建立了考虑所有非线性状态和控制约束的

最优控制方法,通过仿真证明了其有效性．
在高精度位姿控制方面,为处理柔性机械臂的

非线性输入和反冲力约束问题,He等人[１０４]将柔性

机械臂的PDE模型与非线性自适应反演算法相结

合,为柔性机械臂系统提出了一种新的自适应反演

控制算法及相应的边界控制器,并通过理论分析、

数值模拟和物理实验证明了控制器的有效性和稳

定性．针对空间机械臂的运动控制问题,在建立高

度非线性和完全耦合的动力学控制方程的基础上,

Sabatini等人[１０９]实现了电机主动阻尼控制,用于

减少空间机械臂柔性连杆在轨运行期间产生的结

构振动,但由于控制效果取决于柔性机械臂的整体

惯性和几何特征,这种方法不具有普遍有效性．
除了上面这些应用,动力学模型还可以用于指

导柔性机械臂的构型设计,对实现柔性机械臂实时

控制、主动柔顺和轨迹规划也有重要意义．目前,柔

性机械臂的动力学研究和基于动力学模型的应用

正在不断涌现,已逐渐成为柔性机械臂研究的新前

沿和重要突破方向．

４　总结和展望

近年来,柔性机械臂在制造、自动化和机器人

等领域呈现出广泛应用,其理论和应用研究受到了

广泛关注．与传统刚性机械臂不同,柔性机械臂在

非结构化的环境中具有高灵活性,与使用者有着更

为安全的交互．从本质上来说,柔性机械臂与环境

和对象的交互属于动力学过程,为实现柔性机械臂

的实时控制和安全交互,开展柔性机械臂的动力学

研究是将柔性机械臂应用于实际工程中的必由之

路．柔性机械臂动力学模型的建立有助于更好地研

究机械臂在运动过程中受到的内力和外力,分析这

些力如何改变机械臂的运动状态,以及明确关节受
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力与末端执行器受力的相互关系．引入准确的动力

学模型也将使我们更好、更精确地跟踪预设轨迹,

在非结构化环境和未知环境中及时避障,在人机交

互的过程中更好地控制柔性机械臂与外界的相互

作用．
本文主要讨论了柔性机械臂的建模问题．通过

回顾大量论文,本文首先总述了作为动力学建模６
基础的运动学建模的相关方法;随后本文归纳了柔

性机械臂的动力学建模方法,包括集中参数法、假
设模态法和有限元法等,并指出了不同建模方法的

适用场景．最后,我们也简要地讨论了柔性机械臂

动力学的主要研究内容．虽然本文已经较为系统地

总结了目前柔性机械臂的动力学建模方法,但柔性

机械臂的动力学建模研究总体仍未成熟,还有许多

问题值得深入探讨．
在理论建模过程中:(１)为提高柔性机械臂动

力学模型的准确性和为实际设计提供理论依据,研
究重点将放在未建模动力学的影响,例如,在流体

介质中工作时,可引入流体－柔性体相互作用模

型;(２)为提高柔性机械臂控制模型的可靠性,在大

变形、高速运动和复杂环境中建立包含非线性因素

的动力学模型将成为一个重要的研究方向;(３)对
于柔性机械臂的控制模型中存在着的动力学限制,

重点关注柔性连杆的基于动力学模型的控制策略．
在工程应用方面:(１)基于动力学模型,设计者

可以在柔性机械臂中加入储能元件,以开发低能量

需求的机械臂;(２)对于复杂环境,研究重点关注通

过动力学模型感知和适应不确定性,并由此提高柔

性机械臂运动控制的鲁棒性;(３)柔性机械臂动力

学建模和分析方法能够帮助研究人员发现潜在的

性能瓶颈和设计缺陷,为优化设计提供理论依据．
此外,柔性机械臂也将成为动力学理论研究与

应用开发相结合的新平台,为传统力学学科带来新

的研究对象,并为工程应用提供了全新的思路．未
来研究将进一步提出有效的柔性机械臂动力学建

模和辨识新方法,着力解决动力学模型的复杂性和

参数不确定性,提升建模方法对不同柔性机械臂的

通用性．建立高精度动力学模型并实现基于此的高

精度力控也将是一直的追求方向,通过感知非结构

化环境、未知环境和复杂任务下施加给柔性机械臂

的激励,可以计算得到主动控制作用力,实现柔性

机械臂的准确实时控制和主动柔顺．此外,未来研

究也将关注基于动力学模型的控制策略,实时预测

柔性机械臂的位置和轨迹信息,解决输入/输出的

延迟和时间延迟导致的柔性机械臂的非线性时滞

问题．我们期待柔性机械臂的动力学研究能在未来

涌现出更多理论和应用方面的新成果．
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