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含有采样反馈的二连杆系统稳定性∗

曹天成　张舒†

(同济大学 航空航天与力学学院,上海　２０００９２)

摘要　当今主流的控制方法大都基于采样反馈得到的离散的状态量从而进行控制参数设计,然而对于采样

反馈本身对系统的影响鲜有研究．本文以采样比例－微分控制反馈作用下的二连杆系统为研究对象,研究了

采样周期对于混杂系统稳定性的影响．首先,通过数值模拟,发现了二连杆非线性混杂系统可以通过近似线

性系统进行定性表征;其次,构造了状态量的离散映射,以反映二连杆混杂系统在目标位置附近的动态响

应;最后,提出了二连杆混杂系统的稳定性判据,并以数值仿真的结果验证了判据的准确性．
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StabilityofDoublePendulumSystemwithSamplingFeedback∗

CaoTiancheng　ZhangShu†

(TheSchoolofAerospaceEngineeringandAppliedMechanics,TongjiUniversity,Shanghai　２０００９２,China)

Abstract　Themajorityofcommoncontrolmethodsfocusoncontrolparameterdesignbasedondiscrete
statevariablesobtainedbydigitalsamplingcurrently．Inthisstudy,theinfluenceofsamplingperiodon
thestabilityofhybridsystemsisstudiedbystudyingadoublependulumsystemcontrolledwithdigital
proportionaldifferentialfeedback．Firstly,throughnumericalsimulation,itisfoundthatthedoublepenＧ
dulumnonlinearhybridsystemcanbequalitativelycharacterizedbyanapproximatelinearizedsystem．
ThediscretemappingofstatevariablesisthenconstructedtorevealthedynamicbehaviorofdoublepenＧ
dulumhybridsystemnearthetargetposition．Furthermore,astabilitycriterionofthedoublependulum
hybridsystemispurposed．Thecriteria’saccuracyisverifiedwithnumericalsimulationresults．
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引言

机械臂由于能够提高生产过程中的自动化程

度、改善工作环境降低生产事故风险等优势,在航空

航天[１Ｇ３]、金属冶炼[４]等领域,得到了越来越广泛的

应用,这也对机械臂的性能提出了越来越高的要求,

其中末端执行器及其控制策略[５,６]对机械臂的综合

性能的影响尤为显著．然而,在很多连续时间的控制

策略设计中,实际存在的各个传感器的采样反馈长

期被忽略,对控制算法的有效性造成了影响．
在实际应用中,由于传感器每隔一个采样周期

进行采样,反馈控制系统中控制器的输出是关于时

间的分段常值,所用的数据相对于系统实际的状态

量存在迟滞．定性地进行分析:若系统的采样周期
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为０,则输出的反馈是随采样数据实时变化的,与

理想的连续时间采样控制系统相同;若系统的采样

频率为０,则系统的控制器不会有输出．因此,必然

存在某一临界的采样周期,使得系统的运动处于临

界状态．

Habib等[７Ｇ１１]讨论了采样反馈 PD 控制的采

样周期引起的输出迟滞对线性系统稳定性的影响,

并进一步研究了存在采样系统的时滞[７]、反馈系统

的非线性[７Ｇ１１]的情况;王在华等[１２]研究了单自由度

采样反馈反馈控制系统,并进一步讨论了位移信号

与速度信号异步情况下的稳定性条件;王强等[１３]

对倒立摆施加采样PD反馈控制,将闭环系统转化

为一个差分方程,并给出了考虑采样反馈情况下的

最优增益．然而,当前对采样反馈混杂系统的研究

大都采用线性系统作为研究对象,对多自由度系统

的讨论局限于能够直接解耦的机构．
本文以机械臂末端执行器中较常见的二连杆

机构作为研究对象,建立了考虑采样反馈的动力学

模型,并构造了考虑采样反馈的平衡点(即定位控

制的目标位置)稳定性判据:第一节中,建立二连杆

系统的动力学模型,并通过数值仿真得到采样周期

造成的不同动态响应,与不考虑采样周期情况进行

比较;第二节中,根据动力学方程,构造了状态量的

离散映射,用于反映二连杆采样反馈反馈系统在平

衡点(即目标位置)附近的动态响应;第三节,根据

动态响应的离散映射,提出并验证了二连杆混杂系

统稳定性的特征值判据,并通过数值仿真发现了采

样周期引起的分岔现象;最后分析结果,得到结论．

１　二连杆混杂系统的动力学模型

考虑如下问题．如图１所示的二连杆系统,称

连接底座的连杆为１号臂,另一根连杆为２号臂．
两臂长度分别为l１ 和l２,质量分别为m１ 和m２,相

对于各自质心的转动惯量分别为J１ 和J２．１号臂

质心距离底座的距离为lc１ ,２号臂质心距离两臂

连接点的距离为lc２ ．两臂都视为理想的刚性臂,在

后续的动力学建模中不考虑杆的轴向位移与法向

的柔性;两关节为理想关节,没有附加质量．对图１
中的二连杆关节处施加的力矩为Q１ 和Q２．

使用机器人动力学分析中常用的拉格朗日

法[１４Ｇ１６]建模．两臂的质心坐标分别为

x１＝lc１sinθ１

y１＝－lc１cosθ２

x２＝l１sinθ１＋lc２sinθ２

y２＝－l１cosθ１－lc２cosθ２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１)

图１　二连杆系统模型示意图

Fig．１　Sketchmapofdoublependulum model

根据式(１),可以得到系统的总动能和总势能

为:
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　V＝m１gy１＋m２gy２

＝－m１glc１cosθ１－m２g(l１cosθ１＋lc２cosθ２)

(３)

于是根据式(２)和式(３),可以得到拉格朗日

量:

L＝T－V＝
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　m２g(l１cosθ１＋lc２cosθ２) (４)
根据式(４),有:
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d
dt
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代入第二类Lagrange方程中,经过化简,可以

得到:
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其中,
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二连杆受到PD控制,目标位置为θ１d 和θ２d .

力矩由比例－微分控制力矩QPD 和重力补偿力矩

QC 两部分组成,有:
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其中,θ
^

１ 和θ
^

２ 表示采样得到的角位移,θ

１ 和θ


２ 分

别表示采样得到的角速度,kp１ 和kp２ 为位置增益,

kd１ 和kd２ 为速度增益,θ１d 和θ２d 分别为两臂的目

标位置．

１．１　不考虑采样反馈的动力学模型

若不考虑采样反馈的影响,即连续时间PD控

制,则有:
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引入误差:

e１＝θ１－θ１d,　e２＝θ２－θ２d

则可将式(５)变为

M
e１

e２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋C

e１

e２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋Kp

e１

e２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋Kd

e１

e２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＝０

其中

Kp ＝
kp１ ０

－kp２ kp２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,Kd ＝

kd１ ０

－kd２ kd２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

定义Lyapunov函数VL:

VL ＝
１
２

e１

e２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

T

Kp

e１

e２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋

１
２

e１

e２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

T

M
e１

e２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

显然,VL 全局正定[１８,１９]．可计算其对时间的导

数为:
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由于M


和C 主对角线上的元素均为０,因此有:
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于是得到:
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由于e１ 与sinθ１－sinθ１d 不同号,e２ 与sinθ２－

sinθ２d 不同号,且Kd 正定,故V


L ＜０恒成立．
可见,不考虑采样反馈,对图１所示的二连杆

系统施加带重力补偿的PD控制,二连杆的运动是

收敛的．

１．２　考虑采样反馈的动力学模型

考虑采样反馈的影响,设采样周期为τ ,则t

∈ [nτ,(n＋１)τ)(n∈N)时,式(５)中的采样信号

变为:

　θ
^

１(t)＝θ１[(n－１)τ],θ
^

２(t)＝θ２[(n－１)τ]

２１
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　θ
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此时,二连杆系统的动力学方程为:
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其中
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这是一个存在非连续时变项的强耦合非线性

系统,无法通过一般的处理连续时间动力系统的方

式进行求解或讨论稳定性．通过 Matlab进行数值

仿真的结果如图２所示．二连杆系统的物理参数如

表１所示,系统的控制增益如表２所示．

表１　二连杆系统的物理参数

Table１　Physicalparametersofdoublependulumsystem
Variable Value Unit

m１ ０．２ kg

m２ ０．２ kg

l１ ０．２ m

l２ ０．３ m

le１ ０．１ m

le２ ０．２ m

J１ ０．０００６６７ kgm２

J２ ０．００１８７５ kgm２

表２　系统的控制增益

Table２　Controlgainsofsystem
kp１ kp２ kd１ kd２

１ １ ０．１ ０．１

可以发现,对于给定控制增益的二连杆系统,

根据采样周期的变化,系统呈现出收敛于目标位

置、在目标位置附近振荡、运动发散三种不同的动

态响应:当采样周期较小时,在采样反馈 PD 控制

下,二连杆系统收敛于目标位置,如图２(b)所示,

与连续采样PD控制的情况类似,如图２(a)所示;

当采样周期处于某一区间内时,在采样反馈PD控

制下,二连杆系统会在包含目标位置的某一区间

内,作有界的来回往复运动,如图２(c)所示;当采

样周期较大时,二连杆系统的振荡会变得非常剧

烈,呈现出发散的趋势,如图２(d)所示．

(a)连续时间控制 (b)收敛
(a)ContinuousＧtimecontrol (b)Convergence

(c)振荡 (d)发散
(c)Vibration (d)Divergence

图２　不同采样周期下二连杆系统仿真结果

Fig．２　Simulationresultsofdoublependulumsystem
underdifferentsamplingtimeconditions

２　动态响应的离散映射

经过仿真验证,我们发现采样周期变化时,目

标位置的线性化系统与原系统的动态响应具有类

似的变化趋势,如图３所示．物理参数和控制增益

如表１和表２所示．
由原系统与线性化系统的稳态响应可知,原系

统在采样周期为０．０２０１秒附近出现平衡点失稳现

(a)原系统θ１ 稳态响应
(a)SteadyＧstateresponseofθ１inoriginalsystem

(b)原系统θ２ 稳态响应
(b)SteadyＧstateresponseofθ２inoriginalsystem

３１
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(c)线性化系统θ１ 稳态响应
(c)SteadyＧstateresponseofθ１inlinearizedsystem

(d)线性化系统θ２ 稳态响应
(d)SteadyＧstateresponseofθ２inlinearizedsystem

图３　原系统与线性化系统的稳态响应

Fig．３　SteadyＧstateresponseoforiginalsystemandlinearizedsystem

象,线性化系统在采样周期为０．０２秒附近出现平

衡点失稳现象．可见,目标位置的线性化系统与原

系统的动态响应类似,可以使用在目标位置的线性

化系统替代原系统,研究采样周期对系统动态响应

的影响．
我们通过构造相邻采样周期状态量之间离散

映射的方式,讨论二连杆混杂系统在目标位置附近

的稳定性．在平衡点(即目标位置)附近,有:

M ＝
m１１ m１２

m１２ m２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

θ１＝θ１d,θ２＝θ２d,θ

１＝０,θ


２＝０

＝
mb１１ mb１２

mb１２ mb２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

C＝
０ c１２

c２１ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

θ１＝θ１d,θ２＝θ２d,θ

１＝０,θ


２＝０

＝０

G＝
(m１lc１＋m２l１)gsinθ１

m２glc２sinθ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

θ１＝θ１d,θ２＝θ２d,θ

１＝０,θ


２＝０

＝Qc ＋
k１ ０

０ k２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

θ１

θ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷－

θ１d

θ２d

æ

è
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ö

ø
÷÷

é
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ê

ù

û

ú
ú

＝Qc ＋Kb
θ１

θ２

æ

è
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ö

ø
÷÷－

θ１d

θ２d

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é
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其中

mb１１＝J１＋m１l２
c１＋m２l２

１

mb１２＝m２l１lc２cos(θ１d －θ２d)

mb２２＝J２＋m２l２
c２

k１＝(m１lc１＋m２l１)gcosθ１d

k２＝m２glc２cosθ２d

得到线性化后的方程如下:

Mb

θ


１

θ


２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷＋Kb
θ１－θ１d

θ２－θ２d

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＝

QPD１

QPD２

æ

è
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ö

ø
÷÷ (６)

令

e１＝θ１－θ１d,e２＝θ２－θ２d

e^１＝θ
^

１－θ１d,e^２＝θ
^

２－θ２d

则可改写式(６)为:

Mb

e１

e２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋Kb

e１

e２
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è
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è
çç
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ø
÷÷ (７)

设M－１
b Kb 的特征向量为 (φ１,１)T 和 (φ２,１)T ,

可计算得到:

φ１＝
mb１１k２－mb２２k１

２mb１２k１
＋

　
(mb１１k２－mb２２k１)２＋４m２
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则可对动力学方程解耦:
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其中
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至此,已将两自由度解耦．设

ω－１＝
k
－

１

m－１

,ω－２＝
k
－

２

m－２

,f
－

１＝
f１

m－１

,f
－

２＝
f２

m－１

可得到两个独立的方程:

z̈１＋ω－２
１z１＝f

－
１ (１０a)

z̈２＋ω－２
２z２＝f

－
２ (１０b)

在两个相邻采样时刻之间,即t∈ [nτ,(n＋
１)τ)(n ∈N)时,由式(１０a)和式(１０b)可得:

z１(t)＝
f
－

１(nτ)
ω－２

１
＋
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sin[ω－１(t－nτ)]＋
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ú
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因此,可以得到t＝(n＋１)τ(n ∈N)时刻的

状态量:
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根据PD控制律,可得:

QPD１[(n＋１)τ]＝－kp１e１(nτ)－kd１e１(nτ)

QPD２[(n＋１)τ]＝－kp２e２(nτ)＋

　kp２e１(nτ)－kd２e２(nτ)＋kd２e１(nτ)

又由式(８),可得到物理坐标下,系统的状态量

的离散映射．经过化简,可得物理指标下,系统的状

态量和控制力满足如下离散映射关系:
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(１１)

W 的元素见附录．

３　稳定性分析

从式(１１)可以发现,动态响应与控制力矩的离

散映射中的线性映射矩阵W,决定了二连杆混杂系

统在平衡点的稳定性．W 是一个常值矩阵,除了采

样周期 ,它的元素还和目标位置附近的近似线性

系统以及控制率有关．因此,采样周期对于二连杆

混杂系统平衡点稳定性的影响,体现在采样周期

的取值影响线性映射矩阵W 的特征值是否在复平

面上的单位圆内．图４展示了通过W 的特征值作为

稳定性判据的准确性．二连杆系统的物理参数如表

１所示,系统的控制增益如表２所示．

(a)收敛情况时程图 (b)收敛情况W 特征值
(a)θＧtdiagraminconvergencecase (b)EigenvaluesofWinconvergencecase

(c)振荡情况时程图 (d)振荡情况W 特征值
(c)θＧtdiagraminvibrationcase (d)EigenvaluesofWinvibrationcase

图４　特征值判据与仿真结果
Fig．４　Eigenvaluecriterionandsimulationresults
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设W 阵的特征值为λi(i＝１,２,３,４,５,６),I为

单位阵,可得W 阵的特征方程为:

|W －λI|＝０
为研究六次方程根的分布,引入 Mobius变换:

λ＝
s＋１
s－１⇔s＝

λ＋１
λ－１

对于复平面上单位圆内的点,有

λ＝ρeθi,ρ ＜１
可进一步推导得到:

Reρeθi＋１
ρeθi－１
æ

è
ç

ö

ø
÷＝ －１＋ρ２

(ρ－cosθ)２＋sin２θ ＜０

(a)θ１Ｇτ分岔图 (b)分岔图θ２Ｇτ
(a)θ１Ｇτbifurcationdiagram (b)bifurcationdiagramθ２Ｇτ

图５　二连杆系统分岔图

Fig．５　Bifurcationdiagramofthedoublependulumsystem

(a)倍周期分岔情况θ１ 稳态响应相图
(a)Phaseportraitofθ１’ssteadyＧstateresponsein

periodＧdoublingbifurcationcase

(b)倍周期分岔情况θ２ 稳态响应相图
(b)Phaseportraitofθ２’ssteadyＧstateresponsein

periodＧdoublingbifurcationcase
图６　倍周期分岔情况稳态响应相图

Fig．６　SteadyＧstateresponsephaseportraitsin
periodＧdoublingbifurcationcase

可见,Mobius变换将单位圆内的点(即ρ＜１
的点)映射到左半平面上．因此,经过 Mobius变换,

离散映射的稳定性问题转化为了多项式方程根的

实部符号判定问题．进而通过 Routh判据,解得本

例中等效线性系统的临界采样周期为０．０２０１０７秒．
此外,通过数值仿真,我们得到了二连杆采样

反馈反馈控制系统的分岔曲线．二连杆系统的物理

参数如表１所示,系统的控制增益如表２所示．
如图５所示,可以发现,随着采样周期的增加,

二连杆系统出现失稳现象,临界采样周期约为

０．０２０１秒,与线性化系统的临界采样周期极为接近．
这进一步验证了将原系统等效为线性系统研究是

可靠的．此外,在部分区间内,系统经由倍周期分岔

产生多周期响应,对应的相图如图６所示．

４　结论

本文研究了含有采样反馈的二连杆系统定位

控制的稳定性问题．首先,建立了考虑采样反馈的

动力学模型,通过数值仿真得到采样周期变化时不

同的动力学响应,在此基础上,构造了响应的离散

映射,提出了二连杆混杂系统稳定性的特征值判

据,最后通过数值仿真验证了判据的准确性并发现

了采样周期引起的分岔现象．通过本文研究,可得

出以下结论:

(１)传感器的采样周期会影响采样反馈反馈控

制系统的稳定性,若采样频率过低,平衡点会发生

失稳现象;

(２)可通过构造状态量与控制力的离散映射,

判断映射稳定性的方法判断采样反馈是否造成平

衡点失稳．
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附录

W 阵的元素如下:

W ＝

w１１ w１２ w１３ w１４ w１５ w１６

w２１ w２２ w２３ w２４ w２５ w２６

w３１ w３２ w３３ w３４ w３５ w３６

w４１ w４２ w４３ w４４ w４５ w４６

－kp１ ０ －kd１ ０ ０ ０

kp２ －kp２ kd２ －kd２ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

其中

w１１＝φ１cos(ω－１τ)－φ２cos(ω－２τ)
φ１－φ２

w１２＝φ１φ２[－cos(ω－１τ)＋cos(ω－２τ)]
φ１－φ２

w１３＝φ１ω－２sin(ω－１τ)－φ２ω－１sin(ω－２τ)
(φ１－φ２)ω－１ω－２

w１４＝φ１φ２[－ω－２sin(ω－１τ)＋ω－１sin(ω－２τ)]
(φ１－φ２)ω－１ω－２

w１５＝φ２
１[１－cos(ω－１τ)]

m－１ω－２
１

＋φ２
２[１－cos(ω－２τ)]

m－２ω－２
２

w１６＝φ１[１－cos(ω－１τ)]
m－１ω－２

１
＋φ２[１－cos(ω－２τ)]

m－２ω－２
２

w２１＝
cos(ω－１τ)－cos(ω－２τ)

φ１－φ２

w２２＝
－φ２cos(ω－１τ)＋φ１cos(ω－２τ)

φ１－φ２

w２３＝
ω－２sin(ω－１τ)－ω－１sin(ω－２τ)

(φ１－φ２)ω－１ω－２

w２４＝
－φ２ω－２sin(ω－１τ)＋φ１ω－１sin(ω－２τ)

(φ１－φ２)ω－１ω－２

w２５＝φ１[１－cos(ω－１τ)]
m－１ω－２

１
＋φ２[１－cos(ω－２τ)]

m－２ω－２
２

w２６＝
１－cos(ω－１τ)

m－１ω－２
１

＋
１－cos(ω－２τ)

m－２ω－２
２

w３１＝
－φ１ω－１sin(ω－１τ)＋φ２ω－２sin(ω－２τ)

φ１－φ２

w３２＝φ１φ２[ω－１sin(ω－１τ)－ω－２sin(ω－２τ)]
φ１－φ２

w３３＝φ１cos(ω－１τ)－φ２cos(ω－２τ)
φ１－φ２

w３４＝φ１φ２[－cos(ω－１τ)＋cos(ω－２τ)]
φ１－φ２

w３５＝φ２
１[１－cos(ω－１τ)]

m－１ω－２
１

＋φ２
２[１－cos(ω－２τ)]

m－２ω－２
２

w３６＝φ１sin(ω－１τ)
m－１ω－２

１
＋φ２sin(ω－２τ)

m－２ω－２
２

w４１＝
－ω－１sin(ω－１τ)＋ω－２sin(ω－２τ)

φ１－φ２

w４２＝φ２ω－１sin(ω－１τ)－φ１ω－２sin(ω－２τ)
φ１－φ２

w４３＝
cos(ω－１τ)－cos(ω－２τ)

φ１－φ２

w４４＝
－φ２cos(ω－１τ)＋φ１cos(ω－２τ)

φ１－φ２

w４５＝φ１sin(ω－１τ)
m－１ω－２

１
＋φ２sin(ω－２τ)

m－２ω－２
２

w４６＝
sin(ω－１τ)
m－１ω－２

１
＋

sin(ω－２τ)
m－２ω－２

２
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