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双不确定参数作用下双稳态能量采集系统的

随机响应分析∗

张莹１,２　高艺玲１,２　段霞霞１,２　贾万涛１,２　岳晓乐１,２†
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(２．西北工业大学 空天领域复杂性科学教育部重点实验室,西安　７１０１２９)

摘要　非线性多稳态能量采集系统模型复杂、结构参数较多,由于测量、加工、装配过程中不可避免的存在

误差,这些结构参数都存在一定的不确定性．而关键参数的微小变化都可能对系统输出电压产生显著影响,

特别当多不确定参数同时存在时,可能会对系统能量采集性能产生更加复杂的影响．因此,研究多不确定参

数作用下非线性能量采集系统的随机行为十分必要．本文针对具有双不确定参数的双稳态能量采集系统,首

先,利用 RouthＧHurwitz定理分析了确定性双稳态系统平衡点的稳定性及其静态分岔特性;继而,借助正交

多项式逼近法,将具有两个相互独立的不确定机电耦合系数的随机双稳态系统转化为等价确定性扩阶系

统,使系统的随机响应问题转换为等价系统的响应问题;之后,从全局和局部两个角度出发,通过等价系统

与确定性系统吸引子、吸引域、相轨、均方电压以及能量转化率的对比,揭示了不确定参数对系统动力学行

为和发电性能的影响．结果表明,在一些敏感的参数区间内,两机电耦合系数的不确定性均会导致系统运动

状态发生变化,且不确定参数强度越大,系统会越早通过倍周期分岔级联进入混沌状态;此外,在两机电耦

合系数的不确定性作用下,系统均方电压均会出现一定程度的降低;且与电方程中机电耦合系数相比,机械

方程中机电耦合系数对系统的影响更显著,当两不确定参数共同作用时,系统的能量采集性能变化更显著．

关键词　双稳态能量采集系统,　不确定参数,　正交多项式逼近法,　机电耦合系数
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StochasticResponseAnalysisofBistableEnergyHarvesting
SystemwithDoubleUncertainParametters∗
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Abstract　ItisknownthattherearemanystructuralparametersinthenonlinearmultiＧstableenergy
harvestingsystem model．Duetotheinevitableerrorsintheprocessofmeasurement,processingandasＧ
sembly,thesestructuralparametersareuncertain．Evenslightvariationofkeyparametersmayleadtoa
significantinfluenceontheoutputvoltages．Especiallywhenmultipleuncertainparametersexistatthe
sametime,itmayhaveamorecompleximpactontheenergyharvestingperformanceofthesystem．
Therefore,itisofgreatvaluetostudythestochasticbehaviorofnonlinearenergyharvestingsystems
withmultipleuncertainparameters．Inthispaper,abistableenergyharvestingsystem withdoubleunＧ
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certainparametersisinvestigated．Firstly,theequilibriumpointstabilityandstaticbifurcationofdeterＧ
ministicbistablesystemsareanalyzedbyusingRouthＧHurwitztheorem．Then,byusingtheorthogonal
polynomialapproximationmethod,thestochasticbistablesystem(TSBS)withtwoindependentuncerＧ
tainelectromechanicalcouplingcoefficientsisreducedintoanequivalentdeterministicextendedＧorder
system,sothatthestochasticresponseproblemofTSBSistransformedtotheresponseproblemofaneＧ
quivalentsystem．Afterthat,frombothglobalandlocalperspectives,theeffectsofuncertainparameters
onsystemdynamicsandpowergenerationperformancearerevealedbycomparingtheattractor,attracＧ
tiondomain,phaseorbit,meansquarevoltage,andenergyconversionratebetweentheequivalentsysＧ
temandthedeterministicsystem．Theresultsshowthatinsomesensitiveparameterranges,theuncerＧ
taintyofthetwoelectromechanicalcouplingcoefficientswillleadtothechangeofthedynamicalmotion
stateofthesystem,andthegreatertheintensityoftheuncertainparametersare,theearlierthesystem
willenterthechaoticstatethroughtheperioddoublingbifurcationcascade．Inaddition,undertheuncerＧ
taintyofthetwoelectromechanicalcouplingcoefficients,themeansquarevoltagewilldecreasetoacerＧ
tainextent．Comparedwiththeelectromechanicalcouplingcoefficientintheelectricalequation,theelecＧ
tromechanicalcouplingcoefficientinthemechanicalequationhasagreaterimpactonthesystem．FurＧ
thermore,whenthetwouncertainparametersbothexist,theenergyharvestingperformanceofthesysＧ
temchangesmoresignificantly．

Keywords　bistableenergyharvester,　uncertainparameter,　orthogonalpolynomialapproximation
method,　electromechanicalcouplingcoefficient

引言

近年来,随着微电子技术和集成电路的发展,

各种电子器件快速进入到集成化,微型化和低功耗

的时代,新型的能量采集技术备受关注[１,２]．而能量

采集就是将自然界中广泛存在的太阳能、风能、声

能、水势能、热能和振动能等各种能源转化为电能

的一种新兴技术[３]．在能量采集技术的研究中,由

于振动能具有分布广泛、洁净以及不受气候和地域

等环境因素的影响等优点,将振动能量收集并将其

转化为电能的能量采集技术成为了研究热点[４,５]．
目前,基于振动的能量采集方式主要有三种:电磁

式,静电式和压电式[６Ｇ８]．其中压电式能量采集方式

因其发电性能好,结构简单,不依赖外部磁场和初

始直流电压,被广泛应用于生物医学、海洋工程和

国防军事等领域[９]．

Erturk[１０,１１]等 Ferrari[１２]对线性压电式能量

采集系统进行了系统研究,结果表明,当外部激励

的频率接近固有频率时,系统才能获得较高的能

量,这很难与环境振动的宽频、变频特性匹配．基于

此研究者们提出了许多优化结构,包括共振调

谐[１３,１４],单稳态[１５,１６],双稳态[１７Ｇ２１],三稳态[２２,２３],多

稳态[２４,２５]以及多自由度能量采集系统[２６,２７]等．理论

分析和实验结果表明,在一定条件下,非线性技术

可以提高能量采集系统的性能．
上面关于压电式能量采集系统的研究都是基

于确定的结构参数和确定的数学模型进行的．然

而,在实际工作环境中,受材料性质、测量、加工及

装配误差等多种因素的影响,能量采集系统的结构

参数不可避免地存在不确定性,这些结构参数的不

确定性往往会导致系统动力学响应的不确定性[２８]．

Ali等[２９]分析了固有频率和阻尼的不确定性对系

统平均输出功率和耦合系数的影响;Nanda[３０]使用

正交法结合最大熵原理研究了不确定参数对系统

能量采集性能的影响;Franco等[３１]通过蒙特卡洛

模拟方法研究了多不确定参数共同作用和分别作

用时系统输出功率的变化;周生喜等[２８]使用改进

的区间扩展方法分别分析了随机质量、非线性刚

度、阻尼、电容和机电耦合系数对双稳态能量采集

系统的工作性能的影响,并通过蒙特卡罗仿真验证

了该方法的有效性．上述研究表明,参数的不确定性

可能会导致系统的动力学响应发生明显变化．因此,

研究不确定参数作用下非线性能量采集系统的动力

学行为,尤其是系统的能量俘获特性具有重要意义．

３７
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在实际问题中,系统会同时存在多个不确定参

数,在它们共同作用下系统会产生更加复杂的动力

学行为．因此,借助随机动力系统理论研究含多个

不确定参数的压电式能量采集系统的动力学问题,

对压电式振动能量采集系统的实验设计和结构优

化具有重要的指导意义．目前,关于不确定参数的

研究方法中概率相关方法理论相对成熟,并且已广

泛应用于科学和工程领域．主要包括蒙特卡洛方

法[３２]、随机摄动法[３３]和正交多项式逼近法等．其

中,正交多项式逼近法由于不受不确定参数变异系

数大小的限制,并且具有显著的计算优势得到了越

来越多的关注．该方法最早源于 Wiener[３４]在１９３８
年首次提出的齐次混沌理论,但其只适用于含有高

斯分布随机变量的模型,为了处理更一般的随机问

题,Xiu[３５]对原方法进行了推广,提出广义多项式

混沌展开法,该方法可以根据不确定参数的概率分

布确定相应的收敛最优多项式．Leng[３６,３７]和马少

娟[３８]等利用该方法成功研究了不确定参数作用下

非线性系统的动力学和控制问题．到目前为止,关

于含有不确定参数的能量采集系统的理论研究还

不完善,尤其是含有多个不确定参数的情形．Zhou
等[２８]研究发现机电耦合系数的不确定性对系统输

出电压的影响强于其他结构参数．因此,本文拟针

对双稳态能量采集系统,同时考虑机械方程和电方

程中的两机电耦合系数的不确定性,运用正交多项

式逼近法将其随机响应问题转化为与之等价的确

定性系统的响应问题,通过全局分析和局部分析,

揭示两不确定机电耦合系数的共同作用对系统运

动状态和俘能性能的影响机理,从而深入对不确定

参数作用下压电式能量采集系统的认知,为压电式

能量采集系统结构参数的优化设计和能量俘获效

率的提高提供可靠的理论保障．

１　双稳态能量采集系统的模型和响应

１．１　双稳态能量采集系统模型

经典的非线性压电悬臂梁能量采集系统的简

化模型如图１所示,其机械部分由一个根部粘有压

电片的悬臂梁、一块固定在悬臂梁自由端的永磁铁

和两个对称的靠近悬臂梁的外部磁铁构成．悬臂梁

自由端的永磁铁与外部磁铁的磁极相反,形成非线

性磁斥力,在基础激励作用下,悬臂梁发生振动,其

自由端附近的压电片产生形变,压电材料内部发生

极化现象,它的两个相对表面上出现正负相反的电

荷,从而产生输出电压,实现了机械能到电能的转

化．在该模型中,磁力是产生双稳态现象的根源,通

过调整磁铁之间的间距和外部磁体的角度可以改

变非线性磁斥力的大小,使系统拥有两个稳定的平

衡点,一个不稳定的平衡点,从而表现出双稳态特

性．

图１　压电能量采集器的简化模型

Fig．１　Schematicsofageneralpiezoelectricenergyharvester

简谐激励下压电悬臂梁双稳态能量采集系统

的动力学方程为

mx－
􀅰􀅰(τ)＋c－x－

􀅰(τ)＋
dU(x－)

dx－ －

　θ
－
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式中,x－(t),m 和c－ 分别表示悬臂梁自由端永磁体

的横向位移;等效质量和等效阻尼系数,θ
－

是机电

耦合系数,Cp 是压电片的等效电容,v－(t)是通过

负载电阻Rl 的输出电压,F 为激励幅值,Ω 为激

励频率．
U(x－)是能量采集系统的势函数,其形式如下

U(x－)＝
１
２k１x－２＋

１
４k３x－４ (２)

式中,k１ 和k３ 分别是线性和非线性恢复力系数．
无量纲的变量和参数定义如下:

x＝
x－

l
,v＝

CPv－

l
,t＝ω~τ,ω~ ＝

k１

m
,l＝
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,μ＝

k３l
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－
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(３)
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因此,双稳态压电能量采集器的无量纲机电模型为

x􀅰􀅰(t)＋cx􀅰(t)－ax(t)＋μx３(t)－
　θv(t)＝Acos(ωt)

v􀅰(t)＋λv(t)＋gx􀅰(t)＝０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４)

式中,x(t)是悬臂梁自由端永磁体的无量纲位移,

c是无量纲阻尼系数,a 和μ 分别是无量纲线性和

三次非线性刚度系数,θ和g 分别是机械方程和电

方程中的无量纲机电耦合系数,A 为激励幅值,ω
为激励频率,λ是时间常数比．

下面对系统(４)对应的自治系统进行静态分岔

分析和稳定性分析．首先将方程(４)对应的自治系

统表示为一阶微分方程

x􀅰

y􀅰

v􀅰

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
y

－cy＋ax－μx３＋θv

－λv－gy

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(５)

当a ≤０时,系统存在一个平衡点 (０,０,０);

当a ＞ ０ 时,系统存在三个平衡点 (０,０,０)和

±(a/μ,０,０),下面分别讨论各个平衡点的稳定

性．
平衡点(０,０,０)所对应的Jocabi矩阵是

J１＝

０ １ ０

a －c θ
０ －g －λ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

(６)

相应的特征方程det(J１－kI)＝０可展开为

k３＋(c＋λ)k２＋(cλ＋gθ－a)k－aλ＝０
(７)

对于特征方程(７),根据 RouthＧHurwitz判据

可构造的行列式为

Δ１＝c＋λ

Δ２＝
c＋λ １

－aλ cλ＋gθ－a
　＝(cλ＋gθ)(c＋λ)－ac

Δ３＝

c＋λ １ ０

－aλ cλ＋gθ－a c＋λ
０ ０ －aλ

　＝－aλ[(cλ＋gθ)(c＋λ)－ac]

　＝－aλΔ２ (８)

当a ＜０时,由于参数c,μ,θ,λ,g 都大于０,

故Δ１ ＞０,Δ２ ＞０,Δ３ ＞０,根据RouthＧHurwitz定

理可知特征方程(７)的所有特征根均有负实部,所

以 (０,０,０)是渐进稳定的平衡点;当a＝０时,平衡

点 (０,０,０)对应的特征方程(７)出现零特征根,此

时 (０,０,０)为分岔点;当a＞０时,－aλ＜０,根据

式(８)可知Δ２ 和Δ３ 必然一正一负,由RouthＧHurＧ

witz定理可知特征方程(７)必然存在正实部的特征

根,因此平衡点 (０,０,０)是不稳定的.同理可知平

衡点±(a/μ,０,０)是渐进稳定的．
综上可知,当a ＜０时,系统只有一个稳定的

平衡点 (０,０,０);当a＝０时,系统的平衡点 (０,０,

０)是分岔点;当a ＞０时,系统有一个不稳定的平

衡点 (０,０,０)和两个稳定的平衡点 ± (a/μ,０,

０),此时系统呈现出双稳态特性．
由势函数(２)的形式可知,a ＞０时,势函数存

在一个势垒和两个势阱,其中势垒的极大值点对应

的是系统的不稳定平衡点 (０,０,０),势阱的两个极

小值点对应系统的两个稳定平衡点 ± (a/μ,０,

０),相 应 的 势 阱 深 度 为 a２/(４μ),势 阱 间 距 为

２ a/μ ．由此可见,线性刚度系数a 和三次非线性

刚度系数μ 不仅会决定系统平衡点的个数,还会影

响系统的势阱深度以及势阱间距.如图２展示了

a＝０．５时,μ 取不同值时系统的势函数图．可见,随

着μ 的增大,系统的势阱深度越来越小,在相同的

外部激励强度条件下,系统会更容易越过势垒在两

势阱间做大幅运动;但势阱深度的减小同时也会导

致势阱间距的减小,进一步使系统运动的位移幅值

减小,最终影响系统能量俘获的效率．

图２　三次非线性系数的势函数图

Fig．２　Potentialfunctionsfor

１．２　双稳态能量采集系统的确定性响应

在平衡点静态分岔及其稳定性分析的基础上,

取系统(４)的参数为c＝０．２,a＝０．５,θ＝０．０５,A＝０．

１２,ω＝０．８,λ＝０．０５,g＝０．５,分析双稳态系统的大

幅运动和小幅运动情况．图３呈现了系统(４)在多

５７
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初值情况下随三次非线性刚度系数μ 变化的分岔

图,从图中可见,系统在μ ∈ (０,２]上有丰富的动

力学现象.特别地,当μ ∈ (０,０．２５)时,系统有两

个共存的周期１吸引子;当μ ≈０．２５时,系统产生

了两个新的周期１吸引子,并在μ ∈ (０．２５,０．３２)

内保持多吸引子共存状态;并随着μ 的增大,其中

两个１周期吸引子相继消失;当μ 继续增大到μ ≈
０．４９时,系统通过倍周期分岔级联进入混沌状态,

并在μ ∈ (０．５０,０．５１)内出现了共存的稀有吸引

子,当μ ≈０．６１时系统发生了融合激变,由两个共

存的混沌吸引子融合为一个更大的混沌吸引子;随

着μ 进一步增大到０．９１附近时,系统再次发生融

合激变随即进入周期窗口,并持续在混沌和周期窗

口间进行切换．

图３　三次项系数μ 为分岔参数时,系统(３)的多值分岔图

Fig．３　Multivaluedbifurcationdiagramwiththevariation
ofCubicnonlinearcoefficientμ

图４　μ 取不同值时,系统(３)的相图和均方电压图
(a),(b)初值(－０．５,０．５,１．０);(c),(d)初值(－０．５,－０．５,１．０)
Fig．４　PhaseportraitsandMeansquarevoltagediagramwith

thevariationofμ (a),(b)theinitialcondition(－０．５,０．５,１．０);
(c),(d)theinitialcondition(－０．５,－０．５,１．０)

在系统分岔行为分析的基础上,观察参数μ 变

化时,系统不同运动状态对输出电压的影响机理．
图４(b)和图４(d)表示了从不同初值出发时系统的

均方电压随μ 的变化情况．观察可知,在μ 值较小

时,从初值(－０．５,０．５,１．０)出发系统围绕着稳定平

衡点 (－ a/μ,０,０)做单阱小幅运动,从初值 (－０．５,

－０．５,１．０)出发系统围绕着稳定平衡点 (a/μ,０,０)

做单阱小幅运动,且它们的均方电压值都较小;当

μ＝０．６３时,系统将摆脱势阱的束缚呈现出大幅阱

间运动,这时均方电压保持较高水平;当进一步增

加μ 的值时,系统将继续保持阱间振动,但运动幅

度逐渐减小,相应的均方电压也呈下降趋势．因此

优化三次非线性刚度系数,使系统具有最优的势阱

深度和势阱间距,进而保持阱间大幅运动,可以有

效提高双稳态能量采集系统的均方电压．

２　双稳态能量采集系统的随机响应

２．１　正交多项式逼近

在实际工程结构中,涉及到的不确定参数通常

是有界的．因此,本文选取服从拱形分布的随机变

量进行研究．设两不确定机电耦合系数的形式如下

θ＝θ
－
＋σ１ξ１,　g＝g－ ＋σ２ξ２ (９)

式中,θ
－,g－ 分别为θ,g 的均值;ξ１,ξ２ 是定义在

[－１,１]上服从拱形分布的独立的有界随机变量;

σ１,σ２ 分别是随机变量ξ１,ξ２ 的随机强度;ξi(i＝
１,２)的概率密度函数[３７]为

pΞi(ξi)＝
２
π １－ξ２

i ξi ≤１,

０ ξi ＞１．

ì

î

í

ïï

ïï

(１０)

将式(９)带入系统(４),具有双不确定参数的双

稳态能量采集系统可表示为

x􀅰􀅰(t)＋cx􀅰(t)－ax(t)＋μx３(t)－

　(θ
－
＋σ１ξ１)v(t)＝Acos(ωt)

v􀅰(t)＋λv(t)＋(g－ ＋σ２ξ２)x􀅰(t)＝０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１１)

对应于本文研究的具有拱形分布的随机变量,

选取相应的第二类 Chebyshev多项式[３９],其正交

性表示为

∫
１

－１

２
π １－ξ２Hi(ξ)Hj(ξ)dξ＝

１ i＝j,

０ i≠j．{
(１２)

系统(１１)的响应是时间t和随机变量ξ１,ξ２ 的函

６７
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数,根据正交多项式逼近理论,它的响应可表示为

如下形式

　
x(t,ξ１,ξ２)＝ ∑

N

i＝０
∑
N

j＝０
xij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)

v(t,ξ１,ξ２)＝ ∑
N

i＝０
∑
N

j＝０
vij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１３)

式中,N 表示 Chebyshev多项式的最高阶数．当

N →＋¥ 时,∑
N

i＝０
∑
N

j＝０
xij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)和 ∑

N

i＝０
∑
N

j＝０

vij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)等价于原系统(１１)的响应

x(t,ξ１,ξ２)和x(t,ξ１,ξ２)．我们取N ＝２,并将其

代入(１０)式,可以得到

　

∑
２

i＝０
∑

２

j＝０
x􀅰􀅰ij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)＋c∑

２

i＝０
∑

２

j＝０
x􀅰ij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)－a∑

２

i＝０
∑

２

j＝０
xij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)＋

　μ ∑
２

i＝０
∑

２

j＝０
xij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)[ ]

３
－(θ

－
＋σ１ξ１)∑

２

i＝０
∑

２

j＝０
vij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)＝ Acos(ωt)

∑
２

i＝０
∑

２

j＝０
v􀅰ij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)＋λ∑

２

i＝０
∑

２

j＝０
vij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)＋g－∑

２

i＝０
∑

２

j＝０
x􀅰ij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)＋

　σ２ξ２∑
２

i＝０
∑

２

j＝０
x􀅰ij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(１４)

　　利用Chebyshev多项式之间的关系和其正交

性对其进行化简,并关于随机变量,取期望ξ１,ξ２

可将式(１４)转化为如下等价确定性扩阶系统

　　

x􀅰􀅰００(t)＋cx􀅰００(t)－ax００(t)＋μX００(t)－θ
－
v００(t)－[σ１v１０(t)]/２＝Acos(ωt),

v􀅰００(t)＋λv００(t)＋g－x􀅰００(t)＋[σ２x􀅰０１(t)]/２＝０,

x􀅰􀅰０１(t)＋cx􀅰０１(t)－ax０１(t)＋μX０１(t)－θ
－
v０１(t)－[σ１v１１(t)]/２＝０,

v􀅰０１(t)＋λv０１(t)＋g－x􀅰０１(t)＋{σ２[x􀅰００(t)＋x􀅰０２(t)]}/２＝０,

x􀅰􀅰０２(t)＋cx􀅰０２(t)－ax０２(t)＋μX０２(t)－θ
－
v０２(t)－[σ１v１２(t)]/２＝０,

v􀅰０２(t)＋λv０２(t)＋g－x􀅰０２(t)＋[σ２x􀅰０１(t)]/２＝０,

x􀅰􀅰１０(t)＋cx􀅰１０(t)－ax１０(t)＋μX１０(t)－θ
－
v１０(t)－{σ１[v００(t)＋v２０(t)]}/２＝０,

v􀅰１０(t)＋λv１０(t)＋g－x􀅰１０(t)＋[σ２x􀅰１１(t)]/２＝０,

x􀅰􀅰１１(t)＋cx􀅰１１(t)－ax１１(t)＋μX１１(t)－θ
－
v１１(t)－{σ１[v０１(t)＋v２１(t)]}/２＝０,

v􀅰１１(t)＋λv１１(t)＋g－x􀅰１１(t)＋{σ２[x􀅰１０(t)＋x􀅰１２(t)]}/２＝０,

x􀅰􀅰１２(t)＋cx􀅰１２(t)－ax１２(t)＋μX１２(t)－θ
－
v１２(t)－{σ１[v０２(t)＋v２２(t)]}/２＝０,

v􀅰１２(t)＋λv１２(t)＋g－x􀅰１２(t)＋[σ２x􀅰１１(t)]/２＝０,

x􀅰􀅰２０(t)＋cx􀅰２０(t)－ax２０(t)＋μX２０(t)－θ
－
v２０(t)－[σ１v１０(t)]/２＝０,

v􀅰２０(t)＋λv２０(t)＋g－x􀅰２０(t)＋[σ２x􀅰２１(t)]/２＝０,

x􀅰􀅰２１(t)＋cx􀅰２１(t)－ax２１(t)＋μX２１(t)－θ
－
v２１(t)－[σ１v１１(t)]/２＝０,

v􀅰２１(t)＋λv２１(t)＋g－x􀅰２１(t)＋{σ２[x􀅰２０(t)＋x􀅰２２(t)]}/２＝０,

x􀅰􀅰２２(t)＋cx􀅰２２(t)－ax２２(t)＋μX２２(t)－θ
－
v２２(t)－[σ１v１２(t)]/２＝０,

v􀅰２２(t)＋λv２２(t)＋g－x􀅰２２(t)＋[σ２x􀅰２１(t)]/２＝０．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１５)

响应的均值可表示为

E[x(t,ξ１,ξ２)]＝∑
２

i＝０
∑

２

j＝０
E[xij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)]＝x００(t),

E[v(t,ξ１,ξ２)]＝∑
２

i＝０
∑

２

j＝０
E[vij(t)Hi(ξ１)Hj(ξ２)]＝v００(t)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１６)

方差可表示为

７７
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Var[x(t,ξ１,ξ２)]＝E[x (t,ξ１,ξ２)２]－{E[x(t,ξ１,ξ２)]}２＝x２
０１ (t)＋x２

０２ (t)＋

　x２
１０ (t)＋x２

１１ (t)＋x２
１２ (t)＋x２

２０ (t)＋x２
２１ (t)＋x２

２２ (t)

Var[v(t,ξ１,ξ２)]＝E[v(t,ξ１,ξ２)２]－{E[v(t,ξ１,ξ２)]}２＝v２
０１ (t)＋v２

０２ (t)＋

　v２
１０ (t)＋v２

１１ (t)＋v２
１２ (t)＋v２

２０ (t)＋v２
２１ (t)＋v２

２２ (t)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１７)

　　对 原 随 机 系 统 (１１)采 用 蒙 特 卡 洛 (Monte

Carlo,简记为 MC)方法进行方差的计算,并将其数

值结果与式(１７)的理论计算结果进行对比．从图５
不难发现,数值模拟与理论结果基本吻合,验证了

正交多项式逼近法(OrthogonalPolynomialApＧ

proximation,简记为 OPA)的有效性．从数值模拟

结果来看,系统处于周期运动(μ＝０．４)时响应的方

差小于分岔点附近(μ＝０．４９)和混沌运动状态(μ＝

０．５９),可见周期运动时,系统响应在随机参数影响

下离散程度更小．但总体上看,对于不同参数值时

方差值均较小．

(a)μ＝０．４时 Var(x) (b)μ＝０．４时 Var(v)
(a)Var(x)whenμ＝０．４ (b)Var(v)whenμ＝０．４

(c)μ＝０．４９时 Var(x) (d)μ＝０．４９时 Var(v)
(c)Var(x)whenμ＝０．４９ (d)Var(v)whenμ＝０．４９

(e)μ＝０．５９时 Var(x) (f)μ＝０．５９时 Var(v)
(e)Var(x)whenμ＝０．５９ (f)Var(v)whenμ＝０．５９

图５　系统响应的方差对比

Fig．５　Variancecomparisonofsystemresponses

下面将进一步通过系统(１５)的集合平均响应

(EnsembleMeanResponses,简记为EMR)来探究

随机双稳态俘能系统的非线性动力学特性,并通过

对比 系 统 (４)的 确 定 性 响 应 (DeterministicReＧ

sponse,简记为DR)和系统(１５)的 EMR来揭示两

不确定参数对系统的影响机理．

２．２　两不确定参数对系统响应的影响

取系统参数c＝０．２,a＝０．５,θ
－
＝０．０５,A＝０．１２,

ω＝０．８,λ＝０．０５,g－ ＝０．５时,针对不同三次非线性

刚度系数,讨论双不确定参数作用下双稳态能量采

集系统的全局和局部动力学特性．由于系统(４)的

相空间是三维的,其吸引子和吸引域难以充分呈

现,因此将借助二维截面来分析系统的全局特性．
图６展示了μ＝０．４９时,双不确定参数对系统

运动状态及输出电压的影响．由图６(a)可见,DR
和σ１＝０,σ２＝０．０３时的EMR绕右侧稳定平衡点

做周期为１的单阱运动;但在不确定参数θ 的影

响下,当σ１＝０．０３,σ２＝０和σ１＝０．０３,σ２＝０．０３时

EMR已发生阱间跳跃,在左侧势阱内保持周期为

２的运动,如图６(b)所示．电压的时间历程图也体

现了上述跳跃现象,见图６(c)和６(d)．

(a)相图　　(a)Phaseportrait

(b)电压时间历程图　　(b)Phaseportrait
图６　μ＝０．４９时的 DR和EMR,DR的初值为(x,x􀅰,v)＝

(０．３３,－０．７６,１．０),EMR的初值为(x００,x􀅰００,v００)＝(０．３３,－０．７６,１．０),
(xij,x􀅰ij,vij)＝(０．０,０．０,０．０),(i≠０,j≠０)．

Fig．６　DRandEMRforμ＝０．４９．TheinitialconditionofDRis
(x,x􀅰,v)＝(０．３３,－０．７６,１．０)andEMRare(x００,x􀅰００,v００)＝
(０．３３,－０．７６,１．０),(xij,x􀅰ij,vij)＝(０．０,０．０,０．０),(i≠０,j≠０)

进一步分析双不确定参数作用下 DR和EMR
的全局特性．图７(a)和图７(c)中,DR和σ１＝０,σ２＝

８７
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０．０３时的EMR的吸引子保持一致,均有两个周期

为１的共存吸引子;但当σ１＝０．０３,σ２＝０和σ１＝０．

０３,σ２＝０．０３时,EMR 的吸引子已演化为周期为２
的吸引子,且吸引子A１ 的吸引域B１ 的占比增大,

见图７(b)和图７(d)．

图７　μ＝０．４９时,DR和EMR的全局特性

Fig．７　GlobalcharacteristicsofDRandEMRforμ＝０．４９

图８　μ＝０．５９时,DR和EMR的全局特性

Fig．８　GlobalcharacteristicsofDRandEMRforμ＝０．５９

随着μ 的增加,系统通过倍周期分岔进入混

沌．如图８所示,当μ＝０．５９时,在四组不同不确定

性参数强度作用下,DR和 EMR都存在两个混沌

吸引子A１ 和A２,且吸引子的形态基本保持一致,

吸引域具有明显的分形特性;图８(b)和８(c)分别

描述了单个不确定参数θ 或g 的影响下 EMR 的

全局特性,可以看出图８(c)中EMR的全局特性与

DR基本保持一致,但是图８(b)中EMR的两个吸

引域交织更加紧密,并且吸引域B２ 的范围扩大,

表明系统对不确定参数θ更敏感;图８(d)展示了

两个随机参数共同作用下 EMR的全局特性,发现

其吸引域相较其他三种情形有明显的变化．
当μ 进一步增大时,取μ＝１．２２,DR和 EMR

的全局特性如图９所示．DR存在两个周期吸引子

A１ 和A２,它们的吸引域呈现分形特性．在随机参

数的影响下,系统的全局特性发生明显的变化,

EMR在原有的两个周期吸引子A１ 和A２ 不变的

同时,又出现一个新的混沌吸引子A３,三个吸引子

的吸引域B１,B２ 和B３ 相互缠绕,动力学行为更加

复杂．对比图９中的四种情形可以发现,当σ１ ＝０,

σ２ ＝０．０３时EMR的吸引域B１ 和B２ 与DR相似,

如图９(c)所示,说明不确定参数g 对系统吸引域

的影响较小;由图９(b)可以看出,当考虑不确定参

数θ时,即σ１＝０．０３,σ２＝０,EMR的吸引域形状已

发生明显变化,混沌吸引子A３ 的吸引域B３ 已侵蚀

原有的吸引域B１ 和B２;当两个不确定参数共同

影响时,从图９(d)中不难发现,混沌吸引子A３ 的

吸引域B３ 所占比例进一步增大,几乎占据了整个

空间．表１给出了DR和EMR中各吸引域的占比

情况,从中可以发现,相比不确定参数g ,在b 不

确定参数θ影响下,吸引域B１ 和B２ 减小的更加显

著,而在两个不确定参数同时作用下,吸引域B１ 和

B２ 进一步减小,吸引域B３ 占比达到９２．６１％．

图９　μ＝１．２２时,DR和EMR的全局特性

Fig．９　GlobalcharacteristicsofDRandEMRforμ＝１．２２

在以上全局分析的基础上,图１０给出了μ＝
１．２２时,从初值 (０．３３,－０．７６,１．０)出发的 DR和

EMR的相图和频谱图,由图１０可知,当只考虑单

９７
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个不确定参数g 时(σ１＝０,σ２＝０．０３),EMR仍维

持阱间周期运动,其频谱图也与 DR保持一致,但

其已跳跃到与DR对称的周期运动．当单个随机参

数θ(σ１＝０．０３,σ２＝０)和两个不确定参数同时作

用(σ１＝０．０３,σ２＝０．０３)的情形时,EMR由阱间周

期运动演化为阱间混沌运动,离散的频谱图被连续

的频谱图代替．

表１　μ＝１．２２时,DR和EMR吸引域的占比情况

Table１　TheproportionofDRandEMRattraction
domainsforμ＝１．２２

B１ B２ B３

DR ５０．３７％ ４９．６３％ ０．０％

EMR (σ１ ＝０．０３,σ２ ＝０) ３５．１６％ ３４．９９％ ２９．８５％

EMR (σ１ ＝０,σ２ ＝０．０３) ４３．１９％ ４２．３５％ １４．４６％

EMR(σ１ ＝０．０３,σ２ ＝０．０３) ３．７８％ ３．６１％ ９２．６１％

(a)相图　　(a)Phaseportrait

(b)频谱图　　(b)Spectrumoftheoutputvoltage
图１０　μ＝１．２２时的 DR和EMR,DR的初值为(x,x􀅰,v)＝

(０．３３,－０．７６,１．０),EMR的初值为(x００,x􀅰００,v００)＝
(０．３３,－０．７６,１．０),(xij,x􀅰ij,vij)＝(０．０,０．０,０．０),(i≠０,j≠０)．
Fig．１０　DRandEMRforμ＝１．２２．TheinitialconditionofDRis
(x,x􀅰,v)＝(０．３３,－０．７６,１．０)andEMRare(x００,x􀅰００,v００)＝
(０．３３,－０．７６,１．０),(xij,x􀅰ij,vij)＝(０．０,０．０,０．０),(i≠０,j≠０)

２．３　不确定参数强度对系统响应的影响

为进一步揭示不确定因素对系统动力学行为

的影响,下面将探索不确定参数强度变化对系统动

力学行为的影响机理．首先借助最大李雅普诺夫指

数(TopLyapunovExponent,简记为 TLE)来表征

不确定参数对系统周期运动和混沌运动的影响,如

图１１(a)所示,随着参数θ的不确定性强度σ１ 的增

大,系统的 TLE为正数的参数区间持续扩大,特别

是在μ ∈ [０．４,０．５５]和μ ∈ [０．９,１．０]时,这意味

着在不确定参数θ的影响下,系统会更易进入混沌

运动状态;而当不确定参数g的强度σ２ 改变时,如

图１１(b),系统的 TLE没有发生太大的变化．

(a)σ２＝０,σ１ 变化
(a)σ２＝０andσ１isvariational

(b)σ１＝０,σ２ 变化
(b)σ１＝０andσ２variational

图１１　μ∈(０,２]时,DR和EMR的 TLE图

Fig．１１　TheTLEwiththevariationofμunderdifferentintensities

基于以上分析,μ ∈ [０．４,０．５５],借助 DR和

EMR的分岔图从总体上分析不确定参数的影响．
如图１２,在不确定参数作用下EMR保持和 DR相

似的动力学行为,即随着μ 的增大,它们都经历了

由１周期运动 → 对称破裂分岔产生２周期运动 →
倍周期级联进入混沌运动的过程．从局部来看,当

μ ＜０．４５时,参数θ不确定性强度σ１ 取０．０３,０．０５
和０．１的EMR仍保持和 DR相同的１周期运动;
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当μ 增大到分岔点附近时,EMR的分岔点随着σ１

的增大不断向左移动,系统会更早的进入混沌状

态;而图１１(b)中不确定参数g 的强度σ２ 增大时,

EMR仍保持稳定的周期运动,只是在分岔点附近

发生了微小的改变．这也再次说明,参数g 的不确

定性对双稳态系统的动力学影响较小．

(a)σ２＝０,σ１ 变化
(a)σ２＝０andσ１isvariational

(b)σ１＝０,σ２ 变化
(b)σ１＝０andσ２variational

图１２　μ∈(０．４,０．５５]时,DR和EMR的分岔图

Fig．１２　BifurcationdiagramsofDRandEMRforμ∈(０．４,０．５５]

２．４　能量俘获性能

关于系统的能量俘获性能,可通过均方电压和

能量转换率这两个重要指标来描述．其中能量转化

率可表示为

η＝
Pe

Pm
(１８)

Pe 和Pm 分别表示电能和机械能的有效功率值,计

算公式如下

Pe ＝
１
t∫

t

０
(Pins

e )２dt

Pm ＝
１
t∫

t

０
(Pins

m )２dt (１９)

式中,Pins
e 和Pins

m 代表瞬时电能的功率值和瞬时机

械能的功率值．
双稳态系统(４)的无量纲瞬时电能功率和机械

能功率为

Pins
e ＝

θλ
g
v２,　Pins

m ＝x􀅰Acos(ωt) (２０)

(a)(b)σ２＝０,σ１ 变化
(a)(b)σ２＝０andσ１isvariational

(c)(d)σ１＝０,σ２ 变化
(c)(d)σ１＝０andσ２isvariational

(e)(f)σ１ 和σ２ 都变化
(e)(f)σ１andσ２arebothvariational

图１３　μ∈(０,２]时系统的均方电压和能量转化率

Fig．１３　MeansquarevoltagediagramandEnergyconversion
diagramforμ∈(０,２]

为更直观的表现随机参数对系统俘能性能的

影响,图１３展示了μ∈(０,２]时,DR和EMR的均

方电压和能量转化率．从图１３(a),图１３(c)和图１３
(e)中可以看出,系统的均方电压总体呈现先增大

后减小的趋势．其中 DR的均方电压在μ＝０．９处

出现了一个峰值,这时的均方电压比μ＝０．１时的

提高了１９２％;但在不确定参数θ的影响下,EMR
的均方电压整体上都有所减小,并且σ１ 越大,均方

电压越小,均方电压的峰值越向右移动,σ１ 取０．０３,

０．０５和０．１时EMR的峰值均方电压比μ＝０．１时

的电压分别提高了１６１％,１３６％和１２４％．另一个

机电耦合系数g 的b 不确定性也会导致系统在某

些取值处产生较小的输出电压,但它对均方电压峰

值的影响不显著,图１３(c)中可以清楚地看到σ２ ＝

１８
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０．０５和σ２＝０．１的均方电压与σ２＝０．０３的均方电压

几乎完全吻合,且它们的峰值均方电压与 DR相差

很小．能量转化率方面,从图１３(b)和图１３(d)可以

看出,受不确定参数θ的影响,转化率会有明显的

下降趋势,而在不确定参数g 的影响下,转化率的

变化不大．这说明系统对参数g 的不确定性强度

变化不敏感．从图１３(e)和图１３(f)可以看出当两

不确定参数同时作用于系统时,仅在随机强度较小

时,系统的均方电压和能量转化率都出现了较大幅

度的减小,表明两个不确定参数共同存在时,对系

统能量俘获性能的影响较为显著．

３　结论

本文研究了具有两个不确定机电耦合系数的

双稳态能量采集系统的动力学行为及其发电性能．
首先,通过RouthＧHurwitz定理分析了确定性双稳

态系统平衡点的稳定性和静态分岔特性,呈现了该

系统的大幅运动和小幅运动．在此确定性行为分析

的基础上,考虑了双稳态能量采集系统中机电耦合

系数的不确定性,借助正交多项式逼近理论,对两

不确定参数作用下双稳态系统的响应进行了求解,

并探究了两个机电耦合系数及其随机强度对系统

分岔、混沌、激变、吸引子变迁、大幅阱间运动以及

能量俘获效率的影响．
结果表明在双不确定机电耦合系数的影响下,

双稳态系统吸引子的形状和吸引域的占比都会发

生变化,且参数不确定性强度越大,变化越明显;在

一些敏感参数区间内,这两个参数的不确定性可能

使得系统发生阱间跳跃,也会导致系统的倍周期分

岔点前移,使得系统更早进入混沌状态,致使系统

的均方电压和能量俘获效率降低．此外,与电方程

中机电耦合系数相比,该系统对机械方程中机电耦

合系数的不确定性更敏感,且两个不确定参数共同

作用会对系统的能量俘获效率产生更显著的影响．

参考文献

[１] SHAIKHFK ,ZEADALLYS．Energyharvesting

inwirelesssensornetworks:acomprehensivereview
[J]．RenewableandSustainableEnergy Reviews,

２０１６,５５:１０４１－１０５４．
[２] LIYJ,TAOK,GEORGEB,etal．HarvestingviＧ

brationenergy:technologies and challenges[J]．

IEEEIndustrialElectronicsMagazine,２０２１,１５(１):

３０－３９．
[３] BEEBYSP,TUDOR MJ,WHITEN M．Energy

harvestingvibrationsourcesformicrosystemsappliＧ

cations[J]．MeasurementScienceandTechnology,

２００６,１７(１２):R１７５－R１９５．
[４] LIU H C,LEEC K,KOBAYASHIT,etal．A

newSＧshapedMEMSPZTcantileverforenergyharＧ

vestingfromlowfrequencyvibrationsbelow３０Hz
[J]．Microsystem Technologies,２０１２,１８(４):４９７－

５０６．
[５] WANGJ,CHENZY,LIZ,etal．PiezoelectricenＧ

ergyharvesters:anoverview ondesignstrategies

andtopologies [J]．IEEE TransactionsonCircuits

andSystemsＧⅡ:ExpressBriefs,２０２２,６９(７):３０５７

－３０６３．
[６] 曹东兴,吴鹏,张伟,等．一种新型压电俘能器的振动

特性分析 及 性 能 研 究 [J]．动 力 学 与 控 制 学 报,

２０１５,１３(４):３００－３０７．

CAODX,WUP,ZHANG W,etal．NonlinearviＧ

brationofanovelpiezoelectricvibrationenergyharＧ

vester[J]．JournalofDynamicsandControl,２０１５,

１３(４):３００－３０７．(inChinese)

[７] 石朝成,李响,袁天辰,等．双梁磁力压电振动能量采

集器的实验和仿真 [J]．动力学与控制学报,２０１７,

１５(１):６８－７４．

SHICC,LIX,YUANTC,etal．Experimentaland

numericalresearchonadoubleＧbeam magneticviＧ

brationpiezoelectricenergyharvester[J]．Journalof

DynamicsandControl,２０１７,１５(１):６８－７４．(inChiＧ

nese)

[８] POULIN G,SARRAUTEE,COSTA F．GeneraＧ

tionofelectricalenergyforportabledevices:comＧ

parativestudyofanelectromagneticandapiezoelecＧ

tricsystem [J]．SensorsandActuatorsA:Physical,

２００４,１１６(３):４６１－４７１．
[９] TANGLH,YANGY W．Analysisofsynchronized

chargeextractionforpiezoelectricenergyharvesting
[J]．SmartMaterialsandStructures,２０１１,２０(８):

０８５０２２．
[１０] ERTURKA ,INMANDJ．ADistributedparameＧ

terelectromechanicalmodelforcantileveredpiezoeＧ

lectricenergyharvesters [J]．JournalofVibration

andAcoustics,２００８,１３０(４):０４１００２．
[１１] ERTURK A,INMAN DJ．Issuesinmathematical

modeling ofpiezoelectricenergy harvesters [J]．

２８



第１０期 张莹等:双不确定参数作用下双稳态能量采集系统的随机响应分析

Smart Materials and Structures,２００８,１７ (６):

０６５０１６．
[１２] FERRARIM,FERRARIV,GUIZZETTIM,etal．

Piezoelectric multifrequency energy converterfor

powerharvestinginautonomousmicrosystems[J]．

SensorsandActuatorsA:Physical,２００８,１４２(１):

３２９－３３５．
[１３] ARAVINDAN M,ALISF．ArrayenhancedstoＧ

chasticresonanceforaugmentedenergyharvesting
[J]．CommunicationsinNonlinearScienceandNuＧ

mericalSimulation,２０２２,１１１:１０６４７６．
[１４] ZHANGY,JIAOZR,DUANXX,etal．StochasＧ

ticdynamicsofapiezoelectricenergyharvesterwith

fractionaldampingunderGaussiancolorednoiseexＧ

citation[J]．AppliedMathematicalModelling,２０２１,

９７:２６８－２８０．
[１５] FANGST,CHENKY,ZHAOB,etal．SimultaＧ

neousbroadbandvibrationisolationandenergyharＧ

vestingatlowfrequencieswithquasiＧzerostiffness

andnonlinearmonostability [J]．JournalofSound

andVibration,２０２３,５５３:１１７６８４．
[１６] JIANG W A,SUNP,ZHAOGL,etal．PathinteＧ

gralsolutionofvibratoryenergyharvestingsystems
[J]．Applied Mathematicsand Mechanics,２０１９,４０
(４):５７９－５９０．

[１７] 曹东兴,孙培峰,姚明辉,等．双稳态屈曲梁压电发电

结构非线性动力学分析 [J]．动力学与控制学报,

２０１６,１４(６):５２０－５２５．

CAODX,SUNPF,YAO M H,etal．Nonlinear

dynamicsofbistablebuckledbeampiezoelectricharＧ

vesters[J]．JournalofDynamicsandControl,２０１６,

１４(６):５２０－５２５．(inChinese)．
[１８] LIUD,WUYR,XUY,etal．Stochasticresponse

ofbistablevibrationenergyharvestingsystemsubＧ

jecttofilteredGaussianwhitenoise[J]．Mechanical

SystemsandSignalProcessing,２０１９ (１３０):２０１－

２１２．
[１９] REZAEIM,TALEBITOOTIR,LIAO W H．InＧ

vestigationsonmagneticbistablePZTＧbasedabsorbＧ

erforconcurrentenergyharvestingandvibration

mitigation:Numericalandanalyticalapproaches[J]．

Energy,２０２２,２３９:１２２３７６．
[２０] CHENL,LIAOX,SUNBB,etal．AnumericalＧ

experimentaldynamicanalysisofhighＧefficiencyand

broadbandbistableenergyharvester withselfＧdeＧ

creasingpotentialbarriereffect[J]．AppliedEnerＧ

gy,２０２２,３１７:１１９１６１．

[２１] YAO M H,LIUPF,WANG HB．NonlineardyＧ

namicsandpowergenerationonanewbistablepieＧ

zoelectricＧelectromagnetic energy harvester [J]．

Complexity,２０２０,２０２０:５６８１７０３．
[２２] JIANG W A,HAN H F,CHENL Q,etal．ExＧ

ploitingselfＧtuningtristabletoimproveenergycapＧ

turefromshapememoryoscillator[J]．Journalof

EnergyStorage,２０２２,５１:１０４４６９．
[２３] ZHANGYX,JINYF,XUPF,etal．Stochastic

bifurcationsinanonlineartriＧstableenergyharvester

undercolorednoise[J]．NonlinearDynamics,２０２０,

９９(２):８７９－８９７．
[２４] ZHOUSX,LALLART M,ERTURKA．MultistＧ

ablevibration energy harvesters:Principle,proＧ

gress,andperspectives [J]．JournalofSoundand

Vibration,２０２２,５２８:１１６８８６．
[２５] CAO Y Y,YANGJH,YANGDB．Dynamically

synergistictransitionmechanismandmodifiednonＧ

linearmagneticforcemodelingformultistablerotaＧ

tionenergyharvester[J]．MechanicalSystemsand

SignalProcessing,２０２３,１８９:１１００８５．
[２６] ZHANGHF,AFZALULK．Designandanalysisof

aconnectedbroadband multiＧpiezoelectricＧbimorphＧ

beamenergyharvester[J]．IEEE Transactionson

Ultrasonics,Ferroelectrics,andFrequencyControl,

２０１４,６１(６):１０１６－１０２３．
[２７] XUJ,TANGJ．MultiＧdirectionalenergyharvesting

by piezoelectriccantileverＧpendulum withinternal

resonance[J]．AppliedPhysicsLetters,２０１５,１０７
(２１):２１３９０２．

[２８] LIY,ZHOUSX,LITAKG．Uncertaintyanalysis

ofbistablevibrationenergyharvestersbasedonthe

improvedintervalextension [J]．JournalofVibraＧ

tionEngineering& Technologies．２０２０,８(２):２９７－

３０６．
[２９] ALISF,FRISWELL MI,ADHIKARIS．PiezoeＧ

lectricenergyharvestingwithparametricuncertainty
[J]．SmartMaterialsandStructures,２０１０,１９(１０):

１０５０１０．
[３０] NANDA A,KARAMIM A,SINGLA P．UncerＧ

taintyquantificationofenergyharvestingsystemsuＧ

singmethodofQuadraturesandmaximumentropy

principle[C]//ProceedingsoftheASME２０１５ConＧ

ferenceonSmartMaterials,AdaptiveStructuresand

IntelligentSystems．Colorado,America:Colorado

Springs,２０１５．
[３１] FRANCO V R,VAROTO PS．ParameteruncerＧ

３８



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０２３年第２１卷

taintiesinthedesignandoptimizationofcantilever

piezoelectricenergyharvesters[J]．MechanicalSysＧ

temsandSignalProcessing,２０１７,９３:５９３－６０９．
[３２] RAJARATHINAM M,ALISF．ParametricuncerＧ

taintyandrandom excitationinenergyharvesting

dynamicvibrationabsorber[J]．ASCEＧASMEJourＧ

nalofRiskandUncertaintyinEngineeringSystems,

PartB:MechanicalEngineering,２０２０,７(１):０１０９０５．
[３３] KAMINSKIM．GeneralizedperturbationＧbasedstoＧ

chasticfiniteelementmethodinelastostatics [J]．

Computers&Structures,２００７,８５(１０):５８６－５９４．
[３４] WIENERN．Thehomogeneouschaos[J]．American

JournalofMathematics．１９３８,６０(４):８９７－９３６．
[３５] XIUDB,KARNIADAKISGE．TheWienerＧAskey

polynomialchaosforstochasticdifferentialequations
[J]．SIAMJournalonScientificComputing,２００２,

２４(２):６１９－６４４．
[３６] FANGT,LENGXL,SONGCQ．ChebyshevpolＧ

ynomialapproximationfordynamicalresponseprobＧ

lemofrandomsystem [J]．JournalofSoundandViＧ

bration,２００３,２６６(１):１９８－２０６．
[３７] FANGT,LENGXL,MAXP,etal．lambdaＧPDF

andGegenbauerpolynomialapproximationfordyＧ

namicresponseproblemsofrandomstructures[J]．

ActaMechanicaSinica,２００４,２０(３):２９２－２９８．
[３８] 孙晓娟,徐伟,马少娟．含有界随机参数的双势阱

DuffingＧvanderPol系统的倍周期分岔 [J]．物理学

报,２００６,５５(２):６１０－６１６．

SUNXJ,XU W,MASJ．PeriodＧdoublingbifurcaＧ

tionofadoubleＧwellDuffingＧvanderPolsystem

withboundedrandomparameters[J]．ActaPhysica

Sinica,２００６,５５(２):６１０－６１６．(inChinese)

[３９] 张莹,都琳,岳晓乐,等．随机参数作用下参激双势阱

Duffing系统的随机动力学行为分析 [J]．应用数学

和力学,２０１６,３７(１１):１１９８－１２０７．

ZHANG Y,DU L,YUE X L,etal．Stochastic

nonlineardynamicsanalysisofdoubleＧwellduffing

systemsunderrandom parametricexcitations [J]．

AppliedMathematicsandMechanics,２０１６,３７(１１):

１１９８－１２０７．(inChinese)

４８


