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FOPID控制器对广义VDP随机系统

瞬态响应和可靠性的控制∗
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摘要　本文研究了在FOPID控制器控制下的广义 VanDerPol随机系统瞬态概率密度函数和可靠性函数

变化情况．首先,引入广义谐和函数,将快变变量转换为慢变变量,并利用分数阶微积分的性质,获得了

FOPID控制器在慢变变量形式下的新表达式．在此基础上,由于径向基神经网络具有准确性高,易于求解高

维问题,求解速度快等优势,所以我们应用径向基神经网络分别对该随机系统所满足的前向和后向柯尔莫

哥洛夫方程进行求解,得到随机系统的瞬态概率密度函数和可靠性函数．最后,通过分析控制器中分数阶导

数和分数阶积分对 VanDerPol随机系统响应和可靠性的影响,我们得到结论,分数阶控制器一定程度上会

增强系统的响应,并导致分岔．
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Abstract　Inthispaper,thetransientprobabilitydensityfunctionandreliabilityfunctionofgeneralized
VanDerPolstochasticsystemcontrolledbyFOFOPIDcontrollerarestudied．Firstly,thegeneralized
harmonicfunctionisintroducedtotransformthefastvariableintotheslowvariable,andthenewexpresＧ
sionofFOFOPIDcontrollerintheformofslowvariableisobtainedbyusingthepropertiesoffractional
calculus．Onthisbasis,becausetheradialbasisfunctionneuralnetworkhastheadvantagesofhighaccuＧ
racy,easytosolvehighＧdimensionalproblems,fastsolvingspeedandsoon,weapplytheradialbasis
functionneuralnetworktosolvetheforwardandbackwardKolmogorovequationssatisfiedbythestoＧ
chasticsystemrespectively,andobtainthetransientprobabilitydensityfunctionandreliabilityfunction．
Finally,byanalyzingtheinfluenceoffractionalcalculusinthecontrollerontheresponseandreliability
ofVanDerPolstochasticsystem,weobtaintheconclusionthatfractionalordercontrollercanenhance
theresponseofthesystemtoacertainextentandleadtobifurcation．

Keywords　FOPIDcontroller,　radialneuralnetwork,　transientprobabilitydensityfunction,　reliaＧ
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引言

随着分数微积分在理论和应用方面的快速发

展,分数阶微积分由于对粘弹性材料的完美模拟而

扩展到随机动力学系统的模型[１Ｇ３]．因此,分数阶随

机动力系统的分析成为近年来的热点问题之一．
由于分数微积分的成就,经典 PID控制器引

入到动力学系统之中,用于控制飞行器的振动[４]、

磁悬浮系统的稳定[５]、随机系统可靠性的控制[６]

等．虽然系统可以得到较好的控制,但可调节参数

较少,仍会有一定局限性,从而Podlubny[７]提出名

为FOPID控制器,是一种更有效的控制工具,近年

来逐渐用于一些确定性微分方程[８Ｇ１０]中的控制系

统稳定性．此外 FOOPID 控制器还会应用在各个

系统之中,其中,Riyad[１１]分别将PID和FOPID控

制器应用到核能源系统中,得到该系统下两个控制

器的最优控制参数,在自动智能化光伏系统中,

Firas[１２]加入 FOPID控制器用于稳定传感器的电

流和电压;Bapayya[１３]将 FOPID 控制器引入到传

统无刷直流电机系统中,用于控制该电机的速度和

转矩．作 为 传 统 积 分 阶 PID 控 制 器 的 新 推 广,

FOPID控制器包括线性比例算子、分数阶积分器

和分数阶微分器,并且其中有五个可调参数以实现

期望的控制目的．许多应用[１４Ｇ１６]证明,FOPID控制

器在分数阶动态系统的控制方面比经典PID控制

器表现得更好．
系统中的随机振动在结构工程[１７]、航空工

程[１８],土木工程[１９]等存在噪声激励(如受强气流干

扰的飞机)的情况下的随机振动通常被建模为数学

中的分数随机微分方程,噪声对动力学的累积影响

可以分别通过关于系统响应的平稳或瞬态概率密

度或随机可靠性来测量,它们相应地由 FokkerＧ
PlanckＧKolmogorov(FPK)方 程 或 者 BackwardＧ

Kolmogorov(BK)方程进行分析描述．因此,获得系

统响应知识的重要任务是求解FPK和BK方程．
通常,这两个方程都是具有非线性和变系数项

的偏微分方程(FPK 方程是具有归一化条件、初始

条件和边界条件的前向 Kolmogorov方程,但 BK
是具有初始条件和边缘条件的后向 Kolmagorov
方程),它们必须基于一些基于网格的技术进行数

值求解．经典计算方法之一是有限元法[２０Ｇ２３]．有限

元方法高度依赖于计算域的网格具体化,网格的稀

疏性和密集性极大地影响了计算的准确性和效率．
另一种常用的求解FPK和BK方程的方法是蒙特

卡罗模拟(MCS)[２４],该方法基于大数定律,需要大

量采样路径和长轨迹才能获得系统响应．MCS是

一种无网格方法,与边界条件无关．然而,它在很大

程度上取决于生成的数据量和长时间的消耗,

MCS方法的解决方案有时不可靠或不太准确．
由于深度学习算法的快速发展,神经网络已广

泛应用于图识别[２５]、语言处理[２６]、天气预报[２７]、智

能驾驶[２８]等领域．数学家还尝试使用神经网络来获

得FPK 方程的解．例如,Xu[２９]使用人工神经网络

(ANN)求解一类随机系统响应的平稳概率密度函

数(PDF),他们建立的算法不需要任何插值和坐标

变换．Li[３０]将神经网络应用于随机肿瘤免疫模型,

用于求解FPK方程,以讨论肿瘤的平均首次通过

时间(MFPT)问题．但这些神经网络求解中都有高

维求解困难,耗时长等问题．为了解决上述问题,且

由于多个高斯函数可以逼近任何概率分布,因此

Wang[３１]提出运用高斯径向基神经网络求解瞬态

概率密度．
本文进一步将高斯径向基神经网络应用到含

有FOPID控制器的广义 VDP系统之中．将偏微分

方程(FPK方程和BK 方程)与边界条件作为该神

经网络的损失函数,使用初始条件求解系统初始参

数,通过线性求和的方式构造该神经网络,以此来

直接求得各个时刻的精确解．达到有效求解各个时

刻瞬态概率密度函数和可靠性函数的目的．

１　含有FOPID控制器的广义 VDP随机系

统的近似

本文考虑了高斯白噪声激励下的广义 VDP随

机系统,旨在通过FOPID控制器研究系统的瞬态

响应和可靠性．该系统对应的微分方程形式为:

x􀅰􀅰＋(β１－β２x２＋β３x４)x􀅰 ＋ω２
０x＝

　εu(x,x􀅰)＋W(t) (１)

其中ω０ 是广义VDP系统的固有频率,βi(i＝１,２,

３)是常数,ε是一个标量参数,也是FOPID控制器

的系数．W(t)是一个均值为零,相关函数是R(τ)

＝E[W(t)W(t＋τ)]＝２Dδ(τ)的高斯白噪声,D
和τ 分别表示噪声强度和相关时间．u(x,x􀅰)＝
k１x(t)＋k２Dαx(t)＋k３Iβx(t)是FOPID控制器,

Dαx(t)是α阶的分数阶导数,Iβx(t)是β是阶的

５３
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分数阶积分．
在不同领域对于分数阶导数和分数阶积分有

多种定义,在这些定义中,Caputo定义在随机动力

系统中更常用,因为 Caputo定义只需要具有良好

物理意义的整数阶导数．因此,我们也将在本文中

考虑Caputo意义下的分数阶导数和分数阶积分．
α阶的分数阶导数定义如下:

Dαx(t)＝
１

Γ(n－α)∫
t

０
(t－τ)n－α－１x(n)(τ)dτ　n－１＜α＜n

x(n)(t)　 α＝n∈N{
(２)

β阶的分数阶积分定义为:

Iβx(t)＝
１

Γ(β)∫
t

０

x(τ)
(t－τ)１－βdτ

,β＞０ (３)

其中Γ(􀅰)为Gamma函数,且Γ(x)＝∫
¥

０
tx－１e－tdt．

当β１,β２,β３ 与ε同阶即系统受到的阻尼力为

弱阻尼且高斯白噪声激励为弱激励时,系统为准守

恒系统,响应为准周期状态．该条件下,可以应用广

义谐和函数将系统的快变变量转化为慢变变量:

x(t)＝a(t)cosφ(t)

x􀅰(t)＝－a(t)ω０sinφ(t){ (４)

其中φ(t)＝ω０t＋θ(t),a(t)和θ(t)系统响应的

振幅和相位,均为慢变变量．由于分数阶导数和积

分定义的复杂性,通常情况下针对０＜α,β＜１的

情况进行讨论．该情况下,应用 Gamma函数的性质

Γ(α)Γ(１－α)＝π/sinπα代替其定义式(２),分数阶

导数Dαx(t)可以用二重积分表示．进行变换后,该
分数阶导数可以重写为一个新的函数ψ(y,t)的广

义积分,其表达式如下[６]:

ψ(y,t)＝
sinπα
παa(t)

ω２
０cosφ(t)－ω０y

１
αsinφ(t)

ω２
０＋y

２
α

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＋

　　　c１e－ty
１
α (５)

常数c１ 可由ψ(y,０)＝０求出．再将ψ(y,t)的

表达式代入Dαx(t)＝∫
∞

０
ψ(y,t)dy 中得到

Dαx(t)≈acosφωα
０cos

πα
２ －asinφωα

０sin
πα
２ ＋

　 c
tαΓ(α＋１) (６)

因Dαx(t)＝D(n)I(n－α)x(t)＝I(n－α)D(n)x(t),

分数阶积分由慢变变量表示为:

Iβx(t)≈asinφω－β
０ sinπβ

２ ＋acosφω－β
０ cosπβ２ ＋

　sinπβ
π

c
t１－βΓ(１－β) (７)

将公式(４)回代到公式(９)和公式(１０)中,得到

分数阶导数和积分项可等效记为经典阻尼力和恢

复力之 和,FOPID 控 制 器u(x,x􀅰)近 似 等 价 为

u~(x,x􀅰):

　u~(x,x􀅰)＝(k１＋k２ωα
０cos

πα
２＋k３ω－β

０ cosπβ２
)x＋

　(k２ωα－１
０ sinπα

２ －k３ω－β－１
０ sinπβ

２
)x􀅰 (８)

从而系统(１)的等效随机系统为:

x􀅰􀅰＋(β１－β２x２＋β３x４)x􀅰 ＋ω２
０x＝

　εu~(x,x􀅰)＋W(t) (９)

２　高斯径向基神经网络

考虑到随机系统的响应和可靠性主要通过求

解FPK方程和BK方程得到瞬态概率密度函数和

可靠性函数进行研究,且任何平滑的概率密度函数

都可以应用足够多的高斯函数以任意精度来进行

逼近[３２],所以本文结合高斯函数的优势,引入高斯

径向基神经网络对此问题进行求解讨论．

２．１　神经网络结构

假设是一个很小的时间步长．在第步中,我们

将瞬态概率密度或可靠性函数f(kΔτ,x０)表示为

f
~
[x０,ω(k)]．我们用具有高斯激活函数的神经网

络解来表示:

f
~
[x０,ω(k)]＝∑

N１

i＝１
ωi(k)g(x０,μi,Σi) (１０)

其中是高斯函数的个数,模型参数形成一个向量

ω(k)＝[ω１(k),ω２(k),􀆺ωN１(k)]T ．解的时间依

赖性是通过系数ω(k)的时间依赖性进行表现．

g(x０,μi,Σi)是一个高斯函数形式的神经元,其均

值为μi 和协方差矩阵Σi ．

g(x,μi,Σi)＝
１

(２π)２ (σ２
i)２

exp[－
１

２σ２
i
‖x－μi‖２]

　　＝
１

２πσi１

exp[－
１

２σ２
i１

(x１－μi１)２]×

１
２πσi２

exp[－
１

２σ２
i２

(x２－μi２)２] (１１)

图１为该二维系统下高斯径向基神经网络结

构图,其中gi 表示g(x０,μi,Σi)．

６３
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图１　高斯径向基神经网络结构图

Fig．１　 StructurediagramofGaussianradial
basisfunctionneuralnetwork

２．２　瞬态概率密度损失函数

由于概率密度函数只在有限区间内取值不为

零,所以在高斯函数系数确定和采样时我们选择区

间D＝[－３,３]×[－５．５,５．５]进行．将该区间分成

间隔为０．１的网格,每个网格中点都是一个高斯函

数的均值点,且网格间隔为方差值．对于x 的采样,

选择在该固定区间上随机均匀采样,且采样点个数

N２ 与高斯函数个数关系约为N２＝４N１．
随机微分方程(９)的瞬态响应可由前向柯尔莫

哥洛夫确定性偏微分方程来解释:

∂p
∂t＝－

∂
∂x

(x􀅰p)－
∂
∂x􀅰

(cp)＋D ∂２

∂x􀅰２p＝

　LFPK[p] (１２)

其中

c＝－(β１－εk２ωα－１
０ sinπα２ ＋εk３ω－β－１

０ sinπβ２ －

　β２x２＋β３x４)x􀅰 －ω２x

ω２＝ω２
０ －εk１－εk２ωα

０cos
πα
２ －εk３ω－β

０ sinπβ
２

RBFNN解f
~
[x,ω(k)]需满足式(１２),f

~
对t

求偏导进行差分计算得到:

∂f
~

∂t＝
１
τ

{f
~
[x,ω(k＋１)]－f

~
[x,ω(k)]}＋εt

(１３)

εt 为截断误差,将式(１３)代入到式(１２)中,可
以得到神经网络误差e[x,ω(k)]为

e[x,ω(k)]＝f
~
[x,ω(k－１)]＋

　∑
N１

i＝１
si(x)ωi(k)　　k＝１,２,􀆺 (１４)

其中

si(x)＝－g(x,μi,Σi)＋τLFPK[g(x,μi,Σi)]
(１５)

瞬态概率密度函数在每个时刻R２ 空间求积

分都为１,所以RBFＧNN解应满足:

∫R２
f
~
[x,ω(k)]dx＝１ (１６)

又由于神经网络激活函数为高斯函数,根据高

斯函数的性质,瞬态概率密度归一化条件可以表示

为:

∑
N１

i＝１
ωi(k)＝１ k≥０ (１７)

RBF神经网络的损失函数被定义为积分均方

误差和归一化条件求和的形式:

J[c(k)]＝∑
N２

j＝１

１
２e

２[xj,ω(k)]＋

　λ(k)[∑
N１

i＝１
ωj(k)－１]　xj ∈D (１８)

其中c(k)＝[ωT(k),λ(k)]T 为参数集,我们通过

最小化损失函数J[c(k)],得到在归一化条件下

均方误差最小解．定义矩阵S＝[sil]＝[si(xl)],G

＝[Gil]＝[gi(xl)]将式(１４)带入式(１８)中,进一

步得到损失函数的矩阵形式:

J[c(k)]＝cTAc(k)＋
　cT[Bc(k－１)－bλ]＋d(k－１) (１９)

式中A ∈R(N１＋１)×(N１＋１) 由S ∈RN１×N２ 构成,向量

bλ ∈R(N１＋１)×１ 和d(k－１)的具体表达式如下:

A＝

１

１
２SS

T ⋮

１

０ 􀆺 ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,B＝

０

SGT ⋮

０

０ 􀆺 ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

bλ＝ [０,０,􀆺,０,１]T ,d(k－１)＝ ∑
N２

j＝１
f
~
２[xj,ω(k－１)]

最小化J[c(k)],对c(k)求导令导数为０:

∂
∂c(k)J＝ (A＋AT)c(k)＋Bc(k－１)－bλ ＝０

(２０)

根据多次计算模拟的经验,当采样点x 的个

数为N２ 高斯函数个数的四倍及以上时,矩阵A＋

AT 为可逆矩阵,因此,当采样点个数足够多时,参
数c(k)可以由以下方程求得:

c(k)＝(A＋AT)－１[bλ －Bc(k－１)] (２１)

７３
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初始时刻t＝０,考虑初始点为x０＝(０,０),概

率密度函数为δ函数,即在初始点处为１,为此,我

们将初始时刻近似看做高斯函数,将(０,０)点处的

高斯函数权重设为１,来进行迭代计算k 时刻的

c(k),以便求得时刻的概率密度函数．

２．３　可靠性损失函数

可靠性或者首次穿越时间概率是衡量随机系

统是否能够安全可靠地工作的一个重要问题．一般

来说,随机可靠性的目的是确定一个由噪声激发的

动力系统在给定的时间间隔内保持在一个预先指

定的安全域内的概率．
在随机振动领域,有关于单自由度可靠性函数

安全域的类型有单边型,双边型和包络型如图１．由

于求解方法相同,本文只针对包络型安全域问题进

行讨论,设置安全域范围为S＝ [－２,２]×[－２,２],

在S 上设置间隔为０．０５的网格,高斯函数的均值

为各个网格的中点,方差为间隔值．在求解可靠性

的问题上,我们将采样分成两部分,一部分在安全

域内S 随机均匀取值N２ 个点,一部分在安全域的

边界ƏS 取值M２ 个点．

图２　安全域类型(a)单边型;(b)双边型;(c)包络型
Fig．２　 Securitydomaintype(a)unilateral;

(b)bilateraltype;(c)envelopetype

该系统可靠性函数可求解下式BK方程得到:

∂R
∂t０

＝－x􀅰０
∂

∂x０
R－a２

∂
∂x􀅰０

R－D ∂２

∂x􀅰２
０
R

＝LBK[R] (２２)
与计算概率密度函数步骤相同,将 RBF神经

网络解对时间求偏导并进行差分,移项后得到神经

网络误差e０[x０,ω(k)]:

e０[x０,ω(k)]＝f
~
[x０,ω(k－１)]＋

　∑
N１

i＝１
s０

i(x０)ωi(k) (２３)

式中

e０[x０,ω(k)]＝f
~
[x０,ω(k－１)]＋

　∑
N１

i＝１
s０

i(x０)ωi(k) (２４)

RBFNN求解可靠性函数时除了需要满足BK
方程之外,还需满足下面的边界条件和初始条件:

s０
i(x０)＝－g(x０,μi,Σi)＋
　ΔτLBK[g(x０,μi,Σi)] (２５)

于是我们将BK 方程误差值e０[x０,ω(k)]和

边界条件构成可靠性函数的损失函数:

f
~
[ω(k),x０]＝０, x０ ∈∂S

f
~
[ω(０),x０]＝１, x０ ∈S

(２６)

当使得损失函数J０ 最小时,即神经网络解在

满足各个时间段边界条件的情况下,BK 方程的均

方误差项达到最小．将式(２３)带入式(２６)中,损失

函数J０ 进一步化简写成矩阵形式为:

J０[ω(k),x０]＝
１
２ωT[A０＋λ(k)Rb]ω(k)＋

　ωTB０ω(k－１)＋d０(k－１) (２７)

A０ ∈RN１×N１ ,B０ ∈RN１×N１ ,被定义为与sl(x０i)

有关的矩阵,Rb ∈RN１×N１ 被定义为与gl(y０i)有

关的矩阵．具体定义如下:

S０＝[s０
li]＝[s０

l(x０i)]

G０＝[G０
li]＝[g(x０i,μl,Σl)],　x０i ∈S

Gb ＝[G０
lj]＝[g(y０i,μl,Σl)],　y０i ∈∂S

A０＝S０ST
０,B＝S０GT

０,Rb ＝GbGT
b

d０(k－１)＝
１
２ωT(k－１)G０GT

０ω(k－１)

将损失函数J０[ω(k),x０]最小化,即分别对

ω(k)和λ(k)求偏导数令其等于０知:

∂J０

∂ω(k)＝ [A０＋λ(k)Rb]ω(k)＋B０ω(k－１)＝０

(２８)

∂J０

∂λ(k)＝
１
２ωTRbω(k)＝０ (２９)

由式(２９)可知,ω(k)为Rb 零空间的任意向

量,于是令 Z 为Rb 的零空间,Z 不为方阵,有

ω(k)＝Zv(k),v(k)为任意向量,于是求解ω(k)

的问题转化为求解v(k)的问题,将ω(k)＝Zv(k)

带入式(２８)中求解得到v(k)的迭代公式为:

v(k)＝ －(ZTA０Z)－１(ZTB０Z)v(k－１) (３０)

针对可靠性函数初始条件,对初始时刻 的

ω(０)进行求解,且ω(０)仍为Rb 零空间的任意向

量即满足可靠性函数的边界条件,构造初始时刻的

损失函数为:

８３
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J０
０ ＝∑

N２

j＝１

１
２

{R[x０j,ω(０)]－１}２

＝
１
２v

(０)TZTG０GT
０Zv(０)－

　　v(０)TZTG０e＋
１
２e

Te,　x０j ∈S (３１)

其中e∈RN２×１ 且每个元素ei 都为１．最小化J０
０ 可

以得到v(０):

v(０)＝(ZTG０GT
０Z)－１ZTG０e (３２)

同样地,当采样点个数足够大时,约为高斯函

数个数的４倍时,ZTA０Z 和ZTG０GT
０Z 均为可逆矩

阵．根据式(３０),式(３２)和ω(k)＝Zv(k)得到各个

时刻的ω(k)后,带入式(１０)即可得到随机系统各

个时刻的可靠性函数．

３　分数阶微积分对随机系统的控制

图２第一行是t＝５s时刻下,α,β 分别为０．１、

０．５、０．９ 时 的 概 率 密 度 函 数 图,可 以 看 到 随 着

FOPID控制器中分数阶导数和分数阶积分的同时

增大,PDF极值先变小再变大,极值由１到３再到

１的过程,产生分岔．随着时间的增大,中点极值越

来越小,两侧极值逐渐产生,并且概率密度函数几

乎不再产生变化,如第二行t＝３０s时刻所示,系统

(a)分数阶导数和积分为０．１,t＝５s时瞬态概率密度函数
(a)Transientprobabilitydensityfunctionwhenfractional

derivativeandintegralare０．１,t＝５s
(b)分数阶导数和积分为０．５,t＝５s时瞬态概率密度函数
(b)Transientprobabilitydensityfunctionwhenfractional

derivativeandintegralare０．５,t＝５s

(c)分数阶导数和积分为０．９,t＝５s时瞬态概率密度函数
(c)Transientprobabilitydensityfunctionwhenfractional

derivativeandintegralare０．９,t＝５s
(d)分数阶导数和积分为０．１,t＝３０s时瞬态概率密度函数
(d)Transientprobabilitydensityfunctionwhenfractional

derivativeandintegralare０．１,t＝３０s

(e)分数阶导数和积分为０．５,t＝３０s时瞬态概率密度函数
(e)Transientprobabilitydensityfunctionwhenfractional

derivativeandintegralare０．５,t＝３０s
(f)分数阶导数和积分为０．９,t＝３０s时瞬态概率密度函数
(f)Transientprobabilitydensityfunctionwhenfractional

derivativeandintegralare０．９,t＝３０s
图３　t＝５s和t＝３０s时刻不同分数阶导数和

分数阶积分下的瞬态概率密度图

Fig．３　Transientprobabilitydensitydiagramunderdifferent
fractionalderivativeandfractionalintegralatt＝５sandt＝３０s

(a)不同分数阶导数下概率密度图
(a)ProbabilityDensityunderDifferentFractionalDerivatives

(b)不同分数阶积分概率密度图
(b)Probabilitydensityofdifferentfractionalorderintegration

图４　分数阶导数和分数阶积分分别变化下的平稳概率密度截面图

Fig．４　Sectionofstationaryprobabilitydensitywithfractional
derivativeandfractionalintegralchangingrespectively

的瞬态概率密度趋向平稳概率密度．当α,β同时增

大时,概率密度函数极值由一个峰变为三个峰最后

变为两个峰．
固定分数阶积分β＝０．５,令分数阶导数α变化

时,平稳概率密度函数截面图如图３左,可以看到

随着α越来越大,p(x,x􀅰)在x􀅰 ＝０的截面图取值

９３
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越来越小,且产生随机分岔现象,极值点个数由１
个变为３个,且有变为２个的趋势．固定分数阶导

数α＝０．５,分数阶积分β 发生变化时,平稳概率密

度函数截面图如图３所示,变化幅度不大,平稳概

率密度函数一直是三个峰的状态,但概率密度值随

着β的变大越来越小．
设置安全域为包络型安全域下可靠性函数的

变化相对于系统概率密度函数的变化不大,图４展

示了在不同时间下,可靠性函数随分数阶导数和分

数阶积分的变化情况．

(a)分数阶导数和积分为０．１,t＝T 时可靠性函数函数
(a)Reliabilityfunctionwhenfractionalderivativeand

integralare０．１,t＝T
(b)分数阶导数和积分为０．５,t＝T 时可靠性函数函数
(b)Reliabilityfunctionwhenfractionalderivativeand

integralare０．５,t＝T

(c)分数阶导数和积分为０．９,t＝T 时可靠性函数函数
(c)Reliabilityfunctionwhenfractionalderivative

andintegralare０．９,t＝T
(d)分数阶导数和积分为０．１,t＝２T 时可靠性函数函数

(d)Reliabilityfunctionwhenfractionalderivative
andintegralare０．１,t＝２T

(e)分数阶导数和积分为０．５,t＝２T 时可靠性函数函数
(e)Reliabilityfunctionwhenfractionalderivative

andintegralare０．５,t＝２T
(f)分数阶导数和积分为０．９,t＝２T 时可靠性函数函数

(f)Reliabilityfunctionwhenfractionalderivative
andintegralare０．９,t＝２T

图５　t＝T 和t＝２T 时刻不同分数阶导数和
分数阶积分下的可靠性函数图

Fig．５　Reliabilityfunctiondiagramunderdifferentfractional
derivativeandfractionalintegralatt＝Tandt＝２T

不同分数阶导数和分数阶积分下,可靠性函数

在固定时刻２T 时的截面图如图５所示,可以看到

α,β同时增大时,可靠性函数值也略有增加．

图６　分数阶导数和积分同时变化下可靠性函数截面图

Fig．６　Sectionofreliabilityfunctionundersimultaneous
changeoffractionalderivativeandintegral

α＝０．５,β＝０．５情况下,可靠性函数随时间的

变化情况如图５,随着时间的增大,系统穿越安全

域的可能性即首次穿越概率也就越大,因此在安全

域内的概率即可靠性函数也就越来越小,从初始时

刻的１逐渐减小到０．

图７　可靠性函数随时间变化图

Fig．７　Graphofreliabilityfunctionversustime

４　结论

本文对高斯白噪声激励下含有FOPID控制器

的广义 VDP系统的响应和可靠性,通过高斯径向

基神经网络进行求解讨论,并分析了不同分数阶导

数和分数阶积分值下随机系统的性质．
首先,通过广义变换将分数阶导数和分数阶积

分近似等价于恢复力和阻尼力和的形式,然后提出

高斯径向基神经网络分别对随机系统的FPK方程

和BK方程进行求解,得到其瞬态概率密度函数和

０４
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可靠性函数．最后讨论了分数阶导数和分数阶积分

对可靠性函数和概率密度函数峰值的影响．
结果表明,分数阶微积分对概率密度影响较

大,且会导致分岔,当分数阶微积分同时增大时,概

率密度中心峰值减小,两侧峰值显现并增大．基于

此可知,通过调整FOPID控制器中的分数阶微积

分参数,随机系统响应的演化可得到理想控制．

FOPID控制器在本文参数下对可靠性函数的影响

微小,但随分数阶微积分同时增大,可靠性函数仍

有微小增大,且可靠性函数随着时间的增加单调递

减到０．
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