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基于有限差分法的端部约束同轴圆柱壳的

流致失稳分析∗

张程翔１　张德春１　李鹏１†　卢军２　朱弈嶂１

(１．西南交通大学 力学与航空航天学院,成都　６１００３１)

(２．中国核动力研究设计院,成都　６１０２１３)

摘要　本文基于经典壳体和理想势流理论建立圆柱壳流固耦合系统的运动方程,并引入有限差分法(FDM)

对运动方程进行离散．为将壳体表面的扰动压力离散到差分网格节点,基于差分离散的原理,提出了以分段

函数作为基函数的展开方法．本文对结构与压力控制方程均采用FDM 方法进行求解,发展了一种基于FDM

的同轴圆柱壳流固耦合求解策略．首先,利用本文方法计算了同轴圆柱壳在静态流体环境中的振动频率,并

与有限元软件(ANSYS)的计算结果相比较,验证了本文方法的正确性;然后,探究了在静流体环境中同轴圆

柱壳的结构参数变化对其振动频率的影响规律;最后,研究了同轴圆柱壳系统在运动流体环境中的流弹失

稳问题．
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ConstraintsbyFiniteDifferenceMethod∗
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Abstract　 Basedontheclassicalshellandidealpotentialflowtheory,themotionequationofthefluidＧ
structurecouplingsystemofthecoaxialcylindricalshellisestablished,andthefinitedifferencemethod
(FDM)isintroducedtodiscretizethemotionequation．Anexpansion methodapplyingthepiecewise
functionasthebasisfunctionisproposedinthispaper．AfluidＧstructurecouplingsolutionstrategyofa
coaxialcylindricalshellbasedonFDMisdeveloped．WeapplythismethodfirsttosolvethevibrationfreＧ
quencyofthecoaxialcylindricalshellinastaticfluidandcompareitwiththeANSYStoverifythecorＧ
rectnessofthismethod．Then,theinfluenceofstructuralparametersofcoaxialcylindricalshellonitsviＧ
brationfrequencyinhydrostaticisexplored;Finally,thehydraulicＧelasticinstabilityofthecoaxialcylinＧ
dricalshellsystemisstudied．
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引言

圆柱壳以及其与内(外)部轴向流场耦合模型

在船舶舰艇、航空航天以及核反应堆等领域中广泛

应用,如潜艇、火箭燃料储存箱及反应堆吊篮等结

构[１]．针对这类典型系统的理论建模、流固耦合振

动及流弹失稳等问题,国内外学者已开展了大量工

作并取得了丰硕的研究成果[２Ｇ４]．
Païdoussis基于 Flügge壳体方程和无粘无旋

理想流体理论,采用傅里叶变换和伽辽金离散方法

研究了两端固支同轴圆柱壳的流致失稳问题[５]．王

建立在Païdoussis理论模型基础上研究了固支－
简支边界条件下同轴圆柱壳的流致失稳问题[６]．

Bochkarev使用有限单元法(FEM)研究了同轴圆

柱 壳 的 流 固 耦 合 问 题[７]．席 志 德 采 用 行 波 法

(TWM)研究了两端简支同轴圆柱壳在内外部流体

共同作用下的振动特性[８]．在上述研究方法中,

Païdoussis的理论模型虽适用于不同边界同轴圆

柱壳的分析,但由于其采用伽辽金方法,因此推导

过程较为复杂且需大量积分计算;而采用FEM 一

般需要较多的网格数量以保证计算精度,但也会导

致较低的计算效率;TWM 方法虽然简单有效,但

由于壳体轴向行波波长与其边界条件密切相关,该

方法在处理两端简支条件时简单有效,却不易推广

至其它边界条件．
有限差分法(FDM)是一种简单高效的偏微分

方程数值计算方法,具有推导过程简单、计算量少

及适用于不同边界条件等特点．虽然 FDM 已经用

于分析典型的流固耦合问题[９],但其用于同轴圆柱

壳流致振动及其流弹失稳问题还未见相关报道．本

文尝试发展基于 FDM 的同轴圆柱壳流致振动以

及流弹失稳问题的分析策略,以期为该类问题提供

一种可行的求解方法和完善已有相关理论研究．本

文拟采用的研究思路如图 １ 所示．首先,基于经典

壳体理论[１０]和理想势流理论[１１]建立圆柱壳流固耦

合运动方程,并采用 FDM 对方程进行离散;为将

流体扰动压力离散到差分网格节点,引入分段函数

作为离散插值基函数,发展了二次插值映射方法;

然后,通过获得的流固耦合运动方程计算系统振动

频率及振型;最后,探究系统振动频率的参数影响

规律及流动环境中的流致失稳问题．

图１　本文研究思路

Fig．１　Researchprocessofthesis

１　理论模型与计算方法

１．１　理论计算模型

考虑如图２所示的同轴圆柱壳结构,内壳为本

文所计算的各向同性弹性体,外壳为刚体用于约束

流体区域．圆柱壳长度为L、内圆柱壳半径为a、厚度

为h、密度为ρs、杨氏模量为E、泊松比为v,外圆柱

壳半径为b．系统包含内腔和环腔两个流体域,密度

分别为ρi 和ρo、流速分别为Ui 和Uo．

图２　同轴圆柱壳模型

Fig．２　Coaxialcylindricalshellmodel

内圆柱壳自由运动方程可由唐纳尔—莫利

(DonnellＧMushtari)方程描述[１２],其在流体环境中

的流固耦合振动方程为:

　　

a２∂２U
∂x２ ＋

１－ν
２

∂２U
∂θ２ ＋

a(１＋ν)
２

∂２V
∂x∂θ＋νa∂W

∂x ＝γ∂２U
∂t２

a(１＋ν)
２

∂２U
∂x∂θ＋

a２(１－ν)
２

∂２V
∂x２ ＋

∂２V
∂θ２ ＋

∂W
∂θ ＝γ∂２V

∂t２

νa∂U
∂x＋

∂V
∂θ＋W ＋ka４∂４W

∂x４ ＋k∂４W
∂θ４ ＋２ka２ ∂４W

∂θ２∂x２ ＝－γ ∂２W
∂t２ －

Δp
ρsh

æ

è
ç

ö

ø
÷
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í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１)

式中k＝h２/１２a２,γ＝ρsa２(１－ν２)/E． 考虑到圆柱壳沿圆周方向具有周期性条件,故

０６
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可假设其位移分量U、V、W 为[１３]:

U(x,θ,t)＝u(x,t)cos(nθ)

V(x,θ,t)＝v(x,t)sin(nθ)

W(x,θ,t)＝w(x,t)cos(nθ)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２)

其中n 为周向波数．
将式(２)代入式(１)可得:

a２∂２u
∂x２ －n２１－ν

２ u＋na(１＋ν)
２

∂v
∂x＋

　　νa∂w
∂x ＝－γ∂２u

∂t２

－na(１＋ν)
２

∂u
∂x＋

a２(１－ν)
２

∂２v
∂x２ －

　　n２v－nw＝－γ∂２v
∂t２

νa∂u
∂x＋nv＋w＋kn４w＋ka４∂４w

∂x４ －

　　２kn２ka２∂２w
∂x２ ＝－γ∂２w

∂t２ ＋γΔp
ρsh

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(３)

式中Δp 为单位面积上沿圆柱壳径向的压力,定义

为内腔和环腔的压力差,即:

Δp＝pi|r＝a －po|r＝a (４)

忽略流体粘性效应,并视流体在轴向的平均压

力为常数．当内腔和环腔的流体有相同平均静压

时,其在内壳处产生的沿径向压力载荷可相互抵

消,此时内圆柱壳所受的唯一有效载荷来自于运动

变形时所产生的流体扰动压力．

１．２　有限差分法离散圆柱壳方程

令Δp ＝０,首先对 (３)式的 结 构 部 分 采 用

FDM 进行离散,可得:

MX
􀅰􀅰

＋KX＝０ (５)

其中:

M ＝

γ×IN ZN ΖN

ZN γ×IN ZN

ZN ZN γ×IN

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

３N×３N

K＝

K１１ K１２ K１３

K２１ K２２ K２３

K３１ K３２ K３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

３N×３N

X＝ [u１ u２ 􀆺uN v１ v２ 􀆺vN w１ w２ 􀆺 wN]T３N×１

上式中:N 为离散节点数,IN 为N ×N 的单位对

角矩阵,ZN 为N×N 的零矩阵,K 为结构的刚度矩

阵,其与圆柱壳端部的约束条件有关．

根据圆柱壳两端边界条件以及 FDM 方法可

知,当圆柱壳两端为简支约束(SＧS)时,壳体两端离

散节点的位移分量关系为:

u０＝u１

uN ＝uN＋１

v０＝vN＋１＝０

w０＝wN＋１＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(６)

当两端受固支约束(CＧC)时:

u０＝uN＋１＝０

v０＝vN＋１＝０

w０＝wN＋１＝０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(７)

当左端受简支约束右端受固支约束(SＧC)时:

u０＝u１

uN＋１＝０

v０＝vN＋１＝０

w０＝wN＋１＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(８)

其中,下标０和N＋１分别为边界上第０个和第N

＋１个边界点的位移分量,下标１和N 分别为第１
个和第N 个内部节点的位移分量．

１．３　流体力的计算

考虑无粘无旋不可压缩的理想流体,内(环)腔

流体的扰动速度势ϕi(o)(x,r,θ,t)均满足柱坐标

系下的拉普拉斯方程:

∂２ϕi(o)

∂r２ ＋
１
r

∂ϕi(o)

∂r ＋
１
r２

∂２ϕi(o)

∂θ２ ＋
∂２ϕi(o)

∂x２ ＝０

(９)

考虑壳体小幅扰动,此时结构变形对流体的扰

动速度应满足圆柱表面的不可穿透边界条件,即:

∂ϕi(o)

∂r r＝a＝
∂w
∂t ＋Ui(o)

∂w
∂x

,(０≤x ≤L)

∂ϕi(o)

∂r r＝a＝０,∂ϕ０

∂r r＝b
＝０(x ＜０,x ＞L)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１０)

对于两端开口的同轴圆柱壳,速度势函数还需

满足远场边界条件,即:

ϕi(x,r,θ,t)|x＝０,L ＝ϕo(x,r,θ,t)|x＝０,L ＝０
(１１)

根据(１１)式,可假设扰动速度势解的基本形式

为[１４]:

ϕi(o)(x,r,θ,t)＝{∑
¥

m＝１

[AmIn(ξmr)＋

１６
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　BmKn(ξmr)]sin(ξmx)＋∑
¥

m＝１

[CmIn(ξmr)＋

　DmKn(ξmr)]cos(ξmx)}cos(nθ) (１２)

其中ξm ＝mπ/L．

１．４　流体力的离散

考虑边界条件(１０)式,注意到简支和固支边界

条件中的径向位移为零,则圆柱壳的径向位移

W(x,t)可展开为:

W(x,t)＝∑
N－１

k＝２
ηk(x)W(xk,t) (１３)

其中,W(xk,t)为壳体在节点xk 处沿径向的位移,

ηk(x)为xk 处对应的位移差值函数．基于FDM的基

本离散原理,ηk(x)选取为如下的分段函数形式:

ηk(x)＝

x－xk－１

Δx 　xk－１ ≤x ≤xk

xk＋１－x
Δx 　xk ≤x ≤xk＋１

０ x ∉ [xk－１,xk＋１]

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１４)

根据势函数解形式,ηk(x)和Əηk/Əx 需满足:

ηk(０)＝ηk(L)＝０

∂ηk(x)
∂x x＝０≠０,∂ηk(x)

∂x x＝L
≠０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１５)

因此,可将其进一步展开为:

ηk(x)＝∑
¥

m＝１
φmsin(ξmxk)

∂ηk(x)
∂x ＝∑

¥

m＝１
φ－mcos(ξmxk)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１６)

故:

φm ＝
∫

L

０
ηk(x)sin(ξmxk)dx

∫
L

０
sin２(ξmxk)dx

φ－m ＝
∫

L

０

∂ηk(x)
∂x cos(ξmxk)dx

∫
L

０
cos２(ξmxk)dx

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(１７)

考虑(１０)式和(１７)式,则可表示出离散形式的

内(环)腔流体扰动势函数:

ϕi(o)(x,r,θ,t)＝

　∑
N－１

k＝２
∑

¥

m＝１

{Gi(o)[φmsin(ξmxk)W
􀅰
(x,t)＋

　Uiφ－mcos(ξmxk)W(x,t)]}cos(nθ) (１８)

其中:

Gi＝
In(ξmr)
I′

n(ξma)

Go ＝
I′

n(ξmb)Kn(ξmr)－K′
n(ξmb)In(ξmr)

K′
n(ξma)I′

n(ξmb)－K′
n(ξmb)I′

n(ξma)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１９)

由于所考虑的流体为理想流体,扰动压力则可

由线化Bernoulli方程获得:

pi(o)|r＝a ＝ －ρi(o)
∂ϕi(o)

∂t ＋Ui(o)
∂ϕi(o)

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷ (２０)

进而计算出圆柱壳受到沿径向的扰动压力为:

　pi(o)＝－ρi(o)∑
N－１

k＝２
∑

¥

m＝１

(Gi(o){[φmW
􀅰􀅰

(x,t)－

Ui(o)
２ξmφ－mW(x,t)]sin(ξmxk)＋[φmξmW

􀅰
(x,t)＋

Ui(o)φ－mW
􀅰
(x,t)]cos(ξmxk)})cos(nθ)

根据(４)式可计算出ΔP,并表示为如下的矩

阵形式:

ΔP＝Mi－oX
􀅰􀅰
＋Ci－oX

􀅰
＋ΔKi－oX (２１)

式中ΔMi－o、Ci－o 和ΔKi－o 分别为流体的附加质量、

附加阻尼和附加刚度项,分别表示为:

ΔMi－o ＝

ZN ZN ZN

ZN ZN ZN

ZN ZN Mf

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

３N×３N

Ci－o ＝

ZN ZN ZN

ZN ZN ZN

ZN ZN Cf

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

３N×３N

ΔKi－o ＝

ZN ZN ZN

ZN ZN ZN

ZN ZN Kf

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

３N×３N

将式(５)与式(２１)式相加,可得到圆柱壳流致振动

方程的离散形式:

(M ＋ΔMi－o)X
􀅰􀅰

＋Ci－oX
􀅰
＋(K＋ΔKi－o)X＝０

(２２)

２　固有特性分析

首先考虑静水工况,即Uo ＝Ui ＝０、ρi ＝ρo ＝

１０００kg/m３,选取如表 １ 所示的结构参数．分别使

用本方法和 ANSYS软件计算不同周向波数圆柱

壳的振动频率．

ANSYS软件建模中,流体建模采用FLUID３０
单元,共划分２７４６０个网格单元;结构采用 SOLＧ

SH１９０单元,共划分３８４０个网格单元．采用本方法

２６
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计算时,离散节点数为５０．两种方法的计算结果对

比如图３所示．

表１　计算的结构参数

Table１　CalculateStructuralParameters

h L a b ν

０．００１m ０．６m ０．１５m ０．２m ０．３

　　　　　ρs E

２７７０kg/m３ ７．１×１０１０Pa

图３　本方法和 ANSYS计算结果比较

Fig．３　ComparisonbytheFDMandANSYS

由图３可知,本文方法与软件计算结果吻合较

好,验证了本文方法的正确性．通过选取不同的离散

节点数N 来分析本文方法的收敛性．分别计算周向

波数n＝２~５和不同离散节点数N 时系统的第一

阶固有频率,如图４所示．由图可知,当选取离散节点

数N ＞２０时,本文方法计算得到振动频率与N 的变

化几乎无关,表明本文方法具有较好的收敛性．

图４　不同N 的计算结果
Fig．４　ConvergenceresultsforvariousN

图５给出了周向波数n＝１~６时,圆柱壳的振型．

图５　不同n对应的振型图

Fig．５　Vibrationmodesforvariousn

图６　不同边界条件对应的频率

Fig．６　Vibrationmodesforvariousn

图７　参数a/h 对两端简支的圆柱壳振动频率的影响

Fig．７　Influenceofa/hontheVibrationFrequencieswith
SＧSBoundary

下面考察SＧS、SＧC和 CＧC边界条件下圆柱壳

的固有频率,如图６所示．结果表明,相同的波数
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下,其振动频率随着端部约束的增强而提高;端部

约束越弱,系统的频率越低．
随后考查不同半径与厚度的比值(a/h)对圆

柱壳振动频率的影响,计算结果如图７所示．可知

圆柱壳的振动频率随着a/h 增加,会呈现先快速

减小而后缓慢减小的变化趋势．

图８　不同流体环境密度的计算结果

Fig．８　Resultsinvariousfluiddensities

图９　频率的实部随流速的变化

Fig．９　Variationofrealpartoffrequencieswithflowvelocity

图１０　频率的虚部随流速的变化
Fig．１０　Variationofimaginarypartoffrequencieswithflowvelocity

最后讨论流体环境密度ρ 对结构振动频率的

影响,结果如图８所示．可知圆柱壳的振动频率随着

ρ的增加而减小．

３　同轴圆柱壳的流弹失稳分析

考虑Ui＝Uo ＝U 时,在给定参数下求解(２２)

式获得系统频率．对于两端约束的圆柱壳结构,当

频率的实部Re(ω)＞０、虚部Im(ω)＝０,系统沿着

径向屈曲发散失稳;当频率的实部 Re(ω)＞０、虚

部Im(ω)≠０时,系统颤振失稳．系统频率的实部

与虚部随流速的变化如图９、１０所示,同时给出了

不同n 值时的失稳模态．对于n＝１,当U ＝１Ucr ＝
１８５．４(m/s)时,频率实部为零到正值变化的临界

点,而虚部为正值到零变化的临界点,系统发生发

散失 稳,同 理 可 得２Ucr ＝９８．２(m/s)、３Ucr ＝６４．

２(m/s)、４Ucr＝５７．１(m/s)．对比不同阶数的结构失

稳模态与真空中的模态,两者之间差别很小．

图１１　本文方法与行波法的计算结果比较

Fig．１１　Comparisonofresultsbetweenbythepresent
methodandtravelingwavemethod

图１２　不同流速下的自由振动响应
Fig．１２　Freevibrationresponseatdifferentflowvelocities
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为与本方法计算的发散失稳流速进行比较,利

用文献[８]的 TWM 方法计算两端简支同轴圆柱壳

的临界流速,结果如图１１所示．文献[１５]研究了硅

橡胶材质壳体在空气环境中的流弹失稳问题．为与

其理论和实验结果进行对比,采用该文献中的计算

参数,结果如表２所示．对比结果表明了本文方法计

算圆柱壳流致失稳问题是准确的,且具有较高精度．

图１３　Ui 与Uo 不同时存在时频率的虚部随流速的变化

Fig．１３　Variationofimaginarypartoffrequencywithvelocity
whenUiandUoarenotpresentatthesametime

表２　本文计算结果与文献[１５]的对比

Table２　ComparisonofresultswithRef．[１５]

gap/radius
(b－a)/a

Ucr(m/s)
Experiment[１５] Theory[１５] Present

Errorbetween
thepresent
resultsand

theexperiment
inreference[１５]

０．１０ ２９．７ ３２．０ ２９．０ ０．０２４

０．２５ ４５．３ ５８．０ ３９．５ ０．１２８

下面计算结构在临界流速附近的自由振动响

应．在圆柱壳靠近端部处选取一点,给定初始位移

为１mm、初始速度为０m/s,分别计算当流速U＜

Ucr和U＞Ucr,n＝４的自由振动响应,结果如图１２
所示．可知当U ＜Ucr 时,响应逐渐衰减至初始位

置;而U ＞Ucr 时,响应由初始位移呈现指数形式

的迅速增大,表明系统已经处于发散失稳状态．
下面分别考查Ui＝０,Uo ≠０及Ui ≠０,Uo ＝

０两种情况,同轴圆柱壳系统临界失稳流速的变化．
当n＝４时,系统发散失稳临界流速和模态的计算

结果如图１３所示．可知当Uo＝０时,４Uicr＝８５m/s,

而当Ui＝０,４Uocr＝７７．６m/s;故在一定的环腔间隙

下,环腔流体作用使得系统更容易发生发散失稳．

由失稳模态比较可知,两种工况下的失稳流速虽然

不同,环腔流体对失稳模态未有明显改变．
之后考虑轴心到外壳的距离b 对失稳流速的

影响,计算结果如图１４所示．由图可知,nUcr随b的

增加而增加,这意味着环腔间隙越大,失稳流速也

越高,增大环腔间隙会使系统更为稳定．

图１４　不同b时系统的失稳流速

Fig．１４　Instabilityvelocitiesofdifferentb

图１５　不同流体密度时系统的失稳流速

Fig．１５　Instabilityvelocitiesofdifferentfluiddensities

最后讨论流体密度ρ对失稳流速的改变情况,

计算结果如图１５所示．由图可知,与频率的变化规

律类似,nUcr 随着ρ 的增加而减小,这意味着较重

的流体更容易诱发结构失稳．

４　结论

本文基于有限差分法研究了同轴圆柱壳结构

的流致振动及失稳问题．获得了如下结论:

(１)本文方法在求解两端约束同轴圆柱壳结构

流致振动问题时具有计算精度高、边界条件处理简
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单等优点,对工程问题有良好的应用前景．
(２)对于两端简支的圆柱壳,其振动频率随着半

径与厚度的比值(a/h)的增加而减小,但减小趋势逐

渐放缓;流体环境对结构的振动频率有着显著的影

响,其振动频率随着流体环境密度的增加而减小．
(３)系统临界失稳速度与内腔及环腔的流动形

式密切相关,环腔流体比内腔流体更容易导致同轴

圆柱壳的流致失稳;各种工况下的失稳模态均未表

现出显著变化,失稳模态与其对应空气中的模态几

乎相同;系统的失稳流速随着轴心到外壳的距离b
的增加而增加;且与频率的变化情况类似,失稳流

速随着流体密度的增加而减小．
(４)本文仅考虑了内壳为弹性体的情况．事实

上,本文方法也扩展用于内外两壳均为弹性体的情

况,这也是作者正在开展的工作．
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