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移动荷载作用下非线性基础梁内共振分析

严巧赟†

(上海大学 期刊社,上海　２００４４４)

摘要　研究了有限长弹性基础上梁在移动载荷作用下的内共振响应．建立了移动集中力激励的非线性粘弹

性基础支承的有限长EulerＧBernoulli梁模型,并对非线性偏微分方程进行离散,在第三阶固有频率与第一阶

固有频率成三倍关系时,采用多尺度方法导出了３:１内共振的可解性条件,研究了有无移动载荷时基础阻

尼和非线性刚度对梁内共振条件下自由振动响应和受迫振动响应的影响规律．在此基础上,应用 Lyapunov

第一方法确定了系统的稳定性条件．
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Abstract　 Theinternalexternalresonanceresponseofabeamonafinitelengthelasticfoundationunder
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foundationexcitedbyamovingconcentratedforceisestablished,andthenonlinearpartialdifferentialeＧ
quationisdiscretized．WhenthethirdＧordernaturalfrequencyandthefirstＧordernaturalfrequencyare
threetimesrelated,thesolvabilityconditionfor３:１internalresonanceisderivedbyusingamultiＧscale
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studied．Onthisbasis,thestabilityconditionsofthesystemaredeterminedbyusingthefirstLyapunov
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引言

移动荷载下基础梁能够作为很多工程结构的

力学模型,例如,受到来自高速、重载车辆的作用的

非线性基础路面结构．研究移动载荷作用下基础梁

的振动分析是结构动力学中的一个重要课题,也是

机械、桥梁和铁路工程等不同学科的研究热点．
Ghayesh等[１]以３:１内共振为例,采用数值的

方法研究了梁轴向运动引起的纵向和横向耦合非

线性振动的动力学特性,根据不同的参数分析其表

现出的动态特性．Hu等[２]利用多尺度法,得到了空

间轨道系留系统中两弹簧悬挂的空间柔性梁的内
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共振条件,研究了内共振对姿态稳定性的影响以及

构件间能量传递趋势的影响．Ding等[３]在３:１内共

振条件下,研究了粘弹性移动梁受迫振动的稳态周

期响应,采用数值算例分析了粘弹性行为对稳态周

期响应的影响．Wang等[４]采用输送流体线性梁和

非线性弹簧来模拟在弹性基础上放置的流体输送

管的振动,用多尺度法求出了各模态在稳态下的频

率响应,并用各模态的振幅来检验内共振,通过改

变流 体 的 流 速 来 分 析 系 统 的 稳 定 性．Wang 和

Ding[５]研究了悬臂梁的非线性自由振动、１/３超谐

共振以及重力引起的３:１内共振,采用时间多尺度

方法,获得其对应振动的模态响应,运用谐波平衡

法求解超谐波共振中的激励分量和模型的挠度,研

究了重力引起的内部共振对垂直悬臂梁非线性振

动的动态影响．Guillot等[６]对压电片梁中１:３内共

振现象,以实验和理论的方法进行了研究．Ding
等[７]采用直接多尺度方法研究了非线性振动对轴

向运动梁的应力分布和疲劳寿命的影响,揭示了内

共振 对 V 型 带 稳 态 响 应 和 疲 劳 寿 命 的 影 响．

Younesian等[８]采用 Galerkin方法建立了微梁的

无量纲运动控制方程,结合多尺度方法求解非线性

方程组,并确定了主共振和次共振条件,研究了不

同谐振情况下的谐波响应．顾伟等[９]研究了预变形

叶片在变速条件下的非线性动力学行为,详细研究

了温度梯度、阻尼、转速扰动幅度等系统参数对叶

片动态响应的影响,在２:１内共振条件下,研究了

立方项对方程的影响．毕勤胜和陈予恕[１０]分析了复

摆自治系统在１:１内共振时的混沌和分岔特性．魏

明海等[１１]研究了内共振和外共振联合作用下的索

－梁组合结构非线性振动问题．在众多关于飞线振

动的研究成果中,与道路相关的非线性系统内－外

联合共振的研究鲜有报道．
目前对于连续体的共振问题多是将连续体以

梁或板的形式进行研究[１２Ｇ１４]．杨予等[１５]将桥简化为

简支梁,研究其在均布移动载荷作用下的振动响

应,指出梁的动态响应与其自振频率、载荷的行驶

频率和荷载与梁质量的振动相关．刘涛等[１６]分析了

轴向运动速度和材料的非均匀性对轴向运动功能

梯度梁发生共振时的影响．MartínezＧCastro[１７]以时

变模态方程得到了移动荷载作用下非均匀多跨

EulerＧBernoulli梁的时域半解析解,并证实了该方

法具有很高的精度和鲁棒性．张弛等[１８]针对轴向移

动梁结构,讨论了边界支撑参数对振动的影响．

Younesian等[１９]采用 Galerkin方法结合多尺度方

法求解非线性运动控制方程,研究了由非线性粘弹

性基础支承的裂纹梁的频率响应,分析了不同参数

对频率响应解的影响．Ding等[２０]着眼于车辆与路

面的耦合非线性振动问题,将路面建模为非线性基

础上的 Timoshenko梁,研究了汽车－路面耦合系

统的动力学响应．
本文建立了在移动载荷作用下的非线性粘弹

性基础上的有限长EulerＧBernoulli梁,且系统的第

三阶固有频率与第一阶固有频率成三倍关系,用多

尺度法得到内共振条件下非线性系统的自由振动

和强迫振动响应．通过参数分析,研究了不同参数

对系统动态响应的影响规律．

１　非线性粘弹性基础梁模型

考虑在移动载荷作用下基于非线性粘弹性

Kelvin基础的有限长EulerＧBernoulli梁模型,如图

１所示．基础梁密度为ρ,梁的宽度和厚度分别为b
和h,惯性矩为I,路面长度为L,弹性模量是E．非

线性 Kelvin基础模型可以如下表示[２１,２２]:

图１　非线性粘弹性基础上的有限EulerＧBernoulli梁示意图
Fig．１　FiniteEulerＧBernoullibeamonnonlinear

viscoelasticfoundation

P＝k１Y＋k３Y３＋μ
∂Y
∂T

(１)

其中,P 是在梁上任意点发生位移的力,k１ 和k３

分别是基础的线性刚度和非线性刚度系数,μ是基

础的阻尼系数．根据 EulerＧBernoulli梁理论,KelＧ
vin基础系统的控制微分方程可以表示为

EI∂４w
∂X４ ＋ρA

∂２w
∂T２ ＋k１w＋k３w３＋μ

∂w
∂T ＝

　Fδ(X －VT) (２)
假定梁两端均为简支,因此,边界条件如下:

w(X,T)X＝０＝w(X,T)X＝L ＝０,

EI∂ψ
∂X

(X,T)
X＝０

＝EI∂ψ
∂X

(X,T)
X＝L

＝０

(３)

２４
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根据边界条件,梁的位移函数的表达式如下:

w(X,T)＝∑
¥

i＝１
qi(T)φi(X) (４)

其中,φi(X)表示第i阶模态函数,qi(T)表示关

于时间T 的第i阶广义位移．梁的模态函数表示为

φi(X)＝siniπXL
(５)

将式(４)代入式(２)得,

∑
n

i＝１

[qi(T)＋２εμ
^

qi(T)＋ω２
iqi(T)]siniπXL ＋

　k
^
３[∑

n

i＝１
qi(T)siniπXL

]３＝εLfδ(X－VT)(６)

其中,μ
ρA

＝２εμ^ ,k１

ρA
＋
i４π４EI
ρAL４ ＝ω２

i ,k３

ρA
＝k

^
３,

F
ρA

＝
L
２εf

,ε为小参数(０＜ε≪１)．

根据三角函数的正交性,上式等号两边同时乘

以φm(X)＝sinmπX
L

,然后在区间长度[０,L]上进

行积分,取 Galerkin截断前三阶来求解,可得:

q１(T)＋ω２
１q１(T)＝－２εμ^q


１(T)＋ε(－α１q３

１－

　α２q２
１q３－α３q１q２

２ －α４q１q２
３ －α５q２

２q３)＋
　εfsin(Ω１T) (７)

q２(T)＋ω２
２q２(T)＝－２εμ^q


２(T)＋

　ε(－α６q２
１q２－α７q１q２q３－α８q３

２ －

　α９q２q２
３)＋εfsin(Ω２T) (８)

q３(T)＋ω２
３q３(T)＝－２εμ^q


３(T)＋

　ε(－α１０q３
１ －α１１q２

１q３－α１２q１q２
２ －α１３q２

２q３－

　α１４k
^

３q３
３)＋εfsin(Ω３T) (９)

其中,Ωi＝(iπV)/L ,α２＝－３/４k^３,α１＝α５＝α８＝

α１２＝α１４＝３/４k^３,α３＝α４＝α６＝α７＝α９＝α１１＝α１３

＝３/２k^３,α１０＝－１/４k^３．
运用多尺度法,将方程的解设为

qi＝qi０(T０,T１)＋εqi１(T０,T１)＋ (１０)

其中,Tn ＝εnt(n＝１,２,３, ),将式(１０)代入式

(７)~(９)可得:

ε０ 阶:

D２
０q１０＋ω２

１q１０＝０ (１１)

D２
０q２０＋ω２

２q２０＝０ (１２)

D２
０q３０＋ω２

３q３０＝０ (１３)

ε１ 阶:

D２
０q１１＋ω２

１q１１＝－２D０D１q１０－２μ^D０q１０－

　α１q３
１０－α２q２

１０q３０－α３q１０q２
２０－α４q１０q２

３０－
　α５q２

２０q３０＋fsin(Ω１T) (１４)

D２
０q２１＋ω２

２q２１＝－２D０D１q２０－２μ^D０q２０－
　α６q２

１０q２０－α７q１０q２０q３０－α８q３
２０－α９q２０q２

３０＋
　２fsin(Ω２T) (１５)

D２
０q３１＋ω２

３q３１＝－２D０D１q３０－２μ^D０q３０－

　α１０k
^

３q３
１０－α１１q２

１０q３０－α１２q１０q２
２０－

　α１３q２
２０q３０－α１４q３

３０＋２fsin(Ω３T) (１６)

由式(１１)~(１３)可以得到下列解的形式．

q１０＝A１(T１)ejω１T０ ＋cc (１７)

q２０＝A２(T１)ejω２T０ ＋cc (１８)

q３０＝A３(T１)ejω２T０ ＋cc (１９)

其中,为上式中所对应的共轭项．
将式(１７)~(１９)代入到式(１４)~(１６)可得:

D２
０q１１ ＋ω２

１q１１＝－２jω１A′
１ejω１T０ ＋２jω１A

－′
１e－jω１T０ －

２jμ^ω１A１ejω１T０ ＋２jμ^ω１A
－

１e－jω１T０ ＋

(－α１A３
１e３jω１T０ －３α１A２

１A
－

１ejω１T０ －

３α１A１A
－２

１e－jω１T０ －α１A
－３

１e－３jω１T０ －

α２A２
１A３ej(２ω１＋ω３)T０ －２α２A１A

－
１A３ejω３T０ －

α２A
－２

１A３e－j(２ω１－ω３)T０ －α２A２
１A

－
３ej(２ω１－ω３)T０ －

２α２A１A
－

１A
－

３e－jω３T０ －α２A
－２

１A
－

３e－j(２ω１＋ω３)T０ －

α３A１A２
２ej(ω１＋２ω２)T０ －２α３A１A２A

－
２ejω１T０)－

α３A１A
－２

１ej(ω１－２ω２)T０ －α３A
－

１A２
２e－j(ω１－２ω２)T０ －

２α３A
－

１A２A
－

２e－jω１T０ －α３A
－

１A
－２

２e－j(ω１＋２ω２)T０ －

α４A１A２
３ej(ω１＋２ω３)T０ －２α４A１A３A

－
３ejω１T０)－

α４A１A
－２

３ej(ω１－２ω３)T０ －α４A
－

１A２
３e－j(ω１－２ω３)T０ －

２α４A
－

１A３A
－

３e－jω１T０ －α４A
－

１A
－２

３e－j(ω１＋２ω３)T０ －

α５A２
２A３ej(２ω２＋ω３)T０ －２α５A２A

－
２A３ejω３T０)－

α５A
－２

２A３e－j(２ω２－ω３)T０ －α５A２
２A

－
３ej(２ω２－ω３)T０ －

２α５A２A
－

２A
－

３e－jω３T０ －α５A
－２

２A
－

３e－j(２ω２＋ω３)T０ ＋

１/２f(ej(Ω１T－
π
２)＋e－j(Ω１T－

π
２)) (２０)

D２
０q２１ ＋ω２

２q２１＝－２jω２A′
２ejω２T０ ＋２jω２A

－′
２e－jω２T０ －

２jμ^ω２A２ejω２T０ ＋２jμ^ω２A
－

２e－jω２T０ ＋

(－α６k
^

３A２
１A２ej(２ω１＋ω２)T０ －２α６A

－
１A１A２ejω２T０ －

α６A
－２

１A２e－j(２ω１－ω２)T０ －α６A２
１A

－
２ej(２ω１－ω２)T０ －

２α６A
－

１A１A
－

２e－jω２T０ －α６A
－２

１A
－

２e－j(２ω１＋ω３)T０ －

α７A１A２A３ej(ω１＋ω２＋ω３)T０ －α７A
－

１A２A３e－j(ω１－ω２－ω３)T０)－

３４
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α７A１A
－２

１ej(ω１－２ω２)T０ －α３A
－

１A２
２e－j(ω１－２ω２)T０ －

α７A１A２A
－

３ej(ω１＋ω２－ω３)T０ －α７A
－

１A２A
－

３e－j(ω１－ω２＋ω３)T０ －

α７A１A
－

２A
－

３ej(ω１－ω２－ω３)T０ －α７A
－

１A
－

２A
－

３e－j(ω１＋ω２＋ω３)T０)－

α８A３
２e３jω２T０ －３α８A２

２A
－

２ejω２T０ －

３α８A２A
－２

２e－jω２T０ －α８A
－３

２e－３jω２T０ －

α９A２A２
３ej(ω２＋２ω３)T０ －２α９A２A

－
３A３A３ejω２T０)－

α９A２A
－２

３ej(ω２－２ω３)T０ －α９A
－

２A２
３e－j(ω２－２ω３)T０ －

２α９A
－

２A
－

３A３e－jω２T０ －α９A
－

２A
－２

３e－j(ω２＋２ω３)T０ ＋

f(ej(Ω２T－
π
２)＋e－j(Ω２T－

π
２)) (２１)

D２
０q３１ ＋ω２

３q３１＝－２jω３A′
３ejω３T０ ＋２jω３A

－′
３e－jω３T０ －

２jμ^ω３A３ejω３T０ ＋２jμ^ω３A
－

３e－jω３T０ ＋

(－α１０A３
１e３jω１T０ －３α１０A２

１A
－

１ejω１T０ －

３α１０A１A
－２

１e－jω１T０ －α１０A
－３

１e－３jω１T０ －

α１１A２
１A３ej(２ω１＋ω３)T０ －２α１１A１A

－
１A３ejω３T０ －

α１１A
－２

１A３e－j(２ω１－ω３)T０ －α１１A２
１A

－
３ej(２ω１－ω３)T０ －

２α１１A１A
－

１A
－

３e－jω３T０ －α１１A
－２

１A
－

３e－j(２ω１＋ω３)T０ －

α１２A１A２
２ej(ω１＋２ω２)T０ －２α１２A１A２A

－
２ejω１T０)－

α１２A１A
－２

２ej(ω１－２ω２)T０ －α１２A
－

１A２
２e－j(ω１－２ω２)T０ －

２α１２A
－

１A２A
－

２e－jω１T０ －α１２A
－

１A
－２

２e－j(ω１＋２ω２)T０ －

α１３A２
２A３ej(２ω２＋ω３)T０ －２α１３A２A

－
２A３ejω３T０)－

α１３A
－２

２A３e－j(２ω２－ω３)T０ －α１３A２
２A

－
３ej(２ω２－ω３)T０ －

２α１３A２A
－

２A
－

３e－jω３T０ －α１３A
－２

２A
－

３e－j(２ω２＋ω３)T０ －

α１４A３
３e３jω３T０ －３α１４A２

３A
－

３ejω３T０)－

３α１４A３A
－２

３e－jω３T０ －α１４A
－３

３e－３jω３T０ －

f(ej(Ω３T－
π
２)＋e－j(Ω３T－

π
２)) (２２)

２　３:１内共振条件下的稳定性分析

为研究３:１内共振下基础梁的自由振动和强

迫振动响应,将系统第３阶模态的共振频率与第１
阶模态共振频率的３倍设为相近,即,进而可以确

定基础的线性刚度．其中,以及下文提到的均为引

入的调谐因子．

２．１　３:１内共振下的自由振动

分析自由振动,即考虑在无移动载荷作用下的

振动响应．消除久期项的条件为:

－２jω１A′
１－２jμ^ω１A１－３α１A２

１A
－

１－

　α２A
－

２
１A３ejσ１T１ －２α３A１A２A

－

２－

　２α４A１A３A
－

３＝０ (２３)

－２jω２A′
２－２jμ^ω２A２－２α６A

－

１A１A２－

　３α８A２
２A

－

２－２α９A２A
－

３A３＝０ (２４)

－２jω３A′
３－２jμ^ω３A３－α１０A３

１e－jσ１T１ －

　２α１１A１A
－

１A３－２α１３A２A
－

２A３－３α１４A２
３A

－

３＝０
(２５)

令A１＝１/２a１ejβ１ 、A２＝１/２a２ejβ２ 和A３＝１/２a３ejβ３ ,

并代入到上式,再分离实部和虚部,可得:

ω１β′
１a１－３/８α１a３

１ －１/８α２a２
１a３cosγ－

　１/４α４a１a２
２ －１/４α４a１a２

３ ＝０ (２６)

－ω１a′
１－a１μ^ω１－１/８α２a２

１a３sinγ＝０ (２７)

ω２β′
２a２－１/４α６a２

１a２－１/４α９a２a２
３ －

　３/８α８a３
２ ＝０ (２８)

－ω２a′
２－μ^ω２a２＝０ (２９)

ω３β′
３a３－１/８α１０a３

１cosγ－１/４α１１a２
１a３－

　１/４α１３a２
２a３－３/８α１４a３

３ ＝０ (３０)

－ω３a′
３－μ^ω３a３＋１/８α１０a３

１sinγ＝０ (３１)

其中,γ＝σ１T１＋β３－３β１．
式(２９)在稳态条件下的响应为

a２＝０ (３２)

由式(２７)、式(３１)和式(３２)可得:

a１a′
１＋

ω３α２

ω１α１０
a３a′

３＝－μ^a２
１ －

ω３α２

ω１α１０
μ^a３ (３３)

令f１３(T１)＝a２
１＋

ω３α２

ω１α１０
a２

３,将其代入式(３３),可得:

df１３(T１)
dT１

＝－２μ^f１３(T１) (３４)

由式(３４)可得:

f１３(T１)＝Ce－２μ̂T１ (３５)

其中C 为大于０的常数．
从式(３５)可以看出,当T１➝＋∞时,f１３(＋∞)

＝０,从而理论分析上可以说明系统是随着时间逐渐

衰减为０．同样,在时域下变量a１ 和a３ 的数值解可

由式(２６)~式(３１)得到,如图２~图７所示．图２通

过数值仿真给出了系统在自由振动下的衰减过程．
阻尼和非线性刚度对系统自由振动的影响如

图３所示．从图３(a)和３(c)可以看出随着阻尼增

加,系统的衰减速度就会越快;图３(b)和３(d)可以

看出,非线性刚度会增加系统的振动频率,但对其
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衰减速度基本无影响．

图２　自由振动下幅值的衰减过程

Fig．２　Attenuationprocessofamplitudeunderfreevibration

(a)阻尼系数对的影响

(b)非线性刚度系数对的影响

(c)阻尼系数对的影响

(d)非线性刚度系数对的影响
图３　自由振动下参数对系统响应的影响

Fig．３　Influenceofparametersonsystemresponse
underfreevibration

２．２　３:１内共振下的受迫振动分析

在３:１内共振(即ω３≈３ω１ 时)下分别分析Ω１ ≈

ω１、Ω２ ≈ω２ 和Ω３ ≈ω３ 时系统发生强迫共振条件．
(１)情况I:Ω１ ≈ω１

假定　Ω１＝ω１＋εσ２ (３６)

消除久期项,并分离实部和虚部,可以得到:

ω１β′
１a１－３/８α１a３

１－１/４/α４a１a２
２－１/４α４a１a２

３－
　１/８α２a２

１a３cosγ１＋f/２cosγ２＝０ (３７)

－ω１a′
１－μ^ω１a１－１/８α２a２

１a３sinγ１＋
　f/２sinγ２＝０ (３８)

ω２β′
２a２－１/４α６a２

１a２－１/４α９a２a２
３ －

　３/８α８a３
２ ＝０ (３９)

－ω２a′
２－μ^ω２a２＝０ (４０)

ω３β′
３a３－１/８α１０a３

１cosγ１－１/４α１１a２
１a３－

　１/４α１３a２
２a３－３/８α１４a３

３ ＝０ (４１)

－ω３a′
３－μ^ω３a３＋１/８α１０a３

１sinγ１＝０ (４２)

其中,γ１＝σ１T１＋β３－３β１,γ２＝σ２T１－β１－π/２．
(２)情况II:Ω２ ≈ω２

假定　Ω２＝ω２＋εσ２ (４３)

消除久期项,并分离实部和虚部,可以得到:

ω１β′
１a１－３/８α１a３

１－１/４α４a１a２
２－１/４α４a１a２

３－
　１/８α２a２

１a３cosγ１＝０ (４４)

－μ^ω１a１－１/８α２a２
１a３sinγ１＝０ (４５)

ω２σ２a２－１/４/α６a２
１a２－１/４α９a２a２

３ －
　３/８α８a３

２ ＋f/２cosγ２＝０ (４６)

－μ^ω２a２＋f/２sinγ２＝０ (４７)

ω３(３β′
１－σ１)a３－１/８α１０a３

１cosγ１－１/４α１１a２
１a３－

　１/４α１３a２
２a３－３/８α１４a３

３ ＝０ (４８)

－μ^ω３a３＋１/８α１０a３
１sinγ１＝０ (４９)

其中,γ１＝σ１T１＋β３－３β１,γ２＝σ２T１－β２－π/２．
(３)情况III:Ω３ ≈ω３

５４
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假定　Ω３＝ω３＋εσ３ (５０)

消除久期项,并分离方程的实部和虚部可以得

到式(５１)~式(５６)．
ω１β′

１a１－３/８α１a３
１ －１/８α２a２

１a３cosγ－
　１/４α４a１a２

２ －１/４α４a１a２
３ ＝０ (５１)

－ω１a′
１－a１μ^ω１－１/８α２a２

１a３sinγ＝０ (５２)

ω２β′
２a２－１/４α６a２

１a２－１/４α９a２a２
３ －

　３/８α８a３
２ ＝０ (５３)

－ω２a′
２－μ^ω２a２＝０ (５４)

ω３(３β′
１－σ１)a３－１/８α１０a３

１cosγ１－
　１/４α１１a２

１a３－１/４α１３a２
２a３－

　３/８α１４a３
３ ＋１/２fcosγ２＝０ (５５)

－μ^ω３a３＋１/８α１０a３
１sinγ１＋１/２fsinγ２＝０ (５６)

其中,γ１＝σ１T１＋β３－３β１,γ２＝σ２T１－β３－π/２．
(４)稳定性分析

有限长梁和非线性基础的物理几何参数如表

１所示．以情况I为例分析系统的稳定性,观察方程

组式(３７)~式(４２)可以看出稳态下a′
２＝a２＝０,则

方程组可以写为

ω１β′
１a１－３/８α１a３

１ －１/４α４a１a２
３ －

　１/８α２a２
１a３cosγ１＋f/２cosγ２＝０ (５７)

－ω１a′
１－μ^ω１a１＋f/２sinγ２＝０ (５８)

ω３β′
３a３－１/８α１０a３

１cosγ１－１/４α１１a２
１a３－

　３/８α１４a３
３ ＝０ (５９)

－ω３a′
３－μ^ω３a３＋１/８α１０a３

１sinγ１＝０ (６０)

又因为

β′
３＝γ′

１－３γ′
２＋３σ２－σ１ (６１)

β′
１＝σ２－γ′

２ (６２)

表１　基础梁和移动载荷的物理几何参数[１]

Table１　Physicalgeometricparametersoffoundation
beamsandmovingload

参数 符号 数值

弹性模量(GPa) E ６．９９８

密度(kg/m３) ρ ２３７３

厚度(m) h ０．１５

宽度(m) b １．０

长度(m) L １６０

移动荷载(kN) F ５０

将式(６１)和式(６２)代入式(５７)~式(６０)可得,

a′
１＝－μ^a１－

α２

８ω１
a２

１a３sinγ１＋
f

２ω１
sinγ２ (６３)

a′
３＝－μ^a３＋

α１０

８ω３
k^３a３

１sinγ１ (６４)

γ′
１＝σ１＋(α１１

４ω３
－

９α１

８ω１
k^３)a２

１ ＋(３α１４

８ω３
－

　
３α４

４ω１
)a２

３ ＋(α１０

８ω３a３
a３

１ －
３α２

８ω１
a１a３)cosγ１＋

　 ３f
２a１ω１

cosγ２ (６５)

γ′
２＝σ２－

３α１

８ω１
a２

１ －
α４

４ω１
a２

３ －
α２

８ω１
a１a３cosγ１＋

　 f
２a１ω１

cosγ２ (６６)

以 [a１,a３,γ１,γ２]T 为状态向量,通过线性化

式(６３)~式(６６)可以得到Jacobian矩阵

J＝

J１１ J１２ J１３ J１４

J２１ J２２ J２３ J２４

J３１ J３２ J３３ J３４

J４１ J４２ J４３ J４４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

(６７)

其中

J１１＝－μ^ －
α２

４ω１
a１a３sinγ１,

J１２＝－
α２

８ω１
a２

１sinγ１,

J１３＝－
α２

８ω１
a２

１a３cosγ１,

J１４＝
f

２ω１
cosγ２,J２１＝

３α１０

８ω３
k^３a１sinγ１,

J２２＝－μ^ ,J２３＝
α１０

８ω３
k^３a３

１cosγ１,J２４＝０,

J３１＝(α１１

２ω３
－

９α１

４ω１
k^３)a１＋

　(２α１０

８ω３a３
a２

１ －
３α２

８ω１
a３)cosγ１－

３f
２a２

１ω１
cosγ２,

J３２＝(３α１４

４ω３
－

３α４

２ω１
)a３＋

　(－
α１０

８ω３a２
３
a３

１ －
３α２

８ω１
a１)cosγ１,

J３３＝－(α１０

８ω３a３
a３

１ －
３α２

８ω１
a１a３)sinγ１,

J３４＝－
３f

２a１ω１
sinγ２,

J４１＝－
３α１

４ω１
a１－

α２

８ω１
a３cosγ１－

f
２a２

１ω１
cosγ２,

J４２＝－
α４

２ω１
a３－

α２

８ω１
a１cosγ１,

６４
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J４３＝
α２

８ω１
a１a３sinγ１,J４４＝－

f
２a１ω１

sinγ２

根据Lyapunov第一方法,可以判定:若矩阵J
的特征值的实部全为负则系统稳定,反之系统不稳

定．本文根据以上所述的方法,分别给出了在情况

I、情况II和情况III下当k３＝８×１０９．９ N/m４ 时的

稳定性分析图,如图４~图６所示．

(a)第一阶模态主共振响应

(b)第三阶模态主共振响应

(c)特征值实部的变化情况
图４　k３ ＝８×１０９．９ N/m４ 时,幅频响应及其稳定性(情况Ⅰ)

Fig．４　AmplitudeＧfrequencyresponseanditsstabilityat
k３ ＝８×１０９．９ N/m４ (CaseⅠ)

图４(c)画出了情况Ⅰ下特征值实部的变化情

况,可以看出在区间 (σ２B,σ２A),即３８．４５＜σ２ ＜

１３２．１５时,系统存在正实特征值,则该部分存在不

稳定解,其它部分为１个稳定解．与图４(c)相对应

的,图４(a)和图４(b)分别给出了第一阶模态和第

三阶模态的幅频相应图．同时,结合表２可知由 A
和C点计算得到的Jacobian矩阵特征值都具有负

实部,可以判定 A 和 C点所在的曲线为稳定解用

实线表示;由 B点计算得到的Jacobian矩阵特征

值实部中有两个具有正实部,可以判定B点所在的

曲线为不稳定解用虚线表示．
表２　图４标注各点所对应的Jacobian矩阵特征值

Table２　Figure４showstheeigenvaluesofJacobian
matrixcorrespondingtoeachpoint

A B C

λ１ －８４５．０＋３０３０．２j ２２６９．２０＋０．００j －８４２．８＋９８１１．０j

λ２ －８４５．０－３０３０．２j －３９６０．５０＋０．００j －８４２．８－９８１１．０j

λ３ －３７９０．５＋２８０４５．１j－３７９０．３９＋２８２０１．７j－３７９２．７＋２９８３５．７j

λ４ －３７９０．５－２８０４５．１j－３７９０．３９－２８２０１．７j－３７９２．７－２９８３５．７j

运用同样的方法分别判断了系统在情况Ⅱ和

情况Ⅲ下的稳定性．从图５(a)和图５(b)可以看出

在区间 (σ２B,σ２A),即３８．１６＜σ２ ＜１３１．６７时,系统

存在２个稳定解和１个不稳定解,其它部分为稳定

解．从图６(a)和图６(b)可以看出在区间 (σ２A,σ２C)

和 (σ２F,σ２B),系统存在２个稳定解和１个不稳定

解;在区间 (σ２C,σ２E),系统存在３个稳定解和２个不

稳定解;在区间 (σ２E,σ２D),系统存在３个稳定解和４
个不稳定解;在区间 (σ２D,σ２F),系统存在２个稳定解

和３个不稳定解,其它区间只存在１个稳定解．

(a)第二阶模态主共振响应

(b)第二阶模态特征值实部的变化情况
图５　k３ ＝８×１０９．９ N/m４ 时,幅频响应及其稳定性(情况Ⅱ)

Fig．５　AmplitudeＧfrequencyresponseanditsstabilityat
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k３ ＝８×１０９．９ N/m４ (CaseⅡ)

(a)第三阶模态主共振响应

(b)第三阶模态特征值实部的变化情况
图６　k３ ＝８×１０９．９ N/m４ 时,幅频响应及其稳定性(情况Ⅲ)

Fig．６　AmplitudeＧfrequencyresponseanditsstabilityat
k３ ＝８×１０９．９ N/m４ (CaseⅢ)

３　结论

研究了在移动荷载作用下非线性粘弹性基础

梁的振动问题．采用 Galerkin方法对非线性偏微分

运动方程进行离散,并利用多尺度法求解了非线性

运动控制方程．在此基础上,研究了非线性基础梁

在３:１内共振下的自由振动,以及在内共振作用下

梁受外激励作用的第一、第二和第三阶模态主共振

的非线性动力学行为及其动力学响应的稳定性问

题．研究揭示了基础参数对内共振下弹性梁振动响

应的影响规律,并发现在发生第三阶主共振时,幅

频响应中会出现７个解支,包括３个稳定解支和４
个不稳定解支．
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