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分数阶奇异系统的Lie对称性与守恒量∗

沈世磊　宋传静†

(苏州科技大学 数学科学学院,苏州　２１５００９)

摘要　对称性与守恒量可以简化动力学问题从而进一步求出力学系统的精确解,这样更加有利于研究动力

学行为．分数阶模型相比于整数阶模型,能够描述复杂系统的动力学过程,因此在分数阶模型下研究对称性

与守恒量是不可或缺的．首先介绍两个分数阶奇异系统,一个系统包含混合整数和Caputo分数阶导数,另一

个系统仅含Caputo分数阶导数．由两个分数阶奇异系统分别给出两个分数阶固有约束,并给出对应的分数

阶约束 Hamilton方程．然后,基于微分方程在无限小变换下的不变性,给出了分数阶约束 Hamilton方程 Lie

对称性的定义,导出了相应的确定方程,限制方程和附加限制方程．第三,建立并证明了两个分数阶约束

Hamilton系统的Lie对称性定理,得到了相应的分数阶约束 Hamilton系统的Lie守恒量．在特定条件下,本

文所得结果可以退化为整数阶约束 Hamilton系统的Lie守恒量．最后通过两个算例来说明此结果的应用．
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LieSymmetriesandConservedQuantitiesoftheFractionalSingularSystems∗

ShenShilei　SongChuanjing†

(SchoolofMathematicalSciences,SuzhouUniversityofScienceandTechnology,Suzhou　２１５００９,China)

Abstract　 Symmetryandconservedquantitycansimplifythedynamicproblemandfurtherobtainthe
exactsolutionofthemechanicalsystem,whichismoreconducivetothestudyofdynamicbehavior．
Comparedwiththeintegerordermodel,thefractionalmodelcandescribethedynamicprocessofcomＧ
plexsystems．Therefore,itisindispensabletostudythesymmetryandconservedquantitiesunderthe
fractionalmodel．Firstly,twofractionalsingularsystemsareintroduced．OnesystemcontainsmixedinＧ
tegersandCaputofractionalderivatives,andtheothersystemcontainsonlyCaputofractionalderivaＧ
tives．Twofractionalinherentconstraintsaregivenbytwofractionalsingularsystems,andthecorreＧ
spondingfractionalconstrainedHamiltonequationisgiven．Then,basedontheinvarianceofdifferential
equationunderinfinitesimaltransformation,thedefinitionofLiesymmetryoffractionalconstrained
Hamiltonequationisgiven,andthecorrespondingdeterminedequation,restrictionequationandaddiＧ
tionalconstraintequationarederived．Thirdly,theLiesymmetrytheoremsoftwofractionalconstrained
Hamiltoniansystemsareestablishedandproved,andtheLieconservedquantitiesofthecorresponding
fractionalconstrainedHamiltoniansystemsareobtained．Undercertainconditions,theresultsobtained
inthispapercanbereducedtoLieconservedquantitiesofintegerorderconstrainedHamiltoniansysＧ
tems．Finally,twoexamplesaregiventoillustratetheapplicationofthisresult．
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引言

用奇异Lagrange函数描述的系统称为奇异系

统,奇异Lagrange系统在过渡到相空间用 HamilＧ

ton正则变量描述时,其正则变量之间存在固有约

束,称为约束 Hamilton系统[１]．自然界基本相互作

用中的量子动力学(QED)、量子味动力学(QFD)、

量子色动力学(QCD)和引力理论(GR)都是由位形

空间中的奇异 Lagrange量来描述的,当过渡到相

空间描述时即可归为约束 Hamilton系统．奇异系

统与凝聚态理论、规范场理论、相对论运动粒子、超

重力与超弦理论等都有紧密的联系,因此奇异系统

的基本理论在物理学中,特别是在现代量子场论中

有着举足轻重的地位[１Ｇ３]．Dirac[４]首先研究奇异

Lagrange系统的正则方程,Bergmann等人也为该

系统的动力学与量子化奠定了基础．
对称性与守恒量有助于揭示动力学系统内在

的物理性质,１９７９年 Lutzky[５]首次将 Lie方法引

入动力学系统,研究了二阶动力系统在无限小变换

下时间,坐标以及速度的不变性．之后 Lie对称性

也应用到其他领域,如 Menini[６]利用Lie对称性的

方法研究机器人逆运动学问题．近年来 Lie对称性

与守恒量的研究也取得了丰硕成果[７Ｇ１６],特别地,

Mei和Zhu[１０]首先研究了奇异 Lagrange系统的

Lie对称性与守恒量,２００１年张毅和薛纭进一步研

究了仅含第二类约束的约束 Hamilton系统的 Lie
对称性与守恒量[１１]．

分数阶微积分在当今各个领域有着广泛的应

用,例如流体力学、核磁共振成像、复杂粘弹性材料

力学等都与其有着密切的联系[１７Ｇ２１]．相比于整数阶

模型,分数阶模型可以更加准确地描述复杂系统的

动力学过程,比如过程具有历史记忆和空间相关

性,其中应用较为广泛的主要有RiemannＧLiouville
分数阶算子、Caputo分数阶算子、Riesz分数阶算

子．１９９６年Riewe[２２,２３]首次将分数阶微积分应用于

非保守力学系统动力学的研究,提出并初步研究了

分数阶变分问题,建立了分数阶 Hamilton方程和

分数阶 Lagrange方程．随后,Frederico和 Lazo[２４]

研究混合整数和Caputo分数阶导数的分数阶变分

问题,建立了对应的分数阶 EulerＧLagrange方程,

Agrawal[２５]建立了Caputo分数阶导数对应的分数

阶EulerＧLagrange方程．近年来,分数阶 Lie对称

性也取得一系列的重要成果[２６,２７],Zhou等人研究

了分 数 阶 Hamilton 系 统 的 Lie对 称 性 和 守 恒

量[２８],Fu 和 Sun 等 人 也 研 究 了 非 完 整 分 数 阶

Hamilton系 统 的 Lie 对 称 性 及 其 逆 问 题[２９,３０]．

Song和Zhang[３１]基于ElＧNabulsi模型研究了分数

阶Birkhoff系统的 Lie对称性与 Hojman守恒量

和 Noether守恒量．最近,Song[３２]率先研究了包含

混合整数和 Caputo分数阶导数以及仅含 Caputo
分数阶导数的两个分数阶奇异系统,并建立了分数

阶初等约束以及分数阶约束 Hamilton方程．然而

上述两个系统的 Lie对称性与守恒量的研究目前

尚未涉及,本工作将基于上述两种分数阶奇异系

统,利用两个分数阶约束 Hamilton方程在无限小

变换下微分方程的解的不变性建立并证明了分数

阶约束 Hamilton系统的 Lie对称性定理,研究并

给出相应的分数阶守恒量．

１　预备知识

１．１　RiemannＧLiouville和Caputo分数阶导数的定义

给定函数f(t)以及任意两个常数α,β满足n

－１≤α,β＜n,n 是整数,则 RiemannＧLiouville和

Caputo分数阶导数有如下形式:

RL
t１ Dα

tf(t)＝
１

Γ(n－α)(d
dt

)
n

∫
t

t１
(t－ξ)

n－α－１

f(ξ)dξ

(１)

RL
t Dβ

t２f(t)＝
１

Γ(n－β)(－
d
dt

)
n

∫
t２

t
(ξ－t)

n－β－１

f(ξ)dξ

(２)

C
t１Dα

tf(t)＝
１

Γ(n－α)∫
t

t１
(t－ξ)

n－α－１
(d
dξ

)
n

f(ξ)dξ

(３)

C
tDβ

t２f(t)＝
１

Γ(n－β)∫
t２

t
(ξ－t)

n－β－１
(－

d
dξ

)
n

f(ξ)dξ

(４)

２
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１．２　混合整数和Caputo分数阶导数下的约束 HamＧ
ilton系统
文献[２４]给出了分数阶拉格朗日函数LW (t,

qW ,qW ,Ct１Dα
tqW ),及相应的方程

∂LW

∂qWi
－

d
dt

∂LW

∂qWi
＋RL

t Dα
t２

∂LW

∂C
t１Dα

tqWi
＝０,

i＝１,２,n (５)

其中,qW ＝(qW１,qW２,,qWn),qW ＝(qW１,qW２,,

qWn),Ct１Dα
tqW ＝(Ct１Dα

tqW１,Ct１Dα
tqW２,,Ct１Dα

tqWn)．这

里qWj 为广义坐标,qWj 为广义速度,Ct１Dα
tqWj 为qWj

的Caputo分数阶导数,j＝１,２,n,０＜α ＜１．由

文献[３２]我们定义以下的广义动量和 Hamilton
量:

pWi＝
∂LW (t,qW ,qW ,Ct１Dα

tqW )
∂qWi

pα
Wi＝

∂LW (t,qW ,qW ,Ct１Dα
tqW )

∂C
t１Dα

tqWi
(６)

HW ＝pWiqWi＋pα
Wi

C
t１Dα

tqWi－

　LW (t,qW ,qW ,Ct１Dα
tqW ),i＝１,２,,n (７)

由方程(５)可得对应的 Hess矩阵

HWij ＝
∂２LW (t,qW ,qW ,Ct１Dα

tqW )
∂qWiqWj

(８)

当det[HWij]＝０,Hess矩阵[HWij]是退化的,

设[HWij]的秩为R,０≤R ＜n ,然后由文献[３２]

可得,混合整数和 Caputo分数阶导数的初级约束

为

ϕWa(t,qW ,pW ,pα
W )＝０ (９)

则

∂ϕWa

∂qWi
δqWi＋

∂ϕWa

∂pWi
δpWi＋

∂ϕWa

∂pα
Wi
δpα

Wi＝０ (１０)

这里

qW ＝ (qW１,qW２,,qWn),pW ＝ (pW１,pW２,,pWn),

pα
W ＝ (pα

W１,pα
W２,pα

Wn),a＝１,２,,n－R,０≤R＜n,

i＝１,２,,n ．
同时文献[３２]给出混合整数和Caputo分数阶

导数下的约束 Hamilton方程:

qWi＝
∂HW

∂pWi
＋λWa

∂ϕWa

∂pWi
,

p


Wi＝－
∂HW

∂qWi
＋RL

t Dα
t２pα

Wi－λWa
∂ϕWa

∂qWi
,

C
t１Dα

tqWi＝
∂HW

∂pα
Wi

＋λWa
∂ϕWa

∂pα
Wi

(１１)

这里

HW ＝ (t,qW ,pW ,pα
W ),qW ＝ (qW１,qW２,,qWn),

pW ＝ (pW１,pW２,,pWn),pα
W ＝ (pα

W１,pα
W２,,

pα
Wn),λWa 是Lagrange乘子a＝１,２,,n－R,０≤

R ＜n,i＝１,２,n ．
需要注意的是当Lagrange乘子λWa 不能解出

来时,方程(１１)就不能确定,因此本文考虑分数阶

约束 Hamilton系统[３２]仅含第二类约束,即假设约

束(９)式为第二类约束[２],于是方程(１１)中所有的

Lagrange乘子λWa 都完全确定．

１．３　Caputo分数阶导数下的约束 Hamilton系统

文献[２５]给出函数LU(t,qU,Ct１Dα
tqU),并且

得到相应的方程

∂LU(t,qU,Ct１Dα
tqU)

∂qUi
＋RL

t Dα
t２

∂LU

∂C
t１Dα

tqUi
＝０,

i＝１,２,n (１２)

这里qU ＝ (qU１,qU２,,qUn),C
t１Dα

tq＝ (Ct１Dα
tqU１,Ct１Dα

tqU２,

,Ct１Dα
tqUn),qUj 是广义坐标,C

t１Dα
tqUj 为qUj 的CaＧ

puto分数阶导数,j＝１,２,n ,０＜α＜１,由文献

[３２]我们定义以下的广义动量和 Hamilton量:

pUi＝
∂LU(t,qU,Ct１Dα

tqU)
∂C
t１Dα

tqUi
(１３)

HU ＝pUiC
t１Dα

tqUi－LU(t,qU,Ct１Dα
tqU)

i＝１,２,n (１４)

这里考虑LU(t,qU,Ct１Dα
tqU)是奇异的,即 C

t１Dα
tqUi

只有 一 部 分 能 解 出 来,假 设 可 以 解 出 个 R 个
C
t１Dα

tqUi ,０≤R ＜n ．
在上述条件下,由文献[３２]可得 Caputo分数

阶约束 Hamilton系统的初级约束为

ϕUa(t,qUj,pUj)＝０,

a＝１,２,,n－R;０≤R ＜n;j＝１,２,,n
(１５)

则

δϕUa(t,qU,pU)＝
∂ϕUa

∂qUi
δqUi＋

∂ϕUa

∂pUi
δpUi＝０

(１６)

同时由文献[３２]可得 Caputo分数阶约束 HamilＧ

ton方程:

C
t１Dα

tqUi＝
∂HU

∂pUi
＋λUa

∂ϕUa

∂pUi
,

RL
t Dα

t２pUi＝
∂HU

∂qUi
＋λUa

∂ϕUa

∂qUi
(１７)

这里

３
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HU ＝ (t,qU,pU),qU ＝ (qU１,qU２,,qUn),

pU ＝(pU１,pU２,,pUn),λUa 是Lagrange乘子,a

＝１,２,,n－R ,０≤R ＜n ,i＝１,２,n ．
同理,当Lagrange乘子λWa不能解出来时,方

程(１７)就不能确定,因此本文考虑分数阶约束

Hamilton系统[３２]仅含第二类约束,即假设约束

(１５)式为第二类约束[２],于是方程(１７)中所有的

Lagrange乘子λWa都完全确定．

２　混合整数和Caputo分数阶导数下的Lie
对称性和守恒量

２．１　混合整数和Caputo分数阶导数的Lie对称性

引入无限小变换群

t∗ ＝t＋Δt,q∗
Wi(t∗ )＝qWi(t)＋ΔqWi ,

pα
Wi

∗ (t∗ )＝pα
Wi(t)＋Δpα

Wi ,

p∗
Wi(t∗ )＝pWi(t)＋ΔpWi (１８)

其展开式为

　t∗ ＝t＋θWξW０(t,qW,pW,pα
W)＋ο(θW)

　q∗
Wi(t∗)＝qWi(t)＋θWξWi(t,qW,pW,pα

W)＋ο(θW)

　p∗
Wi(t∗)＝pWi(t)＋θWηWi(t,qW,pW,pα

W)＋ο(θW)

　pα
Wi

∗(t∗)＝pα
Wi(t)＋θWηα

Wi(t,qW,pW,pα
W)＋ο(θW)

(１９)

其中,θW 是无限小参数,i＝１,２,n ,ξW０ ,ξWi ,

ηWi ,ηα
Wi 称为混合整数和Caputo分数阶导数的无

限小生成元．
引入无限小生成元向量

X(０)
W ＝ξW０

∂
∂t＋ξWi

∂
∂qWi

＋ηWi
∂

∂pWi
＋ηα

Wi
∂

∂pα
Wi

(２０)

展开方程(１１),令

qWi＝kWi(t,qW ,pW ,pα
W ) (２１a)

C
t１Dα

tqWi＝sWi(t,qW ,pW ,pα
W ) (２１b)

p


Wi＝RL
t Dα

t２pα
Wi＋fWi(t,qW ,pW ,pα

W ) (２１c)

由方程式(２１)在无限小变换式(１９)下的不变

性可得

X(０)
W (kWi)＝ξ


Wi－qWiξ


W０ (２２)

X(０)
W (sWi)＝C

t１Dα
t(ξWi－qWiξW０)＋

　ξW０
d
dt

C
t１Dα

tqWi－
(t－t１)－α

Γ(１－α)q

Wi(t１)ξW０(t１)

(２３)

X(０)
W (fWi)＝－p


Wiξ


W０＋η


Wi－RL

t Dα
t２(ηα

Wi－

　p
α

WiξW０)－ξW０
d
dt

RL
t Dα

t２pα
Wi＋

　
pα

Wi(t２)ξW０(t２)
Γ(１－α)

d
dt

(t２－t)－α (２４)

约束式(９)在无限小变换式(１９)下的不变性归结为

X(０)
W [ϕWa(t,qW ,pW ,pα

W )]ϕWa＝０＝０ (２５)

称式(２２)~式(２４)为确定方程,式(２５)为限制方

程．
定义１　若无限小生成元ξW０,ξWi,ηWi,ηα

Wi 满

足确定方程(２２)~(２４),则称相应的对称性为混合

整数和 Caputo分数阶导数的分数阶约束 HamilＧ

ton系统相应的自由 Hamilton系统(１１)式的 Lie
对称性．

定义２　若无限小生成元ξW０,ξWi,ηWi,ηα
Wi 满

足确定方程(２２)~(２４)和限制方程(２５),则称相应

的对称性为混合整数和Caputo分数阶导数的分数

阶约束 Hamilton系统的弱Lie对称性．
单从微分方程在无限小变换下的不变性考虑,

上述定义的弱 Lie对称性就是通常理解的 Lie对

称性．但若考虑到微分方程的导出过程,需对无限

小生成元施加另外的限制即式(１０),所以必须定义

另外的Lie对称性．
将由变换(１９)确定的等时变分代入式(１０),有

∂ϕWa

∂qWi
(ξWi－qWiξW０)＋

∂ϕWa

∂pWi
(ηWi－p


WiξW０)＋

　
∂ϕWa

∂pα
Wi

(ηα
Wi－p

α
WiξW０)＝０ (２６)

称方程(２６)为附加限制方程．
定义３　若无限小生成元ξW０,ξWi,ηWi,ηα

Wi 满

足确定方程(２２)~(２４),限制方程(２５)和附加限制

方程(２６),则称相应的对称性为混合整数和 CapuＧ

to分数阶导数的分数阶约束 Hamilton系统的强

Lie对称性．

２．２　混合整数和Caputo分数阶导数的守恒量

对于分数阶约束 Hamilton系统,Lie对称性

不一定导致守恒量,然而在一些条件下,可以由Lie
对称性推出守恒量,并且不同的条件导致的守恒量

也不同．下面将给出弱 Lie对称性守恒量和强 Lie
对称性守恒量．

定理１　对于满足确定方程(２２)~(２４)的无

限小生成元ξW０,ξWi,ηWi,ηα
Wi ,如果存在规范函数

GW ＝GW (t,qW ,pW ,pα
W )满足结构方程

４
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pWiξ

Wi＋pα

Wi
C
t１Dα

t(ξWi－qWiξW０)＋

　(pα
Wi

d
dt

C
t１Dα

tqWi－
∂HW

∂t
)ξW０－

∂HW

∂qWi
ξWi＋

　(pα
Wi

C
t１Dα

tqWi－HW )ξ

W０－

　
pα

Wi (t－t１)－α

Γ(１－α) q

Wi(t１)ξW０(t１)＋

　λWa
∂ϕWa

∂pα
Wi
ηα

Wi＋λWa
∂ϕWa

∂pWi
ηWi＝－G


W (２７)

则与混合整数和Caputo分数阶导数的分数阶约束

Hamilton系统相应的自由 Hamilton系统(１１)式
存在如下形式的守恒量:

IW ＝pWiξWi＋(pα
Wi

C
t１Dα

tqWi－HW )ξW０＋

　∫
t

t１
[pα

Wi
C
t１Dα

τ(ξWi－qWiξW０)－(ξWi－

　qWiξ０)RLτ Dα
t２pα

Wi]dτ－∫
t

t１

pα
Wi

Γ(１－α)(τ－

　t１)－αqWi(t１)ξW０(t１)dτ＋GW ＝const (２８)

证明:　由式(９)~式(１１)和式(２７)得 d
dtIW ＝０．

定理２　对于满足确定方程(２２)~(２４)和限

制方程(２５)的无限小生成元ξW０,ξWi,ηWi,ηα
Wi ,如

果存在规范函数GW ＝GW (t,qW ,pW ,pα
W )满足结

构方程(２７),则混合整数和 Caputo分数阶导数的

分数阶约束 Hamilton系统存在形如式(２８)的弱

Lie对称性守恒量．
定理３　对于满足确定方程(２２)~(２４),限制

方程(２５)和附加限制方程(２６)的无限小生成元

ξW０,ξWi,ηWi,ηα
Wi ,如果存在规范函数GW ＝GW (t,

qW ,pW ,pα
W )满足结构方程,则混合整数和 Caputo

分数阶导数的分数阶约束 Hamilton系统存在形如

式(２８)的强Lie对称性守恒量．

３　Caputo分数阶导数的Lie对称性和守恒量

３．１　Caputo分数阶导数的Lie对称性

引入无限小变换群

t∗ ＝t＋Δt,

q∗
Ui(t∗ )＝qUi(t)＋ΔqUi ,

p∗
Ui(t∗ )＝pUi(t)＋ΔpUi (２９)

其展开式为

t∗ ＝t＋θUξU０(t,qU,pU)＋ο(θU)

q∗
Ui(t∗ )＝qUi(t)＋θUξUi(t,qU,pU)＋ο(θU)

p∗
Ui(t∗ )＝pUi(t)＋θUηUi(t,qU,pU)＋ο(θU)

(３０)

其中,θU 是无限小参数,ξU０,ξUi,ηUi是无限小生成

元．
引入无限小生成元向量

X(０)
U ＝ξU０

∂
∂t＋ξUi

∂
∂qUi

＋ηUi
∂

∂pUi
(３１)

展开方程(１７),令
C
t１Dα

tqUi＝sUi(t,qU,pU) (３２a)
RL
t Dα

t２pUi＝hUi(t,qU,pU) (３２b)

由方程(３２)在无限小变换(３０)下的不变性可得

C
t１Dα

t(ξUi－qUiξU０)＋ξU０
d
dt

C
t１Dα

tqUi－

　
(t－t１)－α

Γ(１－α)q

Ui(t１)ξU０(t１)＝X(０)

U (sUi)(３３)

RL
t Dα

t２(ηUi－p

UiξU０)＋ξU０

d
dt

RL
t Dα

t２pUi－

　ξU０(t２)pUi(t２)
Γ(１－α)

d
dt

(t２－t)－α ＝X(０)
U (hUi)

(３４)

约束(１５)式在无限小变换(３０)下的不变性归结为

X(０)
U [ϕUa(t,qU,pU)]ϕUa＝０＝０ (３５)

称式(３３)和式(３４)为确定方程,式(３５)为限制方

程．
定义４　若无限小生成元ξU０,ξUi,ηUi 满足确

定方程(３３)和(３４),则称相应的对称性为 Caputo
分数阶导数的约束 Hamilton 系统相应 的 自 由

Hamilton系统(１７)式的Lie对称性．
定义５　若无限小生成元ξU０,ξUi,ηUi 满足确

定方程(３３)、方程(３４)和限制方程(３５),则称相应

的对称性为 Caputo分数阶导数的约束 Hamilton
系统的弱Lie对称性．

单从微分方程在无限小变换下的不变性考虑,

上述定义的弱 Lie对称性就是通常理解的 Lie对

称性．但若考虑到微分方程的导出过程,需对无限

小生成元施加另外的限制即式(１６),所以必须定义

另外的Lie对称性．
将由变换(３０)确定的等时变分代入式(１６),有

∂ϕUa

∂qUi
(ξUi－qUiξU０)＋

∂ϕUa

∂pUi
(ηUi－p


UiξU０)＝０

(３６)

称方程(３６)为附加限制方程．
定义６　若无限小生成元ξU０,ξUi,ηUi 满足确

定方程(３３)、方程(３４)、限制方程(３５)和附加限制

方程(３６),则称相应的对称性为 Caputo分数阶导

５



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０２３年第２１卷

数的约束 Hamilton系统的强Lie对称性．

３．２　Caputo分数阶导数的守恒量

对于 Caputo分数阶导数的约束 Hamilton系

统,Lie对称性不一定导致守恒量,然而在一些条件

下,可以由Lie对称性推出守恒量,并且不同的条

件导致的守恒量也不同．下面将给出弱 Lie对称性

守恒量和强Lie对称性守恒量．
定理４　对于满足确定方程(３３)和(３４)的无

限小生成元ξU０,ξUi,ηUi ,如果存在规范函数GU ＝

GU(t,qU,pU)满足结构方程

pUi
C
t１Dα

t(ξUi－qUiξU０)＋(pUi
C
t１Dα

tqUi－HU)ξ

U０＋

　λUa
∂ϕUa

∂pUi
ηUi－

pUi

Γ(１－α)(t－t１)－αqUi(t１)ξU０(t１)＋

　　(pUi
d
dt

C
t１Dα

tqUi－
∂HU

∂t
)ξU０－

∂HU

∂qUi
ξUi＝－G


U

(３７)

则与Caputo分数阶导数的约束 Hamilton系统相

应的自由 Hamilton系统(１７)式存在如下形式的守

恒量:

　IU ＝ (pUi
C
t１Dα

tqUi－HU)ξU０＋∫
t

t１
[pUi

C
t１Dα

τ(ξUi－

qUiξU０)－(ξUi－qUiξU０)RLτ Dα
t２pUi]dτ－

∫
t

t１

pUi

Γ(１－α)(τ－t１)－αqUi(t１)ξU０(t１)dτ＋

GU ＝const (３８)

证明:　由式(１５)~(１７)和式(３７)得 d
dtIU ＝０．

定理５　对于满足确定方程(３３)、方程(３４)和

限制方程(３５)的无限小生成元ξU０,ξUi,ηUi ,如果

存在规范函数GU ＝GU(t,qU,pU)满足结构方程

(３７),则Caputo分数阶导数的约束 Hamilton系统

存在形如式(３８)的弱Lie对称性守恒量．
定理６　对于满足确定方程(３３)、方程(３４)、

限制方程(３５)和附加限制方程(３６)的无限小生成

元ξU０ ,ξUi ,ηUi 如果存在规范函数GU ＝GU(t,

qU,pU)满足结构方程,则Caputo分数阶导数的约

束 Hamilton系统存在形如式(３８)的强Lie对称性

守恒量．

４　算例

例１系统的Lagrange函数为

LW ＝qW１qW２－qW１qW２＋q２
W１＋q２

W２＋

　 １
２

[(Ct１Dα
tqW１)２＋(Ct１Dα

tqW２)２] (３９)

试研究该系统的Lie对称性与守恒量．
由式(６)和式(７)得系统的广义动量和 HamilＧ

ton量

pW１＝
∂LW

∂qW１
＝qW２ ,pW２＝

∂LW

∂qW２
＝－qW１

pα
W１＝

∂LW

∂C
t１Dα

tqW１
＝C

t１Dα
tqW１

pα
W２＝

∂LW

∂C
t１Dα

tqW２
＝C

t１Dα
tqW２

HW ＝pW１qW１＋pW２qW２＋pα
W１

C
t１Dα

tqW１ (４０)

HW ＝pW１qW１＋pW２qW２＋pα
W１

C
t１Dα

tqW１＋

　pα
W２

C
t１Dα

tqW２－LW ＝
１
２

[(pα
W１)２＋(pα

W２)２]－

　 (qW１)２－(qW２)２ (４１)

由det[HWij]＝０,可得Lagrange函数是奇异的,故

由式(９)得到两个约束[３２]

ϕW１＝pW１－qW２,ϕW２＝pW２＋qW１ (４２)

并且由约束的相容性条件可得Lagrange乘子[３２]

λW１＝－qW２－
１
２

RL
t Dα

t２pα
W２

λW２＝qW１＋
１
２

RL
t Dα

t２pα
W１ (４３)

由式(１１)可得混合整数和Caputo分数阶导数的分

数阶约束 Hamilton方程[３２]

qW１＝ －qW２－
１
２

RL
t Dα

t２pα
W２,qW２＝qW１＋

１
２

RL
t Dα

t２pα
W１

p


W１＝qW１＋
１
２

RL
t Dα

t２pα
W１,p


W２＝qW２＋

１
２

RL
t Dα

t２pα
W２

C
t１Dα

tqW１＝pα
W１ ,C

t１Dα
tqW２＝pα

W２ (４４)

由确定方程(２２)~(２４)得

　ξ

W１－qW１ξ


W０＝－ξW２ ,ξ


W２－qW２ξ


W０＝ξW１

　C
t１Dα

t(ξW１－qW１ξW０)＋ξW０
d
dt

C
t１Dα

tqW１－
１

Γ(１－α)×

　 (t－t１)－αqW１(t１)ξW０(t１)＝ηα
W１

　 C
t１Dα

t(ξW２－qW２ξW０)＋ξW０
d
dt

C
t１Dα

tqW２－

　 １
Γ(１－α)(t－t１)－αqW２(t１)ξW０(t１)＝ηα

W２

　－p


W１ξ

W０＋η


W１－RL

t Dα
t２(ηα

W１－p

α
W１ξW０)－ξW０×

　　 d
dt

RL
t Dα

t２pα
W１＋

pα
W１(t２)ξW０(t２)
Γ(１－α)

d
dt

(t２－t)－α＝

　　　＝ξW１

６
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－p


W２ξ

W０＋η


W２－RL

t Dα
t２(ηα

W２－p
α

W２ξW０)－

　ξW０
d
dt

RL
t Dα

t２pα
W２＋

pα
W２(t２)ξW０(t２)
Γ(１－α) ×

　 d
dt

(t２－t)－α ＝ξW２ (４５)

式(４５)有如下解

ξW０＝－１,ξW１＝ξW２＝０

ηW１＝ηW２＝０,ηα
W１＝ηα

W２＝０ (４６)

由限制方程(２５)式可知

X(０)
W (ϕW１)＝ηW１－ξW２＝０

X(０)
W (ϕW２)＝ηW２＋ξW１＝０ (４７)

由附加限制方程(２６)式可知

(ηW１－ξW２)＋(qW２－p


W１)ξW０＝０

(ηW２＋ξW１)－(qW１＋p


W２)ξW０＝０ (４８)

生成元(４６)式对应的规范函数为

GW ＝０ (４９)

最后,由式(２８)、式(４６)和式(４９)得

　IW ＝∫
t

t１
(pα

W１
d
dτ

C
t１Dα

τqW１＋pα
W２

d
dτ

C
t１Dα

τqW２－

qW１
RL
τ Dα

t２pα
W１－qW２

RL
τ Dα

t２pα
W２)dτ－

１
２

(pα
W１)２＋

１
２

(pα
W２)２＋(qW１)２＋(qW２)２

é

ë
êê

ù

û
úú

(５０)

易验证,无限小生成元(４６)式满足条件(４７)式和

(４８)式,对应分数阶 Hamilton系统的强 Lie对称

性,守恒量(５０)式为分数阶 Hamilton系统的强

Lie对称性守恒量．
例２系统的Lagrange函数为

LU ＝qU２
C
t１Dα

tqU１－qU１
C
t１Dα

tqU２＋

　 (qU１)２＋(qU２)２ (５１)

试研究该系统的Lie对称性与守恒量．
由式(１２)得
RL
t Dα

t２qU２＝－２qU１＋C
t１Dα

tqU２

RL
t Dα

t２qU１＝２qU２＋C
t１Dα

tqU１ (５２)

由式(１３)和式(１４)得系统的广义动量和 Hamilton量

pU１＝
∂LU

∂C
t１Dα

tqU１
＝qU２ ,pU２＝

∂LU

∂C
t１Dα

tqU２
＝－qU１

(５３)

HU ＝－(qU１)２－(qU２)２ (５４)

由det[HUij]＝０,可得Lagrange函数是奇异的,故

由式(１５)得到两个约束[３２]

ϕU１＝pU１－qU２＝０,ϕU２＝pU２＋qU１＝０(５５)

并且 由 约 束 的 相 容 性 条 件 式 可 得 Lagrange乘

子[３２],

－２qU１qU２＋２λU２qU２－p

U１

C
t１Dα

tqU２－

　qU２
RL
t Dα

t２pU１＝０

２qU１qU２＋２λU１qU１＋p

U２

C
t１Dα

tqU１＋

　qU１
RL
t Dα

t２pU２＝０ (５６)

所以由式(１７)可给出 Caputo分数阶导数的约束

Hamilton方程[３２]

　２qU１
C
t１Dα

tqU１ ＝ －２qU１qU２ －p

U２

C
t１Dα

tqU１ －qU１
RL
t Dα

t２pU２

　２qU２
C
t１Dα

tqU２ ＝２qU１qU２ ＋p

U１

C
t１Dα

tqU２ ＋qU２
RL
t Dα

t２pU１

　２qU２
RL
t Dα

t２pU１ ＝ －２qU１qU２＋p

U１

C
t１Dα

tqU２＋qU２
RL
t Dα

t２pU１

　２qU１
RL
t Dα

t２pU２ ＝ －２qU１qU２＋p

U２

C
t１Dα

tqU１＋qU１
RL
t Dα

t２pU２

(５７)

由确定方程(３３)和(３４)得

C
t１Dα

t(ξU１－qU１ξU０)＋ξU０
d
dt

C
t１Dα

tqU１－

　
(t－t１)－α

Γ(１－α)q

U１(t１)ξU０(t１)＝－２ξU２ ,

C
t１Dα

t(ξU２－qU２ξU０)＋ξU０
d
dt

C
t１Dα

tqU２－

　
(t－t１)－α

Γ(１－α)q

U２(t１)ξU０(t１)＝２ξU１ ,

RL
t Dα

t２(ηU１－p

U１ξU０)＋ξU０

d
dt

RL
t Dα

t２pU１－

　ξU０(t２)pU１(t２)
Γ(１－α)

d
dt

(t２－t)－α ＝－２ξU１ ,

RL
t Dα

t２(ηU２－p

U２ξU０)＋ξU０

d
dt

RL
t Dα

t２pU２－

　ξU０(t２)pU２(t２)
Γ(１－α)

d
dt

(t２－t)－α ＝－２ξU２

(５８)

式(５８)有如下解

ξU０＝－１,ξU１＝ξU２＝０,ηU１＝ηU２＝０ (５９)

由限制方程(３５)式可知

X(０)
U (ϕU１)＝X(０)

U (pU１－qU２)＝ηU１－ξU２＝０

X(０)
U (ϕU２)＝X(０)

U (pU２＋qU１)＝ηU２＋ξU１＝０
(６０)

由附加限制方程(３６)式可知

(ηU１－ξU２)＋(qU２－p

U１)ξU０＝０

(ηU２＋ξU１)－(qU１＋p

U２)ξU０＝０ (６１)

生成元(５９)式对应的规范函数为

GU ＝０ (６２)

最后,由式(３８)、式(５９)和式(６２)得

７
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　IU ＝∫
t

t１
(pU１

d
dτ

C
t１Dα

τqU１＋pU２
d
dτ

C
t１Dα

τqU２)dτ－

[pU１
C
t１Dα

tqU１ ＋pU２
C
t１Dα

tqU２＋(qU１)２＋(qU２)２]

(６３)

易验证,无限小生成元式(５９)满足条件式(６０)和式

(６１),对应Caputo分数阶约束 Hamilton系统的强

Lie对称性,守恒量(６３)式为 Caputo分数阶约束

Hamilton系统的强Lie对称性守恒量．
例３分数阶奇异系统的Lagrange函数为

LU ＝
１
２

(qU１
C
t１Dα

tqU２－qU２
C
t１Dα

tqU１)－α２qU１＋

　α１qU２＋β１exp(qU２)－β２exp(qU１) (６４)

其中α１,α２,β１,β２ 为常数,研究该系统 Lie对称

性与守恒量．
由式(１２)得

１
２

(Ct１Dα
tqU２－RL

t Dα
t２qU２)＝α２＋β２exp(qU１)

１
２

(Ct１Dα
tqU１－RL

t Dα
t２qU１)＝α１＋β１exp(qU２)

(６５)

此时式(６５)为Caputo分数阶的Lotka生化振子模型．
由式 (１３)和 式 (１４)得 系 统 的 广 义 动 量 和

Hamilton量

pU１＝
∂L

∂C
t１Dα

tqU１
＝－

１
２qU２

pU２＝
∂L

∂C
t１Dα

tqU２
＝

１
２qU１ (６６)

HU ＝α２qU１－α１qU２－β１exp(qU２)＋

　　β２exp(qU１) (６７)

由式(１５)得到两个约束

ϕU１＝pU１＋
１
２qU２＝０,ϕU２＝pU２－

１
２qU１＝０

(６８)

由约束的相容性条件可得所有的Lagrange乘子[３２]

λU１＝α１＋β１exp(qU２)＋RL
t Dα

t２pU２＋
１
２

C
t１Dα

tqU１

λU２＝α２＋β２exp(qU１)－RL
t Dα

t２pU１＋
１
２

C
t１Dα

tqU２

(６９)

所以由式(１７)得到 Caputo分数阶约束 Hamilton
方程

C
t１Dα

tqU１＝２[α１＋β１exp(qU２)]＋２RL
t Dα

t２pU２ ,

C
t１Dα

tqU２＝２[α２＋β２exp(qU１)]－２RL
t Dα

t２pU１

(７０)

取生成元

ξU０＝－１,ξU１＝ξU２＝０,ηU１＝ηU２＝０ (７１)

满足确定方程(３３)和(３４)．
由限制方程(３５)式得

X(０)
U (ϕU１)＝ηU１＋

１
２ξU２＝０

X(０)
U (ϕU２)＝ηU２－

１
２ξU１＝０ (７２)

由附加限制方程(３６)式得

(１
２ξU２＋ηU１)－(１

２q

U２＋p


U１)ξU０＝０

(－
１
２ξU１＋ηU２)＋(１

２q

U１－p


U２)ξU０＝０ (７３)

并且生成元(７１)式对应的规范函数为

GU ＝０ (７４)

由式(３８)、式(７１)和式(７４)得

　IU＝∫
t

t１
pU１

d
dτ

C
t１Dα

τqU１＋pU２
d
dτ

C
t１Dα

τqU２
æ

è
ç

ö

ø
÷dτ－

[pU１
C
t１Dα

tqU１＋pU２
C
t１Dα

tqU２－α２qU１＋α１qU２＋

β１exp(qU２)－β２exp(qU１)]＝const (７５)

易验证,无限小生成元式(７１)满足限制方程(７２)和
附加 限 制 方 程 (７３),对 应 Caputo 分 数 阶 约 束

Hamilton系统的强 Lie对称性,守恒量(７５)式为

该系统的强 Lie对称性守恒量．当α➝１时退化为

整数阶Lotka生化振子模型,这与文献[３３]的结果

一致．

５　结论

分数阶微积分得到越来越广泛的应用,将分数

阶模型应用到力学系统,能够更准确的描述系统的

力学与物理行为．奇异系统也一直受人关注,如自

然界基本相互作用中的电磁场,引力场,杨－Mills
场,超对称,超引力,量子电动力学(QED)等理论

都存在用奇异 Lagrange量描述的系统．文章提出

并研究了两个分数阶约束 Hamilton系统的Lie定

理．文章主要贡献在于:

一是给出两个分数阶约束 Hamilton系统的

Lie对称性定义和确定方程,并给出相应的限制方

程以及附加限制方程,从而提出相应的弱Lie对称

性和强Lie对称性的概念．主要结果:六个定义,两

８
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个限制方程以及两个附加限制方程．
二是提出并证明了两个分数阶约束 Hamilton

系统的Lei对称性定理．主要结果:六个定理,Lie
对称性守恒量．

三是当α➝１时,仅含Caputo分数阶导数的分

数阶约束 Hamilton方程(１７)、限制方程(３５)、附加

限制方程(３６)和 Caputo分数阶约束 Hamilton系

统的Lie定理(定理４~定理６)就退化为经典整数

阶情况,这与文献[１１]的结果一致．
此外,该系统的Lie对称性能否直接导致 HojＧ

man守恒量有待研究;分数阶奇异系统的问题值得

研究,如分数阶奇异系统的 Mei对称性,时间尺度

上分数阶奇异系统的对称性,广义算子下奇异系统

的对称性等．
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